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Correction Algèbre - Modules I

Exercice 1.
Soit A un anneau commutatif non nul.

1. Soit f : Ar → Ar une application linéaire, de matrice P dans la base canonique. Montrer que f est surjective si, et
seulement si, det(P ) est inversible dans A, et que ceci est équivalent à f bijective.

2. Montrer que f est injective si, et seulement si, det P et non nul et n’est pas diviseur de zéro dans A.
Indication : Si det(P ) = a est diviseur de zéro, on fixera b non nul dans A tel que ab = 0, et on considérera un mineurm de
taille maximale s dans P tel quemb , 0 ; puis on construira un vecteur colonne non nul annulé par P à partir de mineurs
de taille s de P .

3. En déduire que si s > r , une application linéaire de As dans Ar n’est pas injective.

4. Montrer que si unA-moduleM est engendré par une famille de r éléments, alors toute famille comportant au moins r +1

éléments dansM est liée.

5. Soit I un idéal non principal de A. Montrer que I n’est pas un A-module libre. Montrer plus généralement qu’un idéal I
d’un anneau A est un sous-module libre de A, si et seulement si, I est principal et engendré par un élément non diviseur
de zéro de A.

Solution.

1. Supposons det P ∈ A×. Alors l’identité de la comatrice P P̃ = P̃ P = det(P )Ir (où P̃ est la transposée de la comatrice)
donne que P est inversible, d’inverse det(P )−1P̃ . Si maintenant P est inversible, l’application f est bijective, donc en
particulier surjective. Supposons enfin f surjective. Alors on construit une matrice Q telle que PQ = Ir en prenant pour
vecteurs colonnes deQ des vecteurs envoyés sur les vecteurs e1, e2, . . . , er de la base canonique. Alors det(P ) ·det(Q ) =
1, donc det(P ) est inversible.

2. Supposons det(P ) non diviseur de zéro. SoitX un vecteur colonne tel que P ·X = 0. Alors (P̃ P )X = 0, d’où det(P )·X = 0,
ce qui implique que toutes les coordonnées deX sont nulles puisque det(P ) n’est pas diviseur de zéro. Ainsi f est injective.
Supposons réciproquement que det(P ) = a vérifie ab = 0 avec b non nul dans A, et montrons que f n’est pas injectif.
Si tous les coefficients pi j de P vérifient pi j · b = 0, il est clair que f n’est pas injective, puisque P annule par exemple
le vecteur (b, b, . . . , b). Sinon, on peut choisir un mineur m de taille maximale tel que mb , 0, et ce mineur est de
taille s < r vu que det(P ) · b = 0. Supposons (pour simplifier les notations 1) que ce soit le mineur correspondant aux
s premières lignes et aux s premières colonnes de P . Soit X le vecteur (x1, . . . , xs , xs+1, 0, . . . , 0) avec xi = b(−1)imi ,
où ms+1 = m et pour 1 6 i 6 s , mi est le mineur (s, s) obtenu en gardant les s premières lignes et les s + 1 premières
colonnes à l’exception de la i -ième. AlorsX , 0 car xs+1 , 0 vu que bm , 0 ; mais les coordonnées yi de PX sont toutes
nulles : en effet, la formule de développement du déterminant par rapport à une ligne donne qu’elles sont obtenues soit
(pour les s premières) comme le produit de b par un déterminant de taille s + 1 ayant deux lignes égales, soit (pour les
suivantes) comme le produit de b par un mineur de taille s + 1 de P , produit qui est nul par hypothèse 2. Donc f n’est pas
injective.

3. Soit j l’injection linéaire de Ar dans As qui envoie (x1, . . . , xr ) sur (x1, . . . , xr , 0, . . . , 0). Si g : As → Ar était linéaire
injective, il en irait de même de f := j ◦ g : As → As . Mais la matrice de f dans la base canonique a ses (s − r ) dernières
lignes nulles, donc son déterminant est nul, donc d’après 2. l’application linéaire g ne peut pas être injective.

1. À permutation de lignes et de colonnes près, on peut se ramener à ce cas, ce qui ne change le déterminant que d’un ±1.
2. À un signe près, il s’agit du développement par rapport à la première ligne du déterminant de la matrice suivante :

©­­­­­­«

pi1 · · · pi ,s+1
p11 · · · p1,s+1
p21 · · · p2,s+1
.
.
.

.

.

.

.

.

.

ps ,1 · · · ps ,s+1

ª®®®®®®
¬
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4. Un A-moduleM engendré par r éléments est un quotient de Ar , et il suffit donc de montrer qu’une famille (x1, . . . , xs )
de s éléments avec s > r est liée dans Ar . Ceci résulte de 3., vu que l’application linéaire de As dans Ar qui envoie

(α1, . . . , αs ) sur
s∑
i=1

αi xi ne peut pas être injective.

5. Il résulte de 4. que si M est un A-module libre de type fini r , un sous-module libre de M est forcément de rang au plus
r . En particulier, un idéal non principal d’un anneau commutatif non nul A ne peut pas être un A-module libre puisque A
lui-même est un module libre de rang 1.
On rappelle que les idéaux de A sont exactement les sous-A-modules de A. Si I est un idéal principal de A engendré par
un élément a qui n’est pas un diviseur de 0, alors I est un module libre car a est une famille génératrice et libre de I .
Réciproquement, soit I ⊆ A un idéal qui soit un sous-module libre deA. Soit (a j )j ∈J une base de I en tant queA-module.
Comme I est non nul, on a que J est non vide. Supposons que J a aumoins deux éléments et soient a j , ak deux éléments
distincts. On a alors

a j · ak − ak · a j = 0

et par liberté, cela implique que a j = 0 et ak = 0, ce qui est absurde car ils constituent une famille libre. Ainsi J a un seul
élément, disons a . Comme a est une famille libre, a est sans torsion donc a n’est pas un diviseur de 0 et comme {a} est
génératrice, on a bien que I = (a) est principal.

Exercice 2 — Exemples et contre-exemples. Soit A un anneau commutatif non nul. On suppose que A n’est pas un corps. Donner
des exemples :

1. de A-modules non libres et montrer que si tout A-module est libre alors A est un corps ;

2. D’une famille libre à n éléments dans An qui n’est pas une base ;

3. D’une partie génératrice minimale qui ne soit pas une base ;

4. De sous-modules n’ayant pas de supplémentaire ;

5. De module libre ayant un sous-module qui n’est pas libre.

6. Soit A un anneau intègre et K son corps de fractions. On suppose que K , A (i.e. A n’est pas un corps). Montrer que K
n’est pas libre comme A-module.

Solution.

1. Par exemple Z/nZ pour n ∈ N× n’est pas un Z-module libre car tout module libre est sans torsion ou encore Q car divisible.
De manière plus générale, si I est un idéal propre non nul 3, alors A/I n’est pas libre pour les mêmes raisons que Z/nZ
car tous ses éléments sont de torsion et si 4 A , Frac(A), alors le A-module Frac(A) n’est pas libre. En effet, pour deux
éléments x =

a
b
et y =

c
d
avec a, b, c, d des éléments de A et cd , 0, on a bcx = ac = ady et donc on voit que si a ou

c est non nul, la famille (x , y ) est liée. Mais si a = c = 0, alors x = y = 0 et le résultat persiste. Une famille libre a donc
au plus un élément et comme Frac(A) , 0, une famille génératrice a au moins un élément. Si Frac(A) était libre, une base
de Frac(A) aurait un élément mais pour tout x ∈ Frac(A) non nul, Frac(A) n’est pas engendré par x en tant que A-module
car sinon x 2 ∈ Ax donc x ∈ A et Ax = Frac(A) ⊆ A ce qui est exclu. Pour finir, on a vu que si A n’est pas un corps, il
existe des A-modules non libres. Une autre façon de voir les choses : supposons que tout A-module est libre et soit I un
idéal de A non nul. On a alors pour tout a ∈ A/I et tout i ∈ I r {0} que i · a = 0 si bien que a n’est pas libre. Ainsi, A/I
doit être égal à {0} et I = A. Les seuls idéaux de A sont donc I et {0} ce qui implique que A est un corps d’après le TD
III. Réciproquement, si A est un corps, un A-module est un espace vectoriel sur le corps A et donc tout (modulo l’axiome
du choix), tout A-module est libre ;

2. Pour A = Z et n = 1, il est clair que 2 est une famille libre mais non génératrice. Plus généralement, pour n éléments
mi = (di j ) de An , alors ils forment une famille libre (voir 5 l’exercice 1) si, et seulement si, det(di j ) n’est pas un diviseur de

3. Ce qui est possible lorsque A n’est pas un corps.
4. Là encore, ce qui est le cas si A n’est pas un corps.
5. Car une famille (e1, . . . , er ) de An est libre si, et seulement si,

Ar −→ An

(λ1, . . . , λr ) 7−→
r∑
i=1

λi ei

est injective et génératrice si, et seulement si, cette application est surjective.
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0 et génératrice si, et seulement si, det(di j ) ∈ A×. On en déduit des exemples d’applications linéaires injectivesAn → An

qui ne sont pas des isomorphismes !
3. Par exemple, avec A = Z etM = Z/2Z, alors 1 est génératrice minimale mais non libre (car c’est un élément de torsion) ;
4. À nouveau, on considère A = Z,M = A et le sous-A-module deM donné par N = 2Z. Ce dernier n’a pas de supplémen-

taire. En effet, soient P un sous-module de M tel que P ∩ N = {0} et p ∈ P . Alors 2p ∈ P ∩ N donc 2p = 0 ce qui
implique que P = {0} mais N ⊕ {0} , M .

5. On considèreA = Z/4Z etM = A qui est donc libre en tant queA-module. Soit alorsN = 2Z/4Z le sous-module engendré
par la classe de 2. Le sous-A-module N de M n’est pas libre car sinon il serait isomorphe à Ak pour un certain entier k
et donc de cardinal 4k . Or, il est de cardinal 2. L’exercice précédent fournit des contre-exemples plus généraux comme par
exemple A = k [X ,Y ] avec k un corps qui est libre sur lui-même tandis que (X ,Y ) n’est pas libre.

6. Voir la question 1.

Exercice 3 — Modules projectifs. Soit P un A-module. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) pour tout morphisme surjectif de A-module g : E → F et pour tout f ∈ HomA(P , F ), il existe h ∈ HomA(P ,E ) tel que
f = g ◦ h ;

b) pour tout morphisme surjectif π : M → P , il existe un morphisme s : P → M tel que π ◦ s = IdP (un tel morphisme s
est appelé une section de π) ;

c) Il existe un A-moduleM tel queM ⊕ P est libre.
Un A-module P vérifiant ces propriétés est appelé module projectif. Montrer qu’un A-module libre est projectif et donner un
exemple de Z-module qui n’est pas projectif.

Solution. Pour obtenir l’implication a)⇒ b), il suffit de prendre g = π et f = IdP dans a).
Passons alors à l’implication b)⇒ c). Soit (xi )i ∈I une famille génératrice de P . Cela fournit un morphisme surjectif π : A(I ) → P .
Par b), il existe alors une section s : P → A(I ) telle que π ◦ s = IdP . Si s(x ) = 0, alors x = π ◦ s(x ) = 0 et donc s est injective,
ce qui permet d’identifier P avec son image dans A(I ). Montrons alors que A(I )

= s(P ) ⊕ Ker(π). Soit x ∈ s(P ) ∩ Ker(π), alors
x = s(y ) pour y ∈ P et y = π ◦ s(y ) = π(x ) = 0 donc s(P ) ∩ Ker(π) = {0}. Si maintenant x ∈ A(I ), alors z = s(π(x )) ∈ s(P )
et π(x − z ) = π(x ) − π ◦ s(π(x )) = 0 si bien que x = z + (x − z ) ∈ s(P ) + Ker(π) et qu’on a bien A(I )

= s(P ) ⊕ Ker(π). On a
ainsi établi c).
Terminons par l’implication c)⇒ a). Supposons donnés M et I tels que P ⊕ M � A(I ) et notons (e i )i ∈I la base canonique de
A(I ) ainsi que s : P → A(I ) l’injection canonique et π : A(I ) → P la projection. Noter qu’on a alors π ◦ s = IdP . Soient alors g
et f comme dans a) et ai une préimage de f (π(e i )) par g pour tout i ∈ I . Alors il existe un unique morphismeϕ : A(I ) → E tel
que ϕ(e i ) = ai pour tout i ∈ I par propriété universelle des modules libres. Comme g ◦ ϕ et f ◦ π coïncident sur les e i pour
tout i ∈ I . Ainsi g ◦ϕ = f ◦ π . On a alors, en posant h = ϕ ◦ s , que g ◦ h = g ◦ϕ ◦ s = f ◦ π ◦ s = f et on a donc a) et établi
l’équivalence des trois propriétés.
Il est alors facile de construire des modules projectifs, en prenant tout facteur direct d’unmodule libre. En particulier, tout module
libre est immédiatement projectif par la caractérisation c).

Remarque : On a les propriétés suivantes : si A est principal, alors tout A[X1, . . . ,Xn]-module projectif de type fini est libre 6.
Cette propriété reste également vraie si A est un anneau de Bézout commutatif ou de valuation discrète. On a également que sur
un anneau local, tout module projectif est libre mais ces résultats sont hors de portée de ce cours 7 ! Le cours fournit en revanche
le résultat sur un anneau principal 8. Sur un anneau intègre en général, le résultat est faux. En effet, pour A = Z[i

√
5], un idéal

non principal ne peut pas être libre (voir l’exercice mais il s’agit d’un A-module projectif (difficile). Enfin comme vous pouvez le
voir dans le DM II de l’an dernier, tout module projectif est plat. La réciproque est fausse, mais tout module plat de présentation
finie est projectif.

Reste à donner un exemple de Z-module non projectif. À la lumière de ce qui précède, on sait en effet que sur un anneau principal,
projectif est équivalent à libre. Il suffit alors de prendre unmodule non libre. On est seulement enmesure de déduire cela du cours
pour un module de type fini à l’aide du 9 Théorème 4.1 du cours. En particulier, un Z/nZ convient. Mais le résultat plus profond
6. Il s’agit du théorème de Quillen-Suslin.
7. Il proviennent des articles de recherche Projective modules over polynomial rings publié par Daniel Quillen à Inventiones Mathematicae en 1976 et

Projective modules publié par Irving Kaplansky à Annals of Mathematics en 1958
8. Où l’article de Kaplansky permet également (mais c’est difficile) de s’affranchir de l’hypothèse de type fini.
9. On a vu que libre implique projectif et par c), projectif implique sous-module d’un module libre sur un anneau principal.
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de Kaplansky fournit que le résultat vaut même sans cette hypothèse de type fini et en réalité on a bien que le Z-module Q n’est
pas projectif non plus. Pour le voir, on peut établir que HomZ(Q, Z) = {0} car l’image d’un tel morphisme est un sous-module de
Z divisible, autrement dit nécessairement {0}. On conclut alors en raisonnant par l’absurde. Si Q était projectif, il serait facteur
direct d’un Z(I ) et on aurait donc une injection canonique ι : Q → Z(I ). Mais, puisque Z(I ) �

⊕
i ∈I Z, pour tout i ∈ I , on a une

projection πi : Z(I ) → Z telle que πi ◦ ι ∈ HomZ(Q, Z). Autrement dit, toutes ces projections sont nulles, ce qui revient à dire que
ι est l’application nulle, contredisant son injectivité !

Exercice 4. Soit A un anneau,M un A-module de type fini et φ : M → An un morphisme surjectif de A-modules.

1. Montrer que φ admet un inverse à droiteψ (i.e. il existe ψ : An → M tel que φ ◦ψ = i dAn ).

2. Montrer queM = Kerφ ⊕ Imψ .

3. Montrer que Kerφ est de type fini.

Solution.

1. Soit (e1, . . . , en ) la base canonique de An . Par surjectivité, il existe pour tout i ∈ {1, . . . , n}, un élément mi ∈ M tel
que ϕ(mi ) = e i . On peut alors définir un (unique) morphisme de A-modules ψ : An → M par ψ(e i ) = mi pour
tout i ∈ {1, . . . , n}. Cela est possible grâce à la propriété universelle des modules libres et que An est libre. On a alors
clairement queϕ ◦ψ(e i ) = e i si bien queϕ ◦ψ = IdAn , autrement dit un inverse à droite.

2. On vérifie que Ker(ϕ) ∩ Im(ψ) = {0}. Supposons donnés m ∈ Ker(ϕ) ∩ Im(ψ). Alors m = ψ(e) ∈ Im(ψ) avec e ∈ An
et ϕ(m) = 0. Il vient ϕ(ψ(e)) = 0 mais ϕ(ψ(e)) = e si bien que e = 0 et par suite, m = ψ(e) = 0. Montrons enfin que
M = Kerφ + Imψ . Soit m ∈ M et posons m0 = m −ψ(ϕ(m)). On a alors par un simple calcul que

ϕ(m0) = ϕ(m) −ϕ(ψ(ϕ(m))) = ϕ(m) −ϕ(m) = 0

de sorte quem0 ∈ Ker(ϕ). On a alors clairement quem = m0 +ψ(ϕ(m)) ce qui établit le résultat.
3. PuisqueM est de type fini, on peut trouver un entier naturel k et des générateurs (fi )16i6k deM . On écrit alors pour tout
i ∈ {1, . . . , k }, fi = mi + ψ(vi ) pour un certain mi ∈ Ker(ϕ) et vi ∈ An . Montrons alors que les mi avec i ∈ {1, . . . , k }
engendrent Ker(ϕ). En effet, soit m ∈ Ker(ϕ), comme les (fi )16i6k engendrentM , on peut écrire

m =

k∑
i=1

ai fi =

k∑
i=1

ai (mi +ψ(vi )) =
k∑
i=1

aimi +ψ

(
k∑
i=1

aivi

)

pour a1, . . . , ak ∈ A. Par ailleurs,m = m + 0 car m ∈ Ker(ϕ) et on a vu qu’une telle écriture est unique par la question

précédente. Il vient quem =

k∑
i=1

aimi , ce qui conclut la démonstration.

On pouvait bien évidemment aussi conclure en remarquant que 2. implique que Ker(ϕ) � M /Im(ψ) et qu’un quotient
d’un module de type fini est toujours de type fini.

Exercice 5 — Lemme de Nakayama. Cet exercice est en lien avec les exercices 11 et 12 de la feuille de TD III sur les anneaux.

1. Soit M un A-module de type fini et I un idéal de A. Supposons M = IM . Montrer qu’il existe alors a ∈ I tel que
(1 + a)M = 0. Indication : Choisir 1 + a déterminant d’une matrice.

2. En déduire que si A est local, I = M son idéal maximal etM = IM alorsM = 0.

3. Soit R le radical de Jacobson de A (i.e. l’intersection de de tous ses idéaux maximaux). Montrer que si RM = M , alors
M = 0.

4. Soit A un anneau et I un idéal de type fini de A tel que I 2 = I . Montrer qu’il existe e ∈ A tel que e2 = e et I = (e). On
appelle un tel élément un idempotent de A.

Solution.

1. On rappelle que IM est le sous-module engendré par les im avec i ∈ I et m ∈ M . On considère m1, . . . ,mn des
générateurs de M avec n ∈ N×. Comme M = IM , pour tout i ∈ {1, . . . , n}, il existe bi 1, . . . , bi n ∈ I tels que mi =
n∑
j=1

bi jm j . Notons alors B la matrice (bi j )16i ,j 6n . On a alors immédiatement que (In − B)X = 0 avec X =

©­­«
m1

.

.

.

mn

ª®®¬
. Or,
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det(In−B) = �(In − B)(In−B) si bien que pour tout i ∈ {1, . . . , n}, det(In−B)mi = 0 et par conséquent det(In−B)m = 0

pour toutm ∈ M . Mais développant ce déterminant, on voit immédiatement 10 qu’il est de la forme 1 + a avec a ∈ I .
2. Dans ce cas, on a que pour tout a ∈ M, 1 + a ∈ A× (par exemple car 1 + a < M et qu’on a vu dans le TD III que ces

éléments sont non inversibles 11). Ainsi, par 1., il existe a ∈ M tel que (1 + a)M = 0 qui implique queM = 0.

3. Par 1., on a de même a ∈ R tel que (1 + a)M = 0. Il suffit donc de montrer que 1 + a est inversible pour conclure. Si ce
n’est pas le cas, alors l’idéal engendré par 1 + a est inclus dans un idéal maximalM. Mais par définition a ∈ M si bien que
1 ∈ M, ce qui est absurde.

4. On a I · I = I et I est un A-module de type fini donc par le lemme de Nakayama (question 1.), il existe a ∈ I tel que
(1 + a)I = 0. Posons alors e = −a . On a e ∈ I et donc (1 + a)e = (1 − e)e = 0 soit e2 = e . Reste à établir que I ⊆ (e).
Soit x ∈ I . On a (1 − e)x = 0 soit x = ex ∈ (e), ce qui permet de conclure !

Exercice 6. Soit k un corps, P ∈ k [X ] et A = k [X ]/(P ).
1. Quelle est la dimension de A comme k -espace vectoriel ? Donnez-en une base.

2. On poseM = Homk (A, k ) ; donner une base deM .

3. Pour f ∈ A et u ∈ M , on définit f ·u ∈ M par (f ·u)(g ) = u(f · g ) pour tout g ∈ A. Montrer que cette loi munitM d’une
structure de A-module libre de rang 1. Donnez-en une base.

Solution.

1. La dimension est clairement d = deg(P ) et une base 1,X , . . . ,X d−1
. On a clairement une structure de k -espace vectoriel

et on obtient le caractère générateur grâce à une division euclidienne par P et la liberté à la main (on aurait un polynôme
de degré strictement inférieur dans le noyau de la surjection canonique, soit dans (P ), ce qui est impossible).

2. La base duale est alors donnée par u0, . . . ,ud−1 où pour tout i , j ∈ {0, . . . , d − 1}, on a ui
(
X
j
)
= δi ,j où δi ,j dénote le

symbole de Kronecker. Noter ici qu’on considère une base en tant que k -espace vectoriel.

3. Il est clair que cela définit une structure deA-module. On peut supposer sans perte de généralité (puisque k est un corps),
que P est unitaire et donné par P = X d − ad−1X d−1 − · · · − a0 avec a0, . . . , ad−1 ∈ k . Montrons alors que ud−1 est une
base de M comme A-module, ce qui permettra de conclure. Calculons les X

j · ud−1 pour tout j ∈ {0, . . . , d − 1}. On a
pour tout λ0, . . . , λd−1 ∈ k

1 · ud−1

(
d−1∑
i=0

λiX
i

)
= ud−1

(
d−1∑
i=0

λiX
i

)
= λd−1

puis

X · ud−1

(
d−1∑
i=0

λiX
i

)
= ud−1

(
d−1∑
i=0

λiX
i+1

)

= ud−1

(
d−1∑
i=1

λi−1X
i
+ λd−1X

d

)
= ud−1

(
d−1∑
i=1

λi−1X
i
+ λd−1

(
ad−1X

d−1
+ · · · + a0

))
= λd−2 + λd−1ad−1.

Par récurrence, on voit que X
k ·ud−1

(
d−1∑
i=0

λiX
i

)
est de la forme λd−k plus une combinaison linéaire de λd−k+1, . . . , λd−1

à coefficients dans k . On en déduit que la matrice de
(
ud−1,X · ud−1, . . . ,X

d−1 · ud−1
)
dans la base (ud−1, . . . ,u1,u0)

est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale. Elle est donc inversible si bien que tout élément de M s’écrit de
manière unique comme combinaison linéaire de ud−1,X ·ud−1, . . . ,X

d−1 ·ud−1. Autrement dit, pour tout u ∈ M , il existe
un unique Q ∈ A tel que u = Q · ud−1 et ainsi ud−1 est bien une base deM comme A-module.

10. Ou on remarque qu’il s’agit du polynôme caractéristique évalué en 1 et on a le résultat comme B est à coefficients dans I ce qui implique que tous les
coefficients sont dans I mis à part le coefficient dominant qui vaut 1.
11. Ou directement, si cet élément n’est pas inversible, alors l’idéal (1 + a) est un idéal propre contenu dans un idéal maximal. Comme il n’y en a qu’un, on

en déduit que (1 + a) ⊆ M et donc 1 + a ∈ M, ce qui est absurde car cela implique que 1 ∈ M.

5
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Exercice 7. Soit

0 // M ′ i
// M

π
// M ′′ // 0

une suite exacte de A-modules. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe r ∈ HomA(M ,M ′) tel que r ◦ i = IdM ′ ;

(ii) Il existe s ∈ HomA(M ′′
,M ) tel que π ◦ s = IdM ′′ ;

(iii) Il existe s ∈ HomA(M ′′
,M ) tel queM = i (M ′) ⊕ s(M ′′) ;

(iv) La suite suivante est exacte pour tout A-module N

0 // HomA(N ,M ′) i∗
// HomA(N ,M ) π∗

// HomA(M ,M ′′) // 0 ;

(v) La suite suivante est exacte pour tout A-module N

0 // HomA(M ′′
,N ) π∗

// HomA(M ,N ) i∗
// HomA(M ′

,N ) // 0 .

Une suite vérifiant ces propriétés s’appelle une suite scindée.

Solution.
Montrons dans un premier temps que (i) ⇒ (ii). On pose σ = IdM − i ◦ r . Si m = i (m ′) pour m ′ ∈ M ′, alors σ(m) =

m − i (r (i (m ′))) = m − i (m ′) = 0 si bien que σ passe au quotient par i (M ′) = Ker(π) � M ′ pour fournir un morphisme 12

s : M /i (M ′) = M /Ker(π) � M ′′ → M . De plus, si m ′′ ∈ M ′′, par surjectivité, il existe m ∈ M tel que m ′′
= π(m) et

π ◦ s(m ′′) = π(σ(m)) = π(m − i (r (m))) = π(m) − π ◦ i (r (m)) = π(m) = m ′′ si bien qu’on a bien π ◦ s = IdM ′′ .
Passons alors à l’implication (ii)⇒ (iii). L’application s est clairement injective donc l’application i (M ′) ∩ s(M ′′) = {0}. En effet,
soit m ∈ i (M ′) ∩ s(M ′′). Il existe alors m ′ ∈ M ′ et m ′′ ∈ M ′′ tels que m = i (m ′) = s(m ′′). En prenant l’image par π , il vient
d’une part π(m) = π(s(m ′′)) = m ′′ et d’autre part π(m) = π(i (m ′)) = 0 si bien quem ′′

= 0 et finalement i (m ′) = 0 etm ′
= 0

doncm = 0. Soit alorsm ∈ M , alorsm− s(π(m)) est dans Ker(π) = i (M ′) etm = i (m− s(π(m)))+ s(π(m)) ∈ i (M ′)+ s(M ′′)
et m ∈ i (M ′) + s(M ′′), ce qui établit bien queM = i (M ′) ⊕ s(M ′′).
Passons alors à l’implication (iii)⇒ (i). On constate que pour toutm ∈ M ,m = i (m ′) + s(m ′′) pourm ′ ∈ M ′ et m ′′ ∈ M ′′. On
pose donc r (m) = m ′ ∈ M ′. Comme i est injective, r (m) est unique et l’application r : m 7→ r (m) est bien définie et un homo-
morphisme de M dans M ′ car i est linéaire 13. Cette application vérifie r (i (m ′)) = m ′ car i (m ′) = i (m ′) + 0 soit r ◦ i = IdM ′ .
On a donc obtenu l’équivalence de (i), (ii) et (iii).
Établissons alors l’implication (ii) ⇒ (iv). L’injectivité de i∗ est immédiate. En effet, i∗ est donnée par f 7→ i ◦ f . Soit alors f
dans le noyau de i∗, on a alors i ◦ f = 0 et par injectivité de i , cela implique immédiatement f = 0. De même, il est clair que
Ker(π∗) = Im(i∗). Soit f ∈ Ker(π∗). On a alors π ◦ f = 0. Ainsi pour tout x ∈ N , on a π(f (x )) = 0 donc f (x ) ∈ Ker(π) = Im(i ) et
il existemx ∈ M ′ tel que f (x ) = i (mx ). Par injectivité de i , cemx est unique. On pose alors g : N → M ′ définie par g (x ) = mx

(par injectivité, cette application est bien définie et un morphisme 14). On a alors f = i ◦ g soit f ∈ Im(i∗). Réciproquement, si
f ∈ Im(i∗), alors il existe g telle que f = i ◦ g . Ainsi, pour tout x ∈ N , π(f (x )) = π(i (g (x ))) = 0 et on a l’inclusion réci-
proque. Noter qu’on n’a pas encore utilisé l’hypothèse (ii). Reste donc à voir la surjectivité de π∗. Soit ϕ ∈ HomA(N ,M ′′). On a
π∗(s ◦ϕ) = π ◦ s ◦ϕ = ϕ ce qui permet de conclure.
Réciproquement, montrons que (iv)⇒ (ii). Il suffit pour ce faire d’appliquer l’hypothèse à N = M ′′ et ϕ = IdM ′′. La surejctivité
de π∗ fournit alors l’existence d’un morphismeψ : M ′′ → M tel queψ ◦ π = IdM ′′.
Passons alors à l’implication (i) ⇒ (v). L’application π∗ est donnée par f 7→ f ◦ π . Montrons alors que cette application est
injective. Soit f telle que df ◦ π = 0. Pour tout x ∈ M ′′, il existe par surjectivité de π un m ∈ M tel que x = π(m) et donc
f (x ) = f (π(m)) = 0 si bien que f = 0. Établissons alors que Ker(i ∗) = Im(π∗). Soit f ∈ Ker(i∗). On a alors f ◦ i = 0. On
a donc Im(i ) = Ker(π) ⊆ Ker(f ). Il s’ensuit que f : M → N passe au quotient modulo i (M ′) pour donner une application

12. De manière plus précise, on obtient par factorisation un morphisme s̃ : M /i (M ′) = M /Ker(π) → M tel que s̃(m) = σ(m) pour tout m ∈ M avecm
désignant la classe de m dans le quotientM /i (M ′). Par ailleurs, on a un isomorphisme π̃ : M /i (M ′) → M ′′ provenant de la factorisation de π . On peut
alors définir s : M ′′ → M par s(m ′′) = s̃

(
π̃−1(m ′′)

)
pour tout m ′′ ∈ M ′′. En d’autres termes, sim ′′

= π(m), alors s(m ′′) = σ(m).
13. On a alorsm1 = i (m ′

1
)+s(m ′′

1
) etm2 = i (m ′

2
)+s(m ′′

2
) de sorte quem1+m2 = i (m ′

1
+m ′

2
)+s(m ′′

1
+m ′′

2
) et r (m1+m2) = m ′

1
+m ′

2
= r (m1)+r (m2).

De même, r (am) = ar (m).
14. Par exemple pour n, n ′ ∈ N , f (n) = i (mn ) et f (n ′) = i (mn′). On a alors f (n + n ′) = f (n) + f (n ′) = i (mn ) + i (mn′) = i (mn +mn′) soit par unicité

mn+n′ = mn +mn′ .
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g : M ′′
� M /i (M ′) → N vérifiant f = g ◦ π et finalement f ∈ Im(π∗). Réciproquement, si f ∈ Im(π∗), alors il existe g tel

que f = g ◦ π et il est immédiat de voir que f ◦ i = 0 car π ◦ i = 0. Finalement, reste à établir la surjectivité 15 de i ∗. Soit
ϕ : M ′ → M . On a alorsϕ = ϕ ◦ (r ◦ i ) = (ϕ ◦ r ) ◦ i = i ∗(ϕ ◦ r ), ce qui permet de conclure. Enfin, pour la réciproque (v)⇒ (i),
il suffit de prendre N = M ′ etϕ = IdM ′ . La surjectivité 16 de i ∗, il vient ψ : M → M ′ tel que i ∗(ψ) = ψ ◦ i = IdM ′ .

Remarque : Noter que cette propriété est fausse pour les groupes en général. En effet, une extension de groupe est scindée
à droite (propriété (ii)) si, et seulement si, c’est un produit semi-direct et est scindée à gauche (propriété (i)) si, et seulement si,
c’est un produit direct. https://kconrad.math.uconn.edu/blurbs/grouptheory/splittinggp.pdf En
revanche, le résultat est vrai pour les groupes abéliens et plus généralement dans toute catégorie abélienne.

Exercice 8 — Chasse au diagramme.

1. Soit A un anneau, et soit

0 // L
f

// M
g

//

v

��

N

w

��

0 // L ′ f ′
// M ′ g ′

// N ′

un diagramme de morphismes de A-modules tel que les deux lignes sont exactes et g ′ ◦ v = w ◦ g .
Montrer qu’il existe un unique morphisme u : L → L ′ tel que f ′ ◦ u = v ◦ f . Si v est injective, montrer que u l’est aussi.

2. Soit A un anneau, et soit

L
f

//

u

��

M
g

//

v

��

N // 0

L ′ f ′
// M ′ g ′

// N ′ // 0

un diagramme de morphismes de A-modules tel que les deux lignes sont exactes et f ′ ◦ u = v ◦ f .
Montrer qu’il existe un unique morphismew : N → N ′ tel que g ′ ◦ v = w ◦ g . Si v est surjective, montrer quew l’est
aussi.

Solution.

1. Un tel morphisme est nécessairement unique par injectivité de f ′. Soit alors ℓ ∈ L et considérons m ′
= v (f (ℓ)) ∈ M ′.

Montrons que m ′ ∈ Im(f ′) = Ker(g ′). Calculons alors g ′(m ′) = w (g (f (ℓ))). Mais f (ℓ) ∈ Im(f ) = Ker(g ′) si bien que
g (f (ℓ)) = 0 et g ′(m ′) = 0. On a donc bien que m ′ ∈ Im(f ′) et par conséquent, il existe un unique ℓ ′ ∈ L ′ tel que
m ′

= f ′(ℓ ′). On pose alors l’application bien définie u : L → L ′ par ℓ 7→ ℓ ′. On a clairement f ′ ◦ u = v ◦ f et il ne reste
alors plus qu’à établir que u est un morphisme pour conclure. Soient alors λ ∈ A, ℓ1, ℓ2 ∈ L. On a alors u(ℓ1) = ℓ ′

1
et

u(ℓ2) = ℓ ′2 avec
f ′(λℓ ′

1
+ ℓ ′

2
) = λf (ℓ ′

1
) + f (ℓ ′

2
) = λv (f (ℓ1)) + v (f (ℓ2)) = v ◦ f (λℓ1 + ℓ2).

Or, par ailleurs, on a v ◦ f (λℓ1 + ℓ2) = f ′(u(λℓ1 + ℓ2)). Par injectivité de f ′, il vient que

u(λℓ1 + ℓ2) = λℓ ′1 + ℓ ′2 = λu(ℓ1) + u(ℓ2)

ce qui termine la démonstration. Si maintenant v est injective, comme f l’est aussi, alors v ◦ f est injective. On en déduit
alors immédiatement que u est injective 17.

2. On procède de manière analogue. Commençons par établir l’unicité. Soitw : N → N ′ répondant à la question. Alors pour
tout n ∈ N , par surjectivité de g , il existe m ∈ M tel que n = g (m). Ainsi,w (n) = w (g (m)) = g ′(v (m)) est entièrement
déterminé. Par ailleurs, cela est indépendant du choix de m car si n = g (m) = g (m ′), alors m − m ′ ∈ Ker(g ) = Im(f ).
Ainsi, il existe ℓ ∈ L tel que m = m ′

+ f (ℓ) et g ′(v (m)) = g ′(v (m ′)) + g ′(v (f (ℓ))) = g ′(v (m ′)) + g ′(f ′(u(ℓ))).
Mais Im(f ′) = Ker(g ′) si bien que g ′(f ′(u(ℓ))) et g ′(v (m)) = g ′(v (m ′)). Reste donc à construirew . Soit n ∈ N . Par le
raisonnement précédent, on a l’existence d’un m ∈ M tel que n = g (m) et on peut définir w : N → N ′ par w (n) =
g ′(v (m)) où cette application est bien définie d’après ce qui précède. Reste alors à montrer qu’il s’agit d’un morphisme.

15. Noter qu’à nouveau, on n’a encore pas fait appel à l’hypothèse.
16. Noter que cela ne peut provenir que de cette surjectivité, puisque toutes les autres propriétés d’exactitude sont automatiques !
17. Si x est dans son noyau, alors u(x ) = 0 mais en prenant l’image par f ′, f ′(u(x )) = v (f (x )) = 0 donc x = 0.
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Soient alors λ ∈ A, n1, n2 ∈ N . On a alorsw (n1) = g ′(v (m1)) etw (n2) = g ′(v (m2)) avecmi un antécédent quelconque
de n i par g pour i ∈ {1, 2}. On a alors

λw (n1) +w (n2) = λg ′(v (m1)) + g ′(v (m2)) = g ′ ◦ v (λm1 +m2).

Or,λm1+m2 est un antécédent deλn1+n2 par g car g (λm1+m2) = λg (m1)+g (m2) = λn1+n2. Ainsi, g ′◦v (λm1+m2) =
w (λn1 + n2) et finalementw (λn1 + n2) = λw (n1) +w (n2), ce qui permet de conclure. Pour finir, il est clair que si v est
surjective, comme g ′ l’est, alorsw ◦ g = g ′ ◦ v est surjective, ce qui implique aisément quew est surjective.

Exercice 9 — Lemme des 5. Soit A un anneau, et soit

M1

f1
//

u1

��

M2

f2
//

u2

��

M3

f3
//

u3

��

M4

f4
//

u4

��

M5

u5

��

M ′
1

f ′
1

// M ′
2

f ′
2

// M ′
3

f ′
3

// M ′
4

f ′
4

// M ′
5

un diagramme de morphisme de A-modules tel que les deux lignes sont exactes et chaque carré est commutatif. Montrer les
énoncés suivants.

1. Si u2 et u4 sont surjectives et si u5 est injective, alors u3 est surjective.

2. Si u2 et u4 sont injectives et si u1 est surjective, alors u3 est injective.

3. Si u1 est surjective, u5 est injective et u2 et u4 sont des isomorphismes, alors u3 est un isomorphisme.

Solution.

1. Soit m ′
3
∈ M ′

3
. On a alors que f ′

3
(m ′

3
) ∈ M ′

4
et par surjectivité de u4, il existe m4 ∈ M4 tel que f ′3 (m ′

3
) = u4(m4). On

constate alors que f ′
4
(u4(m4)) = f ′

4
◦ f ′

3
(m ′

3
) = 0 car par exactitude f ′

4
◦ f ′

3
= 0. Mais, f ′

4
(u4(m4)) = u5 ◦ f4(m4) si

bien que par injectivité de u5, il vient que f4(m4) = 0. Par suite, m4 ∈ Ker(f4) = Im(f3) et il existe m3 ∈ M3 tel que
m4 = f3(m3). On obtient donc f ′3 (m ′

3
) = u4 ◦ f3(m3) = f ′

3
(u3(m3)) et m ′

3
− u3(m3) ∈ Ker(f ′

3
) = Im(f ′

2
). Il existe

ainsi m ′
2
∈ M ′

2
tel que m ′

3
= f ′

2
(m ′

2
) + u3(m3). Par surjectivité de u2, on obtient m2 ∈ M2 tel que m ′

2
= u2(m2) et

f ′
2
(m ′

2
) = f ′

2
(u2(m2)) = u3 ◦ f2(m2). Finalement, m ′

3
= u3(f2(m2) +m3) et u3 est bien surjective.

2. Considérons m3 ∈ Ker(u3). On a alors u3(m3) = 0. On a alors f ′
3
◦ u3(m3) = 0 mais f ′

3
◦ u3(m3) = u4 ◦ f3(m3) donc

f3(m3) ∈ Ker(u4) si bien que par injectivité de u4, on a m3 ∈ Ker(f3) = Im(f2). Il s’ensuit qu’il existe m2 ∈ M2 tel que
m3 = f2(m2). De u3(m3) = 0, on obtient u3 ◦ f2(m2) = 0. Mais, u3 ◦ f2(m2) = f ′2 ◦ u2(m2) et u2(m2) ∈ Ker(f ′2 ) = Im(f ′

1
).

On a donc m ′
1
∈ M ′

1
tel que u2(m2) = f ′

1
(m ′

1
). Par surjectivité de u1, il existe m1 ∈ M1 tel que m ′

1
= u1(m1) et

u2(m2) = f ′1 ◦ u1(m1) = u2 ◦ f1(m1). Par injectivité de u2, il vient m2 = f1(m1) et m3 = f2(f1(m1)) mais par exactitude
f2 ◦ f1 = 0 et donc m3 = 0 et u3 est bien injective.

3. Il suffit de combiner 1. et 2.

Exercice 10 — Lemme du serpent. Soit A un anneau, et soit

L
f

//

u

��

M
g

//

v

��

N

w

��

// 0

0 // L ′ f ′
// M ′ g ′

// N ′

un diagramme de morphismes de A-modules tel que les deux lignes sont exactes et v ◦ f = f ′ ◦ u etw ◦ g = g ′ ◦ v .
1. Montrer que la restriction de f à Ker(u) a son image contenue dans Ker(v ). Énoncer un résultat analogue pour g .
2. Montrer que l’application f ′ : L ′/Im(u) → M ′/Im(v ) définie 18 par x 7→ f ′(x ) est bien définie et énoncer un résultat

similaire pour g ′.

3. Définir un morphisme δ : Ker(w ) → L ′/Im(u).

18. On parle de conoyaux.

8



Université de Paris Saclay M1 MF 2021-2022

4. Montrer que la suite

Ker(u)
f|Ker(u)

// Ker(v )
g |Ker(v )

// Ker(w ) δ
// L ′/Im(u) f ′

// M ′/Im(v ) g ′
// N ′/Im(w )

est exacte.

Solution.
1. Soit ℓ ∈ Ker(u) et établissons que f (ℓ) ∈ Ker(v ). Pour ce faire, calculons v ◦ f (ℓ) = f ′(u(ℓ)) = f ′(0) = 0, ce qui permet
d’obtenir le résultat. De même, g (Ker(v )) ⊆ Ker(w ).

2. Si x = y , alors il existe ℓ ∈ L tel que x = y + u(ℓ). On a alors f ′(x ) = f ′(y ) + f ′ ◦ u(ℓ) = f ′(y ) + v ◦ f (ℓ) si
bien que f ′(x ) − f ′(y ) ∈ Im(v ) et f ′(x ) = f ′(y ) et f ′ est bien définie et clairement linéaire. De même, l’application
g ′ : M ′/Im(v ) → N ′/Im(w ) définie par x 7→ g ′(x ) est bien définie et linéaire.

3. On définit un morphisme δ : Ker(w ) → L ′/Im(u) de la façon suivante. Soit n ∈ Ker(w ). Comme g est surjective, il existe
m ∈ M tel que g (m) = n . On a alors quev (m) ∈ Ker(g ′) = Im(f ′). Il existe donc un unique ℓ ′ ∈ L ′ tel que f ′(ℓ ′) = v (m).
On pose alors δ(n) = ℓ ′ ∈ L ′/Im(u). Cela fournit une application bien définie et indépendante de l’antécédentm ∈ M . En
effet, si g (m) = g (m ′) pourm,m ′ ∈ M , alorsm −m ′ ∈ Ker(g ) = Im(f ) si bien qu’il existe ℓ ∈ L tel quem = m ′

+ f (ℓ).
On a alors v (m) = v (m ′)+v ◦ f (ℓ) = v (m ′)+ f ′(u(ℓ)). Il existe alors un unique (par injectivité de f ′) ℓ ′ ∈ L ′ et ℓ ′′ ∈ L ′

tels que v (m) = f ′(ℓ ′) et v (m ′) = f ′(ℓ ′′) de sorte que f ′(ℓ ′) = f ′(ℓ ′′ + u(ℓ)) et ℓ ′ − ℓ ′′ ∈ Im(u). Ainsi, on a bien
ℓ ′ = ℓ ′′ ∈ L ′/Im(u). Reste à justifier que l’on a bien construit un morphisme de A-modules. Pour ce faire, soient λ ∈ A
et n1, n2 ∈ Ker(w ). On a alors par construction que sim1,m2 ∈ M sont deux antécédents par g quelconques de n1 et n2
respectivement alors il existe un unique ℓ ′

1
∈ L ′ et ℓ ′

2
∈ L ′ tels que f ′(ℓ ′

i
) = v (mi ) et δ(n i ) = ℓ ′i pour i ∈ {1, 2}. On a

donc
λδ(n1) + δ(n2) = λℓ ′1 + ℓ ′2.

Mais λm1 + m2 est alors un antécédent de λn1 + n2 par g et il est alors clair que f ′(λℓ ′1 + ℓ ′2) = v (λm1 + m2). On en
déduit que δ(λn1 + n2) = λℓ ′1 + ℓ ′2 soit que δ(λn1 + n2) = λδ(n1) + δ(n2), ce qui conclut la démonstration.

4. Toutes ces flèches ont bien un sens d’après les questions précédentes. Montrons pour commencer que Im(f |Ker(u)) =

Ker(g |Ker(v )). Soit m ∈ Ker(g |Ker(v )). On a alors v (m) = g (m) = 0. En particulier, m ∈ Ker(g ) = Im(f ) si bien qu’il
existe ℓ ∈ L tel que m = f (ℓ). Calculons alors f ′ ◦ u(ℓ) = v (f (ℓ)) = v (m) = 0 si bien que par injectivité de f ′, u(ℓ) = 0

et u ∈ Ker(u). On a donc bien que m ∈ Im(f |Ker(u)). Réciproquement, si m ∈ Im(f |Ker(u)), alors il existe ℓ ∈ Ker(u) tel que
m = f (ℓ). On a alors vu en 1. que m = f (ℓ) ∈ Ker(v) et de plus, g (m) = g ◦ f (ℓ) = 0 car g ◦ f = 0 si bien que
m ∈ Ker(g |Ker(v )).
Établissons ensuite que Im(f ′) = Ker(g ′). Soit m ′ ∈ Ker(g ′). On a alors g ′(m ′) = 0 soit g ′(m ′) ∈ Im(w ). En parti-
culier, il existe n ∈ N tel que g ′(m ′) = w (n). Par surjectivité de g , il existe m ∈ M tel que n = g (m) et g ′(m ′) =

w (g (m)) = g ′(v (m)) si bien que m ′ − v (m) ∈ Ker(g ′) = Im(f ′) et il exite ℓ ′ ∈ L ′ tel que m ′
= v (m) + f ′(ℓ ′) soit

tel que m ′ = f ′(ℓ ′) et on ainsi que m ′ ∈ Im(f ′). Réciproquement, soit m ′ ∈ Im(f ′), alors il existe ℓ ′ ∈ L ′/Im(u) tel
que m ′ = f ′(ℓ ′), autrement dit m ′ − f ′(ℓ ′) ∈ Im(v ) et il existe m ∈ M tel que m ′

= f ′(ℓ ′) + v (m). On calcule alors
g ′(m ′) = g ′(f ′(ℓ ′)) + g ′(v (m)) = w (g (m)) car g ′ ◦ f ′ = 0. Finalement, g ′(m ′) = g ′(m ′) = 0 ∈ N ′/Im(w ) et on a bien
l’égalité souhaitée.
Passons alors à l’égalité Im(g |Ker(v )) = Ker(δ). Soit n ∈ Ker(δ). On a alorsw (n) = 0 et δ(n) = 0. On écrit n = g (m) pour
un antécédent m ∈ M quelconque et on considère l’unique ℓ ′ ∈ l ′ tel que v (m) = f ′(ℓ ′). On a alors ℓ ′ = 0 si bien que
v (m) = 0 et m ∈ Ker(v). Ainsi, puisque n = g (m), on a bien que n ∈ Im(g |Ker(v )). Réciproquement, soit n ∈ Im(g |Ker(v )) si
bien qu’il existem ∈ M vérifiant v (m) = 0 et tel que n = g (m). Par injectivité de f ′, le seul ℓ ′ ∈ L ′ tel que f ′(ℓ ′) = v (m)
est donc ℓ ′ = 0 si bien que par construction, δ(n) = 0 et n ∈ Ker(δ).
Enfin, pour terminer et conclure à l’exactitude, il reste à établir l’égalité Ker(f ′) = Im(δ). Soit ℓ ′ ∈ Ker(f ′), autrement dit il
existem ∈ M tel que f ′(ℓ ′) = v (m). On pose alors n = g (m) et par construction, on a δ(n) = ℓ ′ de sorte que ℓ ′ ∈ Im(δ).
Réciproquement, soit ℓ ′ ∈ Im(δ). Il existe donc n ∈ N tel que ℓ ′ = δ(n). Choisissons alors un antécédent m ∈ M par
g de n de sorte que g (m) = n . On sait qu’on a alors, pour l’unique ℓ ′′ ∈ L ′ tel que v (m) = f ′(ℓ ′′), on a δ(n) = ℓ ′′.
On a donc l’existence d’un ℓ ∈ L tel que ℓ ′ = ℓ ′′ + u(ℓ) si bien que f ′(ℓ ′) = f ′(ℓ ′′) + f ′(u(ℓ)) = f ′(ℓ ′′) + v (f (ℓ)) et
f ′(ℓ ′) = f ′(ℓ ′) = f ′(ℓ ′′) = 0 et ℓ ′ ∈ Ker(f ′).

Noter que les exercices 16, 17 et 18 sont importants en algèbre homologique ou cohomologique et valent plus généralement dans
ce que l’on appelle une catégorie abélienne. Le nom de lemme du serpent vient de la représentation ci-dessous de la suite exacte
de la question 4. :

9
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Ker(u) Ker(v ) Ker(w )

L M N 0

0 L ′ M ′ N ′

Coker(u) Coker(v ) Coker(w )

g

u v w

f ′

δ

Exercice 11. On considèreM l’ensemble des triplets (x , y , z ) ∈ Z3 tels que x + y + z ≡ 0 (mod 2).
1. Montrer queM est un sous-Z-module libre de type fini de rang 3 de Z3.
2. Donner une Z-base deM .
3. Montrer que Z3/M n’a que deux sous-modules, {0} et lui-même. On parle de module simple.
4. Soient A un anneau principal, L un A-module libre de rang fini et M un sous-A-module de L. Montrer queM admet un

supplémentaire dans L si, et seulement si, L/M est sans torsion. Le module M de la question précédente admet-il un
supplémentaire dans Z3 ?

Solution.
1. On vérifie immédiatement qu’il s’agit d’un sous-Z-module de Z3 qui est donc de type fini (car Z est noethérien). Pourmontrer
queM est libre, d’après le cours comme Z est principal, il suffit de montrer qu’il est sans torsion. Or, c’est clair carM est un
sous-module de Z3 qui est sans torsion. Par ailleurs, en tant que sous-module libre de Z3, on a immédiatement 19 queM est
de rang 6 3. Pour conclure, il suffit d’exhiber trois vecteurs Z-libres 20 deM . On peut par exemple prendre (2, 0, 0), (0, 2, 0)
et (0, 0, 2).

2. Attention au fait qu’ici, une famille libre de trois vecteurs n’est pas forcément une Z-base deM (voir exercice 2) ! Montrons
alors que e1 = (1,−1, 0), e2 = (1, 0,−1) et e3 = (2, 0, 0) est une base deM . On montre aisément que la famille est Z-libre
(elle l’est sur Q donc a fortiori sur Z). Reste à établir le caractère générateur. Soit u = (x , y , z ) ∈ M , on a alors

u = −ye1 − zu2 +
x + y + z

2
e3

qui est bien à coefficients entiers par définition deM .
3. Considérons l’applicationϕ : Z3 → Z/2Z définie par (x , y , z ) 7→ x + y + z . Cette application est Z-linéaire et surjective

(par exemple ϕ(1, 0, 0) = 1) et de noyau M si bien que par théorème de factorisation, Z3/M � Z/2Z, ce qui fournit
immédiatement le résultat.

4. Supposons pour commencer queM ait un supplémentaire N dans L. On a alors L/M � N et N ⊆ L. Comme L est sans
torsion, il en est de même pour N et donc de L/M .
Réciproquement, supposons que L/M est sans torsion. Le théorème de structure fournit que L/M est libre de rang,
disons r , engendré par (e1, . . . , er ) avec e i ∈ L et où e i représente la classe de e i dans le quotient L/M pour tout
i ∈ {1, . . . , r }. Notons alors N le sous-A-module engendré par les e i et montrons qu’il s’agit d’un supplémentaire deM .

Soit x =

r∑
i=1

xi e i ∈ M ∩ N (car x ∈ N ) avec x1, . . . , xr ∈ A. Alors, puisque x ∈ M , on a

x =

r∑
i=1

xi e i = 0

19. Ou plus simplement, le cours fournit, Z étant principal, que tout sous-module d’un Z-module libre de type fini est lui-même libre de type fini.
20. Cela fournit une application Z-linéaire de Z3 dansM injective si bien que le rang deM est supérieur à 3.

10
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et par conséquent x1 = · · · = xr = 0 car (e1, . . . , er ) est une base de L/M . Ainsi M ∩ N = {0}. Soit alors x ∈ L, on a
alors l’existence de x1, . . . , xr ∈ A tels que

x =

r∑
i=1

xi e i si bien que x −
r∑
i=1

xi e i ∈ M .

On a donc bien x = N +M , ce qui conclut la démonstration, N est un supplémentaire deM dans L.
D’après 3., on en déduit queM n’admet pas de supplémentaire dans Z3.

Exercice 12.
Soit A un anneau commutatif. Soit B une A-algèbre. Un élément b ∈ B est dit entier sur A s’il existe P ∈ A[X ] unitaire tel que
P (b) = 0.

1. Montrer que si b ∈ B est entier sur A, alors le A-module A[b] est de type fini.
Soit maintenant b ∈ B , on suppose qu’il existe un A[b]-module D qui est fidèle 21 (i.e. tel que pour tout α ∈ A[b] non nul, il
existe x ∈ D tel que α ·x , 0) et de type fini en tant queA-module. On choisit une famille génératrice (d1, . . . , dn) duA-module
D et on écrit pour tout i ∈ {1, . . . , n} :

b · di =
n∑
j=1

ai j d j

avec ai j ∈ A.
2. Soit d ∈ A[b] le déterminant de la matrice 22 (δi jb−ai j )16i ,j ,6n , où δi j est le symbole de Kronecker. Montrer que d ·di = 0

pour tout i ∈ {1, . . . , n}.
3. En déduire que d = 0, puis que b est entier sur A.

4. Montrer la réciproque de 1. : si b ∈ B est tel que le A-module A[b] est de type fini, alors b est entier sur A. Montrer
que cette condition est aussi équivalente à l’existence d’une sous-algèbre de B contenant b et de type fini en tant que
A-module.

5. Montrer que si b1, . . . , bn ∈ B sont entiers sur A, alors le A-module A[b1, . . . , bn ] est de type fini.
6. On suppose que B est un A-module de type fini. Montrer alors que tout élément de B est entier sur A (on dit alors que B

est entier sur A).

7. Montrer que si C est une A-algèbre et B est entier sur A, alors B ⊗A C est entier sur C . La A[X ]-algèbre B[X ] est-elle
alors entière sur A[X ]?

Solution.

1. L’hypothèse dit qu’il existe a0, . . . , an−1 dans A tels que

bn + an−1b
n−1

+ · · · + a1b + a0 = 0.

Soit A′ le sous A-module de A[b] engendré par 1, b, . . . , bn−1. L’égalité ci-dessus donne que bn ∈ A′. En multipliant par
b i , on obtient, pour tout i ∈ N×,

bn+i + an−1b
n−1+i

+ · · · + a1b i+1 + a0b i = 0,

d’où il résulte immédiatement par récurrence sur i que bn+i ∈ A′ pour tout i ∈ N. On en déduit que A′
= A[b], et donc

A[b] est un A-module de type fini, engendré par 1, b, . . . , bn−1 .

21. Autrement dit
A[b] −→ End(M )
a 7−→ [m 7→ a ·m]

est injective et vous pouvez voir le lien avec une action de groupe fidèle qui correspond à un morphisme

G −→ S(X )
g 7−→ [x 7→ g · x ]

injectif.
22. À coefficients dans A[b].
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2. Soit Q la matrice (δi j b − ai j )16i ,j ,6n et X le vecteur colonne (d1, . . . , dn). On a Q · X = 0, donc d’après l’identité de la
comatrice

dX = (Q̃Q )X = 0.

Ainsi ddi = 0 pour tout i .

3. Comme leA-module D est engendré par (d1, . . . . , dn), il résulte de 2. que dx = 0 pour tout x ∈ D . D’autre part, leA[b]-
module D est fidèle, d’où finalement d = 0. En écrivant l’expression explicite du déterminant, cela fournit un polynôme
unitaire P ∈ A[X ] tel que P (b) = 0.

4. Supposons le A-module A[b] de type fini. Comme A[b] est en particulier un A[b]-module fidèle (vu que si α ∈ A[b] est
non nul, alors α ·1 = α , 0), 3. implique que b est entier 23 surA. Dans ce cas,A[b] est une sous-algèbre de B contenant b
et de type fini comme A-module ; réciproquement, si une telle sous-algèbre existe, elle est aussi un A[b]-module fidèle 24,
donc par 3. on a encore que b est entier sur A.

5. On procède par récurrence sur n , le cas n = 1 résultant de 1. Comme bn est entier surA, il l’est a fortiori surA[b1, . . . , bn−1],
et donc A[b1, . . . , bn−1, bn ] est un A[b1, . . . , bn−1]-module de type fini, tandis que A[b1, . . . , bn−1] est un A-module de
type fini par hypothèse de récurrence. On en déduit finalement que A[b1, . . . , bn−1, bn ] est un A-module de type fini.

6. Soit b ∈ B , alors B est une sous-algèbre de B contenant b et de type fini comme A-module ; on applique alors 4.

7. Tout élément x de B ⊗A C s’écrit comme une somme finie

x =

n∑
i=1

(bi ⊗ ci )

avec bi ∈ B et ci ∈ C . Il suffit alors d’après 4. de montrer que le C -module A[b1, . . . , bn ] ⊗A C est de type fini, puisque
c’est une sous C -algèbre de B ⊗A C qui contient x . Or 5. donne que A[b1, . . . , bn ] est un A-module de type fini, d’où le
résultat 25. Ceci vaut en particulier pour C = A[X ], donc B[X ] = B ⊗A A[X ] est entière sur A[X ].

Exercice 13.
SoientA un anneau commutatif etB uneA-algèbre. On noteA1 l’ensemble des éléments deB qui sont entiers surA. Cet exercice
fait appel aux résultats de l’exercice précédent.

1. Montrer que A1 est un sous-anneau de B qui contient l’image de A dans B . On dit que A1 est la fermeture intégrale de A
dans B .

2. Soit C une B-algèbre. Montrer que si c est entier sur B et B est entier sur A, alors c est entier sur A.

3. Avec les notations de 1., montrer que la fermeture intégrale de A1 dans B est A1.

4. On suppose A intègre, de corps des fractions K . On dit que A est intégralement clos si la fermeture intégrale de A dans
K est A. Montrer que si A est factoriel, alors A est intégralement clos, mais que l’anneau Z[i

√
3] n’est pas intégralement

clos.

23. Dans ce cas, on pouvait raisonner différemment. Supposons que P1, . . . , Pr engendrent A[b] comme A-module. Alors par définition, les Pi sont des
polynômes en b à coefficients dansA. Notons d lemaximumde leurs degré, on a alors que bd+1 ∈ A[b] est combinaison linéaire des P1, . . . , Pr à coefficients
dans A, ce qui fournit un polynôme annulateur unitaire de degré d + 1. Mais cette méthode tombe en défaut lorsqu’on veut généraliser à un sous-module
qui contient b puisque les générateurs ne sont plus des polynômes en b à coefficients dans A.
24. En effet, je rappelle qu’une A-algèbreC ne contient pas nécessairementA comme sous-anneau mais que par définition, on a un morphisme d’anneaux

ϕ : A→ C et que tout élément non nul de A[b] ⊆ C est de la forme

an · bn + · · · + a0 · 1C = ϕ(an )bn + · · ·ϕ(a0)

et que pour la fidélité, il suffit de prendre 1C = ϕ(1A) et on a alors pour tout α , 0 de A[b] que α · 1C = α , 0.
25. Que vous pouvez soit voir à lamain en prenant des générateursd1, . . . , dr deA[b1, . . . , bn ] et montrer qu’alors les d1⊗1, . . . , dr ⊗1 sont générateurs

soit raisonner en disant qu’être de type fini revient à se donner un morphisme surjectif π : Ar → A[b1, . . . , bn ] et puisque prendre le produit tensoriel
conserve la surjectivité, cela fournit un morphismeA-linéaire tel que π ⊗1 : Ar ⊗AC → A[b1, . . . , bn ]⊗AC . Ce morphisme est alors clairementC -linéaire
car pour c ∈ C ,

π ⊗ 1
(
c
(
(a1, . . . , ar ) ⊗ c ′

) )
= π ⊗ 1

(
(a1, . . . , ar ) ⊗ (cc ′)

)
= π(a1, . . . , ar ) ⊗ (cc ′) = c

(
π(a1, . . . , ar ) ⊗ c ′

)
= c(π ⊗ 1)

(
(a1, . . . , ar ) ⊗ c ′

)
.

Autrement dit on a un morphisme C -linéaire surjectifC r → A[b1, . . . , bn ] ⊗A C car Ar ⊗A C � C r et A[b1, . . . , bn ] ⊗A C est un C -module de type fini.
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SoitA un anneau intègre de corps des fractionsK . Soit L une extension deK (i.e. un corps qui contientK ). Soit x ∈ L un élément
entier sur A, on note P ∈ K [X ] le polynôme minimal de x sur K , c’est-à-dire le polynôme unitaire non nul de degré minimal de
K [X ] qui annule x .

5. Montrer qu’il existe un polynôme unitaire Q ∈ Z[X ] tel que Q (x ) = 0 et P divise Q dans K [X ].
6. Soient a1, . . . , ar les racines de P (dans un corps de décompositionM de P sur K ). Montrer que les ai sont entiers sur A

pour tout i ∈ {1, . . . , r }.
7. En déduire que si A est intégralement clos, alors P ∈ A[X ].
8. On prend A = Z, K = Q, L = Q(i

√
5). Montrer que si y ∈ L est entier sur Z, il est racine d’un polynôme unitaire de Z[X ]

de degré 1 ou 2.

9. Montrer que Z(i
√
5) est la fermeture intégrale de Z dans Q(i

√
5). En particulier, Z(i

√
5) est intégralement clos (mais pas

factoriel).

Solution.

1. Il est immédiat que A1 contient l’image de A dans B , vu que tout élément a de A est annulé par le polynôme unitaire
(X − a) ∈ A[X ]. On a clairement aussi 0 ∈ A1 et 1 ∈ A1. Soient alors x , y ∈ A1. D’après le 5. de l’exercice précédent, on
sait que A[x , y ] est un A-module de type fini. Comme c’est une sous-algèbre de B qui contient x − y et x y , on en déduit
que x − y et x y sont entiers sur A d’après le 4. de l’exercice précédent. Finalement, A1 est bien un sous-anneau de B .

2. Soit c ∈ C , il est entier sur B , d’où un polynôme unitaire

P = X n
+ bn−1X

n−1
+ · · · + b0

qui annule c avec b0, . . . , bn−1 ∈ B . Plus précisément, cela dit que c est entier sur A[b0, · · · , bn−1], lequel est un A-
module de type fini d’après le 5.de l’exercice précédent. Comme le 4. de l’exercice précédent dit alors queA[b0, . . . , bn−1, c]
est un A[b0, . . . , bn−1]-module de type fini, on obtient finalement que A[b0, . . . , bn−1, c] est un A-module de type fini,
et comme c’est une sous A-algèbre de C qui contient c, on obtient (toujours d’après le 4. de l’exercice précédent) que c
est entier sur A. On a donc bien montré que C est entier sur A.

3. D’après 2., tout élément de B qui est entier sur A1 est déjà entier sur A, donc est dans A1.

4. Supposons A factoriel. Soit x =
p

q
un élément de K qui est entier sur A. On peut supposer que p et q sont premiers entre

eux. Par définition on a alors des éléments an−1, . . . , a0 de A tels que

pn

qn
+ an−1

pn−1

qn−1
+ · · · + a0 = 0.

En multipliant par qn , on obtient alors que q divise pn , ce qui n’est possible que si q est inversible, puisque p et q sont
premiers entre eux et A est factoriel. Ainsi, x ∈ A.

5. L’anneau Z[i
√
3] n’est pas intégralement clos car l’élément −1+i

√
3

2
de son corps des fractions annule le polynômeX 2

+X+1.

6. Comme x est entier, il est annulé par un polynôme unitaire Q ∈ A[X ]. Par définition du polynôme minimal (qui engendre
l’idéal de K [X ] constitué des polynômes qui annulent x ), le polynôme P divise Q dans K [X ].

7. Comme P divise Q , les ai annulent Q , qui est unitaire dans A[X ]. Ces ai sont donc entiers sur A.
8. Comme les coefficients de P sont des polynômes à coefficients entiers (les polynômes symétriques élémentaires) en les
ai , ils sont aussi entiers sur A. En particulier, ils sont dans A si A est intégralement clos.

9. On observe que tout y ∈ L est racine d’un polynôme de degré 1 ou 2 de Q[X ]. D’après 7., son polynôme minimal est à
coefficients dans Z.

10. On a déjà que i
√
5 et entier sur Z, car il annule X 2

+ 5. Ainsi la fermeture intégrale B de Z dans Q(i
√
5) contient Z(i

√
5).

Réciproquement, si y ∈ B , alors d’après 4. il annule un polynôme unitaire P de degré 1 ou 2 à coefficients dans Z, qui est
son polynôme minimal. Le cas de degré 1 est trivial. Dans le cas où P est de degré 2 et y = α + i β

√
5 (avec α , β dans

Q), ce polynôme minimal est (X − α)2 + 5β 2. Alors, d’après 3., on a −2α ∈ Z et α2
+ 5β 2 ∈ Z. Si α ∈ Z, alors 5β 2 ∈ Z

ce qui implique β ∈ Z (écrire β =
u
v
avec u et v entiers premiers entre eux). Si α = w/2 avec w entier impair, alors

13
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w 2/4 + 5u2/v 2 est entier, ce qui implique 26 v = 2 (regarder les valuations 2-adiques et 5-adiques) etw 2
+ 5u2 divisible

par 4. Mais c’est impossible avecw impair en regardant modulo 4. Finalement, on a bien α et β dans Z, d’où y ∈ Z(i
√
5).

Exercice 14.
Soit A un anneau commutatif. Soit I un ensemble ordonné filtrant (c’est-à-dire que si (i , j ) sont dans I , il existe k ∈ I tel que
k > i et k > j ). Soit (Mi )i ∈I une famille de A-modules. On suppose donné pour tout j > i un morphisme de A-modules
fi j : Mi → M j avec fi i = Id et fj k ◦ fi j = fi k pour tous i , j , k de I vérifiant i 6 j 6 k .
On considère l’ensemble E des couples (i , xi ) avec i ∈ I et xi ∈ Mi (E est l’union disjointe desMi ).

1. On définit une relation ∼ sur E par (i , xi ) ∼ (j , x j ) s’il existe k ∈ I vérifiant : k > i , k > j , et fi k (xi ) = fj k (x j ). Montrer
que c’est une relation d’équivalence.

On appelle limite inductive des Mi l’ensemble quotient M de E par cette relation et ϕi l’application de Mi dans M qui
envoie xi sur la classe de (i , xi ).

2. Montrer qu’il existe une unique structure de A-module sur M telle que les applications ϕi soient des morphismes de
A-modules. On note

M = lim−→
i ∈I
Mi .

3. Montrer que le A-module
⊕

i ∈I Mi est isomorphe à une limite inductive des
⊕

i ∈J Mi , où J est une partie finie de I .

4. Montrer que si N est un A-module, alors pour toute famille de morphismes ui : Mi → N vérifiant u j ◦ fi j = ui si i > j , il
existe un unique morphisme u : M := lim−→i ∈I

Mi → N tel que ui = u ◦ϕi .
5. Montrer que

N ⊗A lim−→
i ∈I
Mi ≃ lim−→

i ∈I
(N ⊗A Mi ).

Solution.
L’exemple prototypique de limite inductive qu’il faut avoir en tête concerne la relation d’ordre donnée par l’inclusion auquel cas
il faut penser à la limite inductive comme à une réunion et aux applications fi j comme à une inclusion de Mi dans M j comme
on le verra par exemple dans l’exercice suivant. Il existe une notion duale (à laquelle il faut penser comme un produit), appelée
limite projective.

1. La relation est réflexive via le fait que fi i = Id. Elle est clairement symétrique. Si enfin (i , xi ) ∼ (j , x j ) et (j , x j ) ∼ (k , xk ),
alors il existe ℓ,m ∈ I avec : l > i , ℓ > j ,m > j ,m > k et

fi ℓ (xi ) = fj ℓ (x j ) et fj m(x j ) = fkm(xk ).

On choisit alors n ∈ I supérieur ou égal à ℓ etm . Alors

fi n(xi ) = fℓn (fi ℓ(xi )) = fℓn (fj ℓ (x j )) = fj n(x j ) = fmn (fj m(x j )) = fmn(fkm(xk )) = fk n(xk ),

ce qui montre que (i , xi ) ∼ (k , xk ). La relation est donc bien transitive.
2. Soient x , y ∈ M et α ∈ A. Choisissons k ∈ I tels que x et y s’écrivent x = ϕk (xk ), y = ϕk (yk ) avec xk , yk ∈ Mk (ce

qui est possible 27 en prenant k assez grand). On doit 28 alors poser

α · x := ϕk (α · xk ) et (x + y ) := ϕk (xk + yk ).

Vérifions que ceci est bien indépendant du choix de k . Si on prend un autre ℓ ∈ I avec x = ϕℓ (xℓ ) et y = ϕℓ (yℓ ), alors
on peut choisir m supérieur ou égal à k et ℓ tel que fkm(xk ) = fℓm(xℓ ) et fkm(yk ) = fℓm(yℓ ) (ici on traduit simplement

26. Ce qui implique que (vw )2 + 20u2 = 4kv 2 pour k entier. On en déduit que (puisquew est impair) v 2 ≡ 0 (mod 4) soit 2 | v . On écrit alors v = 2v ′ et
on a (v ′w )2 +5u2 = k (v ′)2. Si l’on suppose que 5 | v ′, alors modulo 5 on obtient (v ′)2 ≡ 0 (mod 25) soit 25 | 5u2 . Autrement dit, 5 | u , ce qui est absurde
puisqu’on a supposé u et v premiers entre eux. On a donc une contradiction et 5 ∤ v ′. Or, v ′ | −(v ′w )2 + k (v ′)2 = 5u2 et par conséquent v ′ | u , ce qui est
absurde dès que v ′ > 1 !
27. En effet, par définition, x est la classe d’un (i , xi ), autrement dit x = ϕi (xi ) et de même y = ϕj (yj ). Maintenant, il existe k > i , j et on a alors

clairement (y penser toujours en termes d’inclusion) que (i , xi ) ∼ (k , fi k (xi )) (car fi k (xi ) = fk k (fi k (xi ))) si bien que x = ϕk (xk ) avec xk = fi k (xi ) ∈ Mk

et de même (j , yj ) ∼ (k , fj k (yj )) et y = ϕk (yk ) avec yk = fj k (yj ) ∈ Mk .
28. On n’a pas le choix pour rendre lesϕk linéaires.
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que l’égalité 29 ϕℓ (xℓ ) = ϕk (xk ) revient à dire que (k , xk ) ∼ (ℓ, xℓ ) et de même pour (k , yk ) ∼ (ℓ, yℓ )). Alors α · xk (resp.
(xk + yk )) a même image α · fkm(xk ) (resp. fkm(xk ) + fkm(yk )) dansMm via 30 fkm que α · xℓ (resp. (xℓ + yℓ )) via 31 fℓm .
Ainsi 32 ϕk (α · xk ) = ϕℓ (α · xℓ ) et ϕk (xk + yk ) = ϕℓ (xℓ + yℓ ) dans la limite inductiveM .
Il est alors immédiat qu’on a bien défini une structure de A-module sur M telle que les ϕi soient des morphismes de
A-modules.

3. On prend comme ensemble ordonné filtrant l’ensemble des parties J ⊆ I finies muni de l’inclusion 33. Soient J et J ′ deux
parties finies de I avec J ⊂ J ′. On définit un morphisme

fJ J ′ :
⊕
i ∈J

Mi →
⊕
i ∈J ′

Mi

en envoyant (xi )i ∈J sur ((xi ), 0, . . . , 0) et on vérifie que si J ⊆ J ′ ⊆ J ′′ ⊆ I , alors fJ J ′′ = fJ ′J ′′ ◦ fJ J ′ . On voit alors
facilement que

⊕
i ∈I Mi est la limite inductive des

⊕
i ∈J Mi pour J fini, relativement à ces morphismes fJ J ′ . En effet, on

sait que la limite inductive lim−→
⊕

i ∈J Mi existe et l’application de la réunion disjointe vers la somme directe donnée par
(J , (x j )j ∈J ) 7→

(
(x j )j ∈J , 0

)
pour J ⊆ I fini et (x j )j ∈J ∈

⊕
i ∈J Mi passe au quotient 34 pour donner une application de la

limite inductive vers
⊕

i ∈I Mi qui est clairement linéaire et injective. Pour voir qu’elle est surjective, il suffit de voir qu’un
élément de

⊕
i ∈I Mi est de la forme

(
(x j )j ∈J , 0

)
avec J fini et provient donc de la classe de (J , (x j )j ∈J ), ce qui permet

d’établir le résultat.

4. On doit nécessairement définir u en envoyant tout x = ϕi (xi ) sur ui (xi ). Si maintenant x = ϕi (xi ) = ϕj (x j ), on peut
trouver k au moins égal à i et j avec fi k (xi ) = fj k (x j ). Alors

ui (xi ) = uk (fi k (xi )) = uk (fj k (x j )) = u j (x j ),

ce qui montre que u est bien défini. C’est clairement un morphisme de A-modules car si α ∈ A, x , y ∈ lim−→i ∈I
Mi , on peut

trouver k > i , j tels que x = ϕk (xk ) et y = ϕk (yk ) pour x , k , yk ∈ Mk . On a alors par linéarité de uk

u(αx + y ) = u(ϕk (αxk + yk )) = uk (αxk + yk ) = αuk (xk ) + uk (yk ) = αu(x ) + u(y ).

On vérifie que cela ne dépend pas du choix de k grâce à la relation u j ◦ fi j = ui .

Remarque : Noter qu’il s’agit là de la propriété universelle de la limite inductive et qu’un module vérifiant cette propriété
universelle est unique à isomorphisme près. En effet, si on se donne un secondmodule qui convientM muni demorphismes
ϕ̃i : Mi → M , alors on obtient en appliquant la propriété universelle de M avec N = lim−→i ∈I

Mi et ui = ϕi un unique
morphisme u : M → lim−→i ∈I

Mi tel queϕi = u ◦ ϕ̃i . À l’inverse, en appliquant la propriété universelle de lim−→i ∈I
Mi avec

N = M et ui = ϕ̃i fournit un morphisme u ′ = lim−→i ∈I
Mi → M tel que ϕ̃i = u ′ ◦ ϕi . On a alors en composant par u

que ϕi = (u ◦ u ′) ◦ ϕi . Mais alors l’unicité dans la propriété universelle de lim−→i ∈I
Mi avec N = lim−→i ∈I

Mi et ui = ϕi

(dont l’identité est clairement solution) fournit que u ◦ u ′ = Idlim−→i∈I
Mi
. De même, on obtient que u ′ ◦ u = IdM et u ou u ′

fournissent des isomorphismes réciproques l’un de l’autre entreM et lim−→i ∈I
Mi .

5. La preuve est exactement analogue au cas particulier d’une somme directe, vu en cours. On commence par vérifier que les
morphismes Id ⊗ fi j : N ⊗A Mi → N ⊗A M j lorsque j > i fournissent un système inductif pour lequel on peut parler de
lim−→i ∈I

(N ⊗AMi ). On a alors de même des morphismes ϕ̃i : N ⊗AMi → lim−→i ∈I
(N ⊗AMi ). On a ensuite que le morphisme

Φ suivant est bilinéaire (par linéarité de ϕ̃i et bilinéarité du produit tensoriel)

N × lim−→i ∈I
Mi −→ lim−→i ∈I

(N ⊗A Mi )
(n,ϕi (xi )) 7−→ ϕ̃i (n ⊗ xi )

29. Noter qu’on obtient en fait r > k , ℓ tel que fk r (xk ) = fℓr (xℓ ) et s > k , ℓ tel que fk s (yk ) = fℓs (yℓ ) puis on choisit m > r , s et on a frm (fk r (xk )) =
fkm (xk ) et frm(fℓr (xℓ )) = fℓm (xℓ ) de sorte que fkm (xk ) = fℓm (xℓ ) et de même fkm (yk ) = fℓm(yℓ ).
30. Qui est, elle, A-linéaire.
31. Idem.
32. En effet, on a fkm (α ·xk ) = fℓm(α ·xℓ ) et on prend l’image parϕm et on utilise le fait queϕj ◦fi j = ϕi ce qui traduit le fait simple que (i , xi ) ∼ (j , fi j (xi )).
33. L’ensemble est alors filtrant car si J , J ′ ⊆ I sont deux parties finies, J ∪ J ′ est une partie finie qui majore J et J ′.
34. On aurait pu utiliser également la question suivante avec les inclusions.
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et on vérifie immédiatement que c’est indépendant du choix de i car si ϕi (xi ) = ϕj (x j ), alors il existe k > i , j tel que
fi k (xi ) = fj k (x j ) et donc Id⊗fi k (n⊗xi ) = n⊗fi k (xi ) = n⊗fj k (x j ) = Id⊗fj k (n⊗x j ) de sorte que ϕ̃i (n⊗xi ) = ϕ̃j (n⊗x j ).
Noter que si l’on noteΦi : N ×Mi → N ⊗AMi l’application bilinéaire canonique, alors on aΦ(n,ϕi (xi )) = ϕ̃i (Φi (n, xi )).

Par ailleurs, toute application bilinéaire f : N × lim−→i ∈I
Mi → P pour P un A-module induit une application bilinéaire

fi : N × Mi → P (via ϕi , soit fi = f ◦ (Id × ϕi ), dont on vérifie qu’elles satisfont à la condition de la question 4.) qui
se factorise par propriété universelle de N ⊗A Mi par une unique application linéaire ui : N ⊗A Mi → P (en particulier
ui ◦Φi = fi ) et la question 4. fournit un unique morphisme f̃ : lim−→i ∈I

(N ⊗AMi ) → P tel que ui = f̃ ◦ϕ̃i et en composant
à droite par Φi , il vient fi = f̃ ◦ (ϕ̃i ◦ Φi ). On en déduit que f = f̃ ◦ Φ car 35

f (n,ϕi (xi )) = fi (n, xi ) = f̃ (ϕ̃i (Φi (n, xi ))) = f̃ (Φ(n,ϕi (xi ))) = f̃ ◦ Φ(n,ϕi (xi )).

Un tel morphisme est nécessairement unique car ses valeurs sont déterminés sur les ϕ̃i (n ⊗ xi ). Cela démontre que
lim−→i ∈I

(N ⊗A Mi ) satisfait la propriété universelle de N ⊗A lim−→i ∈I
Mi et ce qui permet de conclure !

On pouvait raisonner 36 directement en utilisant que par propriété universelle, l’application bilinéaire Φ fournit un mor-
phisme

N ⊗ lim−→i ∈I
Mi −→ lim−→i ∈I

(N ⊗A Mi )
n ⊗ ϕi (xi ) 7−→ ϕ̃i (n ⊗ xi ).

La question 4. appliquée à N × lim−→i ∈I
Mi et aux morphismes Id ⊗ϕi : N ⊗A Mi → N × lim−→i ∈I

Mi fournit un morphisme

lim−→i ∈I
(N ⊗A Mi ) −→ N ⊗ lim−→i ∈I

Mi

ϕ̃i (n ⊗ xi ) 7−→ Id ⊗ ϕi (n ⊗ xi ) = n ⊗ ϕi (xi )

qui est clairement l’inverse du morphisme précédent.

Remarque : Noter que le 0 du module lim−→i ∈I
Mi est la classe d’équivalence de (i , 0) pour tout i ∈ I , soit ϕi (0). On obtient alors

qu’un élément ϕi (xi ) est nul dans la limite projective lim−→i ∈I
Mi si, et seulement si, (i , xi ) est équivalent à (i , 0) soit s’il existe

j > i tel que fi j (xi ) = fi j (0) = 0. Autrement dit, xi ∈ Mi devient nul, une fois poussé dans un M j assez grand. Noter qu’en
général, cela n’implique pas que xi = 0 dansMi sauf si les fi j sont injectives.

Exercice 15.
Soient A un anneau principal et B un A-module sans torsion (i.e. l’égalité αx = 0 avec α ∈ A et x ∈ B implique α = 0 ou
x = 0). Soient u : M → N un morphisme injectif de A-modules et uB : M ⊗A B → N ⊗A B le morphisme induit. Cet exercice
utilise l’exercice 14.

1. Montrer que si B est un A-module de type fini, alors uB est injectif.

2. On ne suppose plus que B est de type fini. Montrer que B est isomorphe à la limite inductive d’une famille de A-modules
de type fini.

3. En déduire que le résultat de 1. vaut encore sans l’hypothèse que B est de type

4. Montrer par contre que si B est de type fini mais n’est plus supposé sans torsion, le résultat de 1. tombe en défaut.

Solution.

1. On a vu que dans ce cas B est isomorphe à Ar avec r ∈ N. Alors uB s’identifie au morphisme M r → N r induit par u ,
lequel est clairement injectif. En effet, on sait que cela implique que B est libre et qu’il existe donc une base (e1, . . . , er ).
On a alors B =

⊕r
i=1 Ae i . On a alors

M ⊗A B �
r⊕
i=1

M ⊗A Ae i .

Or, l’application bilinéaireM ×Ae i → M donnée par (m, ae i ) 7→ a ·m donne lieu à un morphisme f : M ⊗A Ae i → M

surjectif car f (m ⊗ e i ) = m et injectif car tout élément deM ⊗A Ae i est de la forme 37 m ⊗ e i pour un certainm ∈ M et

35. Et on vérifie que cela ne dépend pas du choix du représentant.
36. Ce qui revient globalement au même!
37. Et donc en fait de la forme m ⊗ ei par A-linéarité et cette écriture est unique. En effet, si m ⊗ e1 = m ′ ⊗ e1 avec m , m ′, alors on aboutit à une

contradiction puisque l’application bilinéaireM × Ae1 → M qui envoie (m, ae1) sur am ne s’annule pas en (m −m ′
, e1).
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il est clair que si f (m ⊗ e i ) = 0 alorsm = 0 etm ⊗ e i = 0. On vérifie que l’inverse est donné parm 7→ m ⊗ e i . On a donc
que uB s’identifie à l’applicationM r → N r par

(m1, . . . ,mr ) 7−→
r∑
i=1

mi ⊗ e i 7−→
r∑
i=1

u(mi ) ⊗ e i 7−→ (u(m1), . . . ,u(mr ))

où la première application correspond à l’isomorphismeM r →
⊕r

i=1M ⊗AAe i = M ⊗AB , la seconde àuB et la dernière
à l’isomorphisme N ⊗A B �

⊕r
i=1 N ⊗A Ae i � N r .

2. On ordonne par inclusion les sous-modules de type fini de B , et pour deux tels modulesC ,D avecC ⊂ D , on prend pour
fCD l’inclusion (qui est un morphisme de A-modules). Il est alors immédiat que B s’identifie à la limite inductive de tous
ses sous-modules de type fini en raisonnant comme dans le cas de la somme directe dans l’exercice précédent, vu que tout
x ∈ B est dans un tel sous-module, par exemple celui engendré par x .
Noter qu’on est, en quelque sorte, passé à la limite à partir des modules de type fini.

3. On écrit B = lim−→Bi , où chaque Bi est de type fini. Alors, en utilisant le 5. de l’exercice précédent, on voit que uB s’identifie
au morphisme

lim−→(M ⊗A Bi ) → lim−→(N ⊗A Bi )

induit par u . Ce morphisme est donné et bien défini par

Id ⊗ ϕi (m ⊗ bi ) 7→ (Id ⊗ ϕi )(u(m) ⊗ bi )

Soit x un élément de keruB . Il est représenté par un xi ∈ M ⊗ABi (autrement dit x = Id⊗ϕi (xi )), alors (Id⊗ϕi )(u(m)⊗bi )
est nul dans la limite inductive, ce qui d’après la remarque en fin d’exercice précédent implique que son image dansN ⊗AB j
est nulle pour un certain j > i par définition de la limite inductive. D’où, il résulte que l’image x j de xi dansM ⊗A B j est
nulle par injectivité de u j , et donc que x est nul dans la limite inductive. On utilise ici le diagramme commutatif suivant où
ui : M ⊗A Bi → N ⊗A Bi est le morphisme induit par u

M ⊗A Bi
u i

//

Id⊗fi j
��

N ⊗A Bi
Id⊗fi j
��

M ⊗A B j
u j

// N ⊗A B j

Notre élément du noyau qui est la classe d’un élément deM ⊗A Bi est envoyé par uB (après identification) sur la classe
d’un élément de N ⊗A Bi qui n’est pas nécessairement nul dans N ⊗A Bi mais dans la limite inductive, autrement dit dans
un N ⊗A B j pour j > i . Mais alors, en poussant xi dans M ⊗A B j , on obtient un élément du noyau de u j qui est réduit
à 0. Comme (i , xi ) est équivalent à l’élément (j , fi j (xi )) qui est nul, on en déduit que la classe de (i , xi ) est nulle dans la
limite projective et par conséquent que x = 0 et que uB est injective 38.

4. Comme on l’a vu en cours, le résultat est déjà faux avec B = Z/nZ, en considérant l’injection de Z dans Q.

38. Noter que dans ce cas les fi j sont injectives mais pas nécessairement les Id ⊗ fi j et on est donc obligé de passer dans unM ⊗A Bj et N ⊗A Bj pour
j > i . Par exemple, pour l’injection i de 2Z dans Z et B = Z/2Z, i ⊗ Id : 2Z ⊗Z B → Z ⊗Z B ne l’est pas car 2 ⊗ x = 0 dans Z ⊗Z B mais pas dans 2Z ⊗Z B .
Attention que si i est un isomorphisme, alors i ⊗ Id aussi d’inverse i−1 ⊗ Id. Cela dit, on a ici un B qui est sans torsion sur un anneau principal et donc les
Bi sont libres, ce qui implique que ces modules sont plats et donc en fait les morphismes Id ⊗ fi j sont injectifs.
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