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Introduction générale

Pour étudier un groupe G, il est souvent fructueux d’en étudier I'action sur un certain
espace géométrique X qui lui est naturellement associé. Le credo général du géometre
des groupes est qu’il est possible de déduire des propriétés de nature algébrique de G, en
étudiant d’une part les propriétés topologiques et géométriques de X, et d’autre part les
propriétés dynamiques de l'action de G sur X.

Notre objet d’étude sera le groupe Out(Fy ) des automorphismes extérieurs d’'un groupe
libre de type fini, et plus généralement le groupe Out(G) des automorphismes extérieurs
d’un groupe dénombrable G qui se scinde en un produit libre de la forme

ou F' désigne un groupe libre de type fini. Le point culminant de cette these est la dé-
monstration de l'alternative de Tits pour le groupe Out(G), sous I'hypotheése que chacun
des groupes G est librement indécomposable et non isomorphe a Z, et que chacun des
groupes G; et Out(G;) satisfait lui-méme cette alternative. Un groupe G satisfait l’alter-
native de Tits si pour tout sous-groupe H C G, soit H est virtuellement résoluble, soit H
contient un sous-groupe libre non abélien. Cette alternative a été montrée par Tits pour
les sous-groupes de type fini des groupes linéaires [Tit72], puis généralisée & un certain
nombre de classes de groupes au cours des dernieres décennies. Nous mentionnerons en
particulier le cas des groupes hyperboliques (Gromov [Gro87]), des groupes modulaires de
surface (Ivanov [Iva84], McCarthy [McC85]), ou du groupe Out(Fy) (Bestvina, Feighn et
Handel [BFH00, BFHO05]).

Plus généralement, étant donné une collection C de groupes, nous disons que G satisfait
Ualternative de Tits relativement a C si pour tout sous-groupe H C G, soit H € C, soit H
contient un sous-groupe libre non abélien (le cas classique correspond au cas ou C est la
collection des groupes virtuellement résolubles). Notre résultat principal est le suivant.

— Théoreme 1. N

Soit G un groupe dénombrable, qui se scinde en un produit libre de la forme

ou F' est un groupe libre de type fini, et chacun des groupes G; est librement
indécomposable et non isomorphe a Z. Soit C une collection de groupes, qui est
stable par isomorphismes, contient Z, et est stable par passage aux sous-groupes,
aux extensions, et aux surgroupes d’indice fini. Supposons que pour tout i €
{1,...,k}, les groupes G; et Out(G;) satisfont 'alternative de Tits relativement
a C. Alors Out(G) et Aut(G) satisfont I'alternative de Tits relativement a C.
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La collection des groupes virtuellement résolubles satisfait les hypotheses du Théo-
réme 1. Par conséquent, si chacun des groupes G; et Out(G;) satisfait P'alternative de
Tits classique, il en est de méme de Out(G) et Aut(G). En particulier, nous donnons une
nouvelle démonstration de lalternative de Tits pour le groupe Out(Fy ). Le Théoreme 1
permet de montrer ’alternative de Tits pour les groupes d’automorphismes de certaines
classes intéressantes de groupes, comme les groupes d’Artin a angles droits, ou les groupes
relativement hyperboliques toriques (ou plus généralement, les groupes sans torsion hy-
perboliques relativement & une famille finie P de groupes de type fini, telle que pour tout
H € P, les groupes H et Out(H) satisfassent l’alternative de Tits).

En utilisant des techniques analogues, nous obtenons également une autre alternative
pour les sous-groupes de Out(Fy ), qui est due & Handel et Mosher dans le cas des sous-
groupes de type fini. Un automorphisme ® € Out(Fy) est complétement irréductible si
aucune puissance non nulle de ® ne fixe la classe de conjugaison d’un facteur libre propre
de Fly.

— Théoreme 2. N

Soit H un sous-groupe de Out(Fy) (non nécessairement de type fini). Alors soit

e le groupe H contient deux éléments completement irréductibles qui en-
gendrent un sous-groupe libre non abélien, soit

e le groupe H est virtuellement cyclique, virtuellement engendré par un au-
tomorphisme completement irréductible, soit

e le groupe H fixe virtuellement la classe de conjugaison d’un facteur libre
propre de Fi.

Soit Out(G, {[G1],- .., [Gk]}) le sous-groupe de Out(G) formé des automorphismes qui
préservent la classe de conjugaison de chacun des groupes G;. Nos démonstrations des
Théorémes 1 et 2 reposent sur I'étude de l'action du groupe Out(Fy), et plus généra-
lement du groupe Out(G, {[G1],...,[Gk]}), sur des espaces géométriques (en particulier
sur certains complexes hyperboliques). Nous avons été amené a utiliser des techniques
issues de la théorie des marches aléatoires sur les groupes, a travers ’étude des mesures
harmoniques sur les bords de ces espaces.

La premiere partie de cette these est une introduction a I’étude géométrique de plu-
sieurs espaces munis d’actions intéressantes du groupe Out(Fy). L’étude géométrique de
Out(Fy) a été inaugurée avec la construction par Culler et Vogtmann de I’outre-espace,
défini comme 'espace des classes d’homothéties d’actions simpliciales, libres, minimales
et par isométries de Fyy sur des arbres simpliciaux métriques. Le groupe Out(Fy) agit a
droite sur I'outre-espace par précomposition des actions.

Au cours des dernieres années, 'attention s’est portée sur la recherche de complexes
hyperboliques munis d’actions intéressantes du groupe Out(Fl ), analogues au complexe
des courbes d’une surface compacte orientable. Plusieurs analogues ont été proposés, parmi
lesquels nous citerons le graphe des facteurs libres, le graphe des scindements libres et le
graphe des scindements cycliques. Une présentation des propriétés géométriques de ces
complexes connues a ce jour est proposée au Chapitre 3.

Il existe des versions des espaces mentionnés ci-dessus dans le cadre plus général de
produits libres de groupes. En vue de I'obtention de ’alternative de Tits pour le groupe des
automorphismes extérieurs d’'un produit libre de groupes, nous serons amenés a étendre
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I’étude de la géométrie des espaces associés a Out(Fy) a ce contexte plus général. Etant
donné un groupe dénombrable G et un systéeme de facteurs libres F = {G1,...,Gy}
comme ci-dessus, 'outre-espace PO(G, F), introduit par Guirardel et Levitt dans [GLO0T7a),
est 'espace des classes d’homothétie G-équivariante de G-arbres simpliciaux métriques mi-
nimaux, a stabilisateurs d’arcs triviaux, dont les stabilisateurs de sommets sont exactement
les conjugués des groupes dans F. L’outre-espace PO(G, F) se plonge dans ’espace pro-
jectif PR en associant & tout arbre T' € PO(G, F) la famille des longueurs de translation
des éléments de G dans T'. Nous étudions 1'adhérence de PO(G, F) pour la topologie des
axes, induite par ce plongement : nous décrivons les points de PO(G, F), et en détermi-
nons la dimension topologique. Nous disons qu'un (G, F)-arbre T' (i.e. un arbre réel T,
muni d’une action de G pour laquelle chacun des groupes dans F fixe un point) est trés
petit si les stabilisateurs d’arcs de T sont soit triviaux, soit maximalement cycliques et
non conjugués a des sous-groupes des facteurs dans F, et si les stabilisateurs de tripodes
de T sont triviaux. En adaptant des arguments dus a Cohen et Lustig [CL95], Bestvina
et Feighn [BF94], et Gaboriau et Levitt [GL95], nous obtenons le résultat suivant.

— Théoréeme 3. N

Soit G un groupe dénombrable, qui se scinde en un produit libre de la forme

G:=Gy*---xGpxFy,

ou Fy est un groupe libre de rang N. L’espace PO(G, F) est l'espace des classes
d’homothétie G-équivariante de (G, F)-arbres minimaux tres petits non triviaux.
Il est compact, de dimension topologique finie, égale & 3N + 2k — 4. Sa frontiere
est de dimension topologique égale a 3N + 2k — 5.

Suivant les arguments de Handel et Mosher [HM13a], Bestvina et Feighn [BF14c] et
Mann [Man13] dans le cas classique ou G = Fjy, nous montrons également ’hyperbolicité
du graphe des scindements libres F'S(G, F), et du graphe des scindements (maximalement)
cycliques FZme)(G, F) associés au couple (G, F). L’hyperbolicité de FS(G,F) a aussi
été obtenue de maniere indépendante par Handel et Mosher [HM14b].

— Théoreme 4. N

Soit G un groupe dénombrable, et F un systeme de facteurs libres de G. Les
graphes F'S(G,F), FZ(G,F) et FZ™*(G,F) sont hyperboliques au sens de

Gromov.

Un ingrédient essentiel de notre démonstration de I’alternative de Tits pour le groupe
des automorphismes d’un produit libre est la détermination du bord de Gromov des
graphes FZ(G,F) et FZ™*(G,F). En particulier, nous déterminons le bord de Gromov
du graphe F'Zy des scindements cycliques de Fy. Nous dirons qu'un arbre T € PO(G, F)
est Z-étranger s’il n’est compatible avec aucun arbre 77 € PO(G,F) qui soit lui-méme
compatible avec un scindement cyclique de (G,F) (deux arbres sont compatibles s'ils
admettent un raffinement commun). Nous noterons X (G, F) le sous-espace de PO(G, F)
formé des arbres Z-étrangers. Deux tels arbres T et T” sont équivalents, ce que nous notons
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T ~ T, ¢’ils sont tous deux compatibles avec un méme troisieme arbre dans PO(G, F). 11
existe une application naturelle ¢ : PO(G, F) — FZ(G,F).

— Théoréme 5. \

Soit G un groupe dénombrable, et F un systeme de facteurs libres de G. Il existe
un unique homéomorphisme Out(G, F)-équivariant

o : X(G, F)/~ — OFZ(G, F)

tel que pour tout 7' € X (G, F), et toute suite (T}, )nen € PO(G, F)N convergeant
vers T, la suite (¢(T},))nen converge vers 9y(T).

Nous établissons également un énoncé similaire pour le graphe FZ™* (G, F). Afin
de tirer parti de notre description de 0FZ(G,F) pour montrer I'alternative de Tits, il
faut s’assurer que l'orbite d’un point de FZ(G,F) sous l'action d’'un sous-groupe H de
Out(G, F (t)) qui ne préserve pas de facteur libre propre de (G, F) (et donc en particu-
lier ne fixe aucun point dans FZ(G, F)) est non bornée, et posséde un point limite dans
OFZ(G,F) (auquel cas soit H contient un sous-groupe libre non abélien, soit H fixe
virtuellement un point dans OFZ(G, F), et nous concluons grace & une description des
stabilisateurs d’arbres dans PO(G, F)). La difficulté pour obtenir l'existence de ce point
limite vient du défaut de compacité locale de F'Z (G, F). Notre argument pour contourner
cette difficulté repose sur I’étude de mesures harmoniques sur ’espace compact PO(G, F),
que nous projetons ensuite sur 0F Z (G, F) au moyen de application 9. Lorsque H pré-
serve un facteur libre propre de (G, F), nous raisonnons par induction sur une notion de
rang de ce facteur libre propre.

Cette étude des mesures harmoniques nous a amené a faire un détour par I’étude des
marches aléatoires sur le groupe Out(Fy ), réalisées sur I'outre-espace ou sur le complexe
des facteurs libres au moyen de 'action de Out(Fy). Nous étudions en particulier deux
notions de bords pour une marche aléatoire sur Out(Fy ), le bord de Poisson de Out(Fy)
et I’horofrontiére de 'outre-espace C'Vy.

Soit p une loi de probabilité sur C'Vy. La position au temps n de la marche aléatoire
a droite sur Out(Fy) est 'automorphisme (aléatoire) ®,, obtenu par multiplications a
droite successives d’incréments ¢; indépendants et tous distribués suivant la loi u, autre-
ment dit ®,, = ¢;...¢,. Lorsque le support de p engendre un sous-groupe de Out(Fy)
suffisamment gros, nous montrons la convergence presque stre d’une trajectoire typique
de la marche aléatoire a droite sur (Out(Fy), p), réalisée via l’action a gauche sur I'outre-
espace C'Vy, vers un simplexe de mesures associé a un arbre libre et arationnel (i.e. pour
lequel tout facteur libre propre de Fj agit de maniere simpliciale et libre sur son sous-
arbre minimal) dans CVy. En utilisant la description de Bestvina et Reynolds [BR13] et
Hamenstédt [Ham14a] du bord de Gromov OF Fy du complexe des facteurs libres de Fly,
ceci donne une nouvelle démonstration d’un théoreme de Calegari et Maher [CM12] qui
affirme la convergence presque sure de la marche aléatoire, réalisée sur F Fyy, vers un point
de OF Fn. Nous désignons par FZ l'espace des classes d’arbres libres et arationnels de
CVy, deux arbres étant équivalents s’ils appartiennent & un méme simplexe. Nous iden-
tifions alors l'espace FZ au bord de Poisson de (Out(Fy),u), défini comme l'espace des
composantes ergodiques du décalage dans I’espace des trajectoires Out(Fy)N. Ce travail
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nous a été inspiré par les résultats analogues de Kaimanovich et Masur dans le cas des
groupes modulaires de surfaces compactes orientables [KM96], et repose sur un critére di
a Kaimanovich permettant I'identification du bord de Poisson [Kai00]. Un sous-groupe de
Out(Fy) est non élémentaire s’il ne fixe virtuellement aucun point de FFy U OF Fy, et
ne fixe virtuellement la classe de conjugaison d’aucun élément de Fl.

— Théoréme 6. N

Soit p une mesure de probabilité sur Out(Fy), dont le support engendre un
sous-groupe non élémentaire de Out(Fy). Pour presque toute trajectoire ® :=
(®y,)nen de la marche aléatoire sur (Out(Fy ), p), il existe £(®) € FT tel que pour
tout Ty € CVy;, la suite (®,,.7)nen converge vers (P). La mesure de sortie v
est 'unique mesure p-stationnaire sur FZ. Si de plus u est de premier moment
logarithmique fini pour la distance des mots sur Out(Fy), et d’entropie finie,
alors (FZ,v) est le bord de Poisson de (Out(Fy), i).

Nous déterminons également la compactification par horofonctions de 'outre-espace,
pour la distance (asymétrique) étudiée par Francaviglia et Martino [FM11b] (la notion de
compactification d’un espace métrique par horofonctions a été introduite par Gromov dans
[Gro80]). Nous identifions la compactification par horofonctions avec la compactification
primitive de C'Vyy, définie comme ’adhérence de I'image du plongement

CVy — PRP~
T = (lgllr)gery ’

ot Py désigne I’ensemble des éléments primitifs de Fiy (un élément de Fi est primitif s’il
fait partie d’une base de Fy).

Théoréme 7.

La compactification de C'Vyy par horofonctions est isomorphe a la compactification
primitive de C'Vi.

Afin de comprendre les points de cette compactification de C'Vy, nous avons donc été
amené & résoudre le probleme de la rigidité spectrale pour I’ensemble Py des éléments
primitifs de Fy dans CVy, autrement dit & répondre & la question suivante : & quelle
condition deux arbres T, 7" € C'Viy ont-ils des fonctions longueurs de translation égales en
restriction aux éléments primitifs de Fy 7 Afin de donner un critére géométrique pour ré-
pondre a cette question, nous introduisons au Chapitre 2 une notion de tiroirs-équivalence,
et montrons 1’équivalence suivante.

Théoréme 8.

Deux arbres T, T" € cuy vérifient ||g||7» = ||g||7 pour tout g € Py si et seulement
s’ils sont tiroirs-équivalents.




10 INTRODUCTION GENERALE

L’étude de la compactification de Out(Fy) par horofonctions a des applications a
I’étude de la marche aléatoire sur Out(Fy ). Un théoreme de Karlsson et Ledrappier [KLOG6]
affirme que presque toute trajectoire de la marche aléatoire simple sur Out(Fy) est dirigée
par une horofonction (aléatoire). Nous appliquons leur théoreme a 1’étude de la croissance
des mots sous l'action de produits aléatoires d’automorphismes de Fj. Ceci nous permet
de montrer un analogue pour Out(Fy) d’un théoréme di & Furstenberg et Kifer [FK83]
et Hennion [Hen84], qui est une version du théoréme multiplicatif d’Oseledets pour des
produits indépendants de matrices aléatoires. Une filtration de F) est un arbre enraciné,
étiqueté par des sous-groupes (possiblement triviaux) de Fy, tel que I’étiquette de la racine
soit Fly, et si H' est un fils de H, alors H' C H. Dans 1’énoncé suivant, ’hypothese sur la
finitude du support de u peut en fait étre remplacée par une condition de moment.

— Théoréme 9. N

Soit p une loi de probabilité sur Out(Fy) a support fini. Il existe une filtration
de Fy, et des exposants de Lyapunov (déterministes) /\’;{ > 0 associés aux sous-
groupes H de la filtration, avec N, < X}, lorsque H' est un fils de H, satisfaisant
la propriété suivante.

Pour tout sous-groupe H de la filtration, tout ¢ € H dont aucun conjugué n’ap-
partient a un fils de H, et presque toute trajectoire (®,),cn de la marche aléatoire
sur (Out(Fy), 1v), nous avons

) 1 _
lim ﬁlogH@nl(g)H = )‘/;I'

n—-+o00

De plus, le nombre d’exposants de Lyapunov de la mesure p est borné par WfQ-

Dans le cas d’une marche aléatoire simple sur Out(Fy) (i.e. lorsque le support de
w engendre Out(Fy)), nous obtenons l'unicité et la stricte positivité du coefficient de
Lyapunov. Nous obtenons également une version affaiblie du Théoreme 9 pour les cocycles
intégrables d’éléments de Out(Fy).

Organisation de la these

La premiere partie est une introduction a la géométrie de plusieurs espaces munis d’ac-
tions du groupe Out(Fy ). Dans le Chapitre 1, nous présentons 'outre-espace de Culler
et Vogtmann, ainsi que ’espace des courants qui lui est dual. Nous redonnons en parti-
culier une démonstration de l'identification de ’adhérence C'Viy avec I'espace des actions
minimales et tres petites de F sur des arbres réels, afin de combler une lacune dans
les arguments de Bestvina et Feighn. Le Chapitre 2 est consacré a la description de la
compactification primitive de C'Vy. Nous répondons notamment a la question de la rigi-
dité spectrale de ’ensemble Py des éléments primitifs de F. Dans le Chapitre 3, nous
présentons un certain nombre de graphes hyperboliques munis d’actions de Out(Fly), et
nous recensons les propriétés géométriques connues a ce jour de leur géométrie. Nous y
décrivons le bord de Gromov du graphe des scindements (maximalement) cycliques de Fy.
Nous présentons également le modele des spheres du complexe des scindements libres de
Fy, et donnons une esquisse d’une démonstration de I’hyperbolicité de ce complexe, ob-
tenue en collaboration avec Arnaud Hilion. Nous présentons enfin une preuve, obtenue en
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collaboration avec Richard D. Wade, du fait que tout automorphisme simplicial du graphe
des scindements cycliques (ou de certaines de ses variantes) est induit par un élément de
Out(F N)-

La deuxiéme partie est consacrée a I’étude des marches aléatoires sur Out(Fy). Dans
le Chapitre 4, nous introduisons les notions de base concernant les marches aléatoires sur
des groupes discrets, ainsi que la notion du bord de Poisson. Nous esquissons alors notre
démonstration de la convergence presque sure d’une trajectoire typique de la marche aléa-
toire sur Out(Fy ), réalisée sur C'Vy, vers un simplexe d’arbres arationnels, et présentons
un modele du bord de Poisson de Out(Fy ). Nous présentons également quelques autres
propriétés de la marche aléatoire sur Out(Fy) (vitesse de fuite, automorphisme typique
obtenu au temps n de la marche). Le Chapitre 5 introduit la notion d’horofrontiere d’un
espace métrique, et contient la démonstration de l'identification de la compactification
par horofonctions de 'outre-espace avec la compactification primitive. Nous expliquons
également l'intérét de I'horofrontiere pour ’étude des marches aléatoires sur Out(Fy), et
établissons nos résultats sur la croissance des classes de conjugaison d’éléments de Fly le
long des trajectoires de la marche aléatoire sur le groupe Out(Fy ).

Enfin, la troisieme partie de la these est consacrée a la présentation d’alternatives pour
les sous-groupes de Out(Fl ), et plus généralement du groupe Out(G) des automorphismes
extérieurs d’un produit libre de groupes dénombrables. Le Chapitre 6 établit I'alternative
d’Handel et Mosher pour les sous-groupes de Out(Fy). Au Chapitre 7, nous étudions
la géométrie des versions adaptées aux groupes d’automorphismes de produits libres des
espaces introduits en Partie I. En particulier, nous décrivons ’adhérence PO(G, F), énon-
cons I’hyperbolicité des graphes de scindements correspondants, et décrivons le bord de
Gromov du graphe des scindements (maximalement) cycliques de (G, F). En utilisant des
techniques similaires a celles introduites au Chapitre 6, et en utilisant ces complexes asso-
ciés a des produits libres de groupes, nous présentons notre démonstration de ’alternative
de Tits pour le groupe des automorphismes extérieurs d’un produit libre au Chapitre 8.

Les différentes annexes contiennent les démonstrations détaillées des résultats présen-
tés dans cette these.

Nous avons essayé autant que possible de proposer une introduction didactique aux
objets et méthodes qui ont fait 'objet de notre travail. Chacune des trois parties de
cette these contient une présentation du contexte dans lequel s’inscrivent nos résultats,
une introduction aux objets que nous avons considérés, et quelques éléments de preuve
des théoremes que nous avons obtenus, qui nous ont paru cruciaux dans notre démarche
générale. Les points plus techniques des démonstrations de ces résultats ont été volontai-
rement relégués en annexe. Les trois parties de la thése peuvent se lire indépendamment
des annexes, ou comme préambule a la lecture de ces annexes. Nous espérons ainsi pouvoir
satisfaire tant le lecteur désireux de découvrir ou de s’initier & un domaine de recherche
aussi passionnant que varié, celui qui voudrait avoir un apercu des idées entrant en jeu
dans les différents résultats que nous avons obtenus, que le lecteur désireux d’approfondir
en détails tel point plus précis de notre travail.
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Introduction

Soit N > 2. Nous désignerons par Fy un groupe libre de rang N, et par Out(Fy)
le groupe de ses automorphismes extérieurs, quotient du groupe Aut(Fy) des automor-
phismes de Fly par le sous-groupe normal des automorphismes intérieurs, correspondant
a la conjugaison par un élément de Fy. Notre approche a ’étude du groupe Out(Fy) sera
géométrique. Une telle approche consiste a

1. construire un joli espace topologique X, muni d’une jolie action de Out(Fy ), puis

2. étudier les propriétés topologiques, géométriques de 'espace X, ainsi que les pro-
priétés dynamiques de l'action de Out(Fy ) sur X, et enfin

3. déduire des propriétés algébriques du groupe Out(Fy ) & partir des propriétés topolo-
giques de X (il s’agira en quelque sorte d’établir un dictionnaire entre les propriétés
algébriques du groupe et les propriétés topologiques de I’espace).

Il conviendra de garder a l’esprit ce fil conducteur tout au long de cette these. Par
exemple, nous déduirons au Chapitre 6 un résultat de structure des sous-groupes de
Out(Fy) a partir de I’étude de Paction de Out(Fy) sur un espace hyperbolique, et la
détermination des mesures harmoniques sur le bord de Gromov de cet espace.

Dans cette premiere partie, nous introduisons donc un certain nombre d’espaces mu-
nis d’actions de Out(Fy ), dont 'étude s’est révélée fructueuse au cours de ces dernieres
années. Nous commencerons par présenter au Chapitre 1 deux constructions classiques, a
savoir

1. T'outre-espace, dont la construction par Culler et Vogtmann [CV86] par analogie avec
les espaces de Teichmiiller de surfaces marque le début de I'étude géométrique de
Out(Fy),

2. Tespace des courants géodésiques, introduit par Kapovich dans [Kap05, Kap06].

Nous nous intéresserons particulierement dans les deux premiers chapitres aux proprié-
tés a linfini de I'outre-espace. Culler et Morgan ont proposé une construction abstraite
d’une compactification de 'outre-espace [CM87], dont les points ont été décrits concre-
tement par Cohen et Lustig [CL95] et Bestvina et Feighn [BF94]. Nous redonnons une
preuve de cette description afin de combler une lacune dans 'argument de Bestvina et
Feighn. Nous en décrirons une autre compactification, que nous appelons la compactifica-
tion primitive. Notre motivation pour 'introduction de cette nouvelle compactification est
le probléeme de la description de I’horofrontiére de I'outre-espace : nous montrerons en effet
au Chapitre 5 que la compactification de I'outre-espace par horofonctions, pour la distance
asymétrique de Lipschitz étudiée notamment par Francaviglia et Martino [FM11b], est iso-
morphe & la compactification primitive. Afin de décrire la compactification primitve, nous
répondrons au Chapitre 2 & la question de la rigidité spectrale de ’ensemble des éléments
primitifs de Fy dans 'adhérence de l'outre-espace : a quelle condition deux Fy-arbres
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ont-ils méme longueur de translation en restriction aux éléments primitifs de Fiy (i.e. ceux
qui font partie d’'une base de Fi)?

Plus récemment, la recherche s’est tournée vers la construction d’actions de Out(Fn)
sur des complexes hyperboliques. Dans un troisieme chapitre, nous présenterons trois de
ces complexes, le complexe des facteurs libres, le complexe des scindements libres et le
compleze des scindements cycliques, ainsi que leurs propriétés géométriques principales
connues a ce jour. Notre apport consistera en

e une détermination du bord de Gromov du complexe des scindements (maximalement)
cycliques.

e une nouvelle démonstration de ’hyperbolicité du complexe des scindements libres,
obtenue en collaboration avec Arnaud Hilion, en travaillant dans un modele plus
géométrique du complexe, le complexe des sphéres,

e une démonstration, obtenue en collaboration avec Richard D. Wade, du fait que
toute isométrie du graphe des scindements cycliques (ou de certaines variantes de ce
graphe) est induite par un élément de Out(Fy),

Une source d’inspiration permanente pour ’étude du groupe Out(Fy) des automor-
phismes extérieurs du groupe libre Fy vient des multiples analogies existant avec les
groupes modulaires de surface. Le groupe modulaire Mod(S) d’une surface compacte S
est défini comme le groupe des classes d’isotopie de difféomorphismes de S préservant
Porientation, et qui fixent chaque composante de bord point par point. Nous renvoyons
notamment le lecteur a [Paull] pour un exposé des analogies existant entre le groupe
Out(Fn), le groupe modulaire Mod(S) d’une surface compacte orientable S, et le groupe
arithmétique SLy(Z). Ces analogies avec les groupes modulaires de surface nous serviront
de leitmotiv tout au long de ce travail. Nous tacherons autant que possible de mettre en
parallele les résultats que nous avons obtenus pour le groupe Out(Fy) avec les énoncés
correspondants dans le cas des surfaces.



Chapitre 1

L’outre-espace de Culler et
Vogtmann et ’espace des courants
géodésiques

1.1 L’outre-espace
Définition

L’ outre-espace a été introduit par Culler et Vogtmann dans [CV86] par analogie d’une
part avec l'espace symétrique SL(N,R)/SO(N), muni de I’action du groupe arithmétique
SL(N,Z), et d’autre part avec ’espace de Teichmiiller d’une surface S, muni de I'action du
groupe modulaire de S. Il en existe plusieurs modeles ; nous décrivons ici la construction
originelle de Culler et Vogtmann de 'outre-espace comme espace de graphes métriques
marqués, ainsi qu'un autre modele en termes d’actions de Fy sur des arbres. Le lecteur
est renvoyé a [Hat95, Appendice] pour une étude d’un troisitme modele de 1'outre-espace
en termes de systemes de spheres dans la variété My = #VS! x S2. Nous renvoyons le
lecteur a [Vog02] pour une excellente introduction a 1’étude de I'outre-espace.

En guise de motivation, commencons par rappeler la définition de I’espace de Teichmiil-
ler d’une surface compacte orientable S. Nous renvoyons le lecteur intéressé a [FM11a] pour
une étude détaillée des groupes modulaires de surfaces. L’espace de Teichmiiller de S est
I’ensemble des classes d’équivalence de couples (X, ¢), o X est une surface hyperbolique
complete d’aire finie, a bord totalement géodésique, difféfomorphe & S, et ¢ : S — X est un
difféomorphisme. Deux couples (X, ¢) et (X', ¢’) sont équivalents s’il existe une isométrie
I: X — X' telle que I o ¢ soit isotope a ¢’'. Autrement dit, I’espace de Teichmiiller est
I’espace des classes d’isotopie de structures hyperboliques sur S, que 'on peut également
voir comme espace de déformation de métriques hyperboliques sur S.

Le modele des graphes de l'outre-espace de Culler et Vogtmann. Un graphe
métrique est un graphe fini G dont tous les sommets sont de valence supérieure a 3,
et dont chaque aréte e a une longueur I(e) > 0. Le graphe G est naturellement muni
d’une distance géodésique pour laquelle chaque aréte de longueur I(e) est isométrique
au segment [0,1(e)] C R. Soit Ry le graphe (appelé une rose) ayant un sommet et N
arétes. Un marquage de G est une équivalence d’homotopie p : Ry — G. Deux graphes
métriques (G, p) et (G, p’) sont équivalents 8'il existe une homothétie f : G — G’ (i.e. une
application multipliant toutes les longueurs par un méme scalaire strictement positif) telle
que f o p soit homotope a p'. L’ outre-espace C'Vy est 'ensemble des classes d’équivalence

17



18 CHAPITRE 1. OUTRE-ESPACE ET ESPACE DES COURANTS

OO O OGO

FIGURE 1.1 — Les trois graphes homotopes & Rs, a homéomorphisme pres.

de graphes métriques marqués de groupe fondamental Fy. L’outre-espace non projectifié
cvy est défini de méme en considérant les graphes métriques marqués a isométrie pres,
plutot qu’a homothétie pres.

La classe d’équivalence d’un graphe métrique marqué (G, p) dans C'Vy définit un k—1-
simplexe, ou k désigne le nombre d’arétes de GG, obtenu en faisant varier les longueurs des
arétes de GG, leur somme étant fixée égale a 1 (ce que nous pouvons toujours supposer
puisque les graphes sont considérés & homothétie pres). Etant donné deux graphes marqués
(G,p) et (G',p'), le simplexe de G’ s’identifie & une face du simplexe de G si G’ peut
étre obtenu a partir de G en écrasant une forét, de sorte que (quitte a modifier p et
p' sans changer la classe d’équivalence des graphes métriques marqués (G, p) et (G',p))
Papplication d’écrasement 7 : G — G’ vérifie p’ = wo p. L’outre-espace est alors la réunion
de tous les simplexes de graphes marqués, modulo ces identifications de faces. La topologie
ainsi définie sur 'outre-espace, pour laquelle un sous-ensemble est ouvert si son intersection
avec chaque simplexe est ouverte, est appelée la topologie faible.

Lorsque N = 2, un argument de caractéristique d’Euler permet de montrer qu’il y
a, a homéomorphisme pres, exactement 3 graphes homotopes a la rose, représentés en
Figure 1.1. En Figure 1.2, nous donnons une représentation de 'outre-espace C'Vs, qui est
obtenu en identifiant les simplexes associés a ces graphes comme prescrit ci-dessus. Sur
cette représentation, nous avons fixé une base {a, b} de Fy. Les étiquettes sur les arétes des
graphes définissent une équivalence d’homotopie f inverse au marquage correspondant :
une aréte étiquetée par un mot en a, b et leurs inverses est envoyée linéairement par f sur
le chemin d’arétes correspondant dans la rose dont les pétales représentent les éléments a
et b.

Le groupe Out(Fy) agit a droite sur C'Vy par précomposition des marquages. Plus
précisément, tout automorphisme ® € Out(Fy) est réalisable par une équivalence d’ho-
motopie f : Ry — Ry, et Paction est donnée par [G, p].® = [G,p o f] (ou [G, p| désigne
la classe d’équivalence d’un graphe métrique marqué (G, p)). Le lecteur vérifiera aisément
que ceci ne dépend pas du choix d’un représentant de la classe d’équivalence du graphe
métrique marqué (G, p), ni du choix de I’équivalence d’homotopie f réalisant ®, et que
ceci définit bien une action a droite de Out(Fy ) sur C'Vy. Nous pouvons également définir
une action a gauche en posant ®.[G, p| := [G, p]. @ L.

Le modele des arbres. Nous introduisons maintenant un autre modele de 'outre-
espace, défini en termes d’actions du groupe libre Fy sur des arbres simpliciaux métriques.
L’outre-espace non projectifié cvy est I'espace des classes d’isométries F-équivariantes
d’actions libres, minimales, simpliciales et par isométries du groupe libre Fjy sur des
arbres simpliciaux métriques. L’outre-espace C'Vy est I'espace des classes d’homothétie
d’arbres de cvy. L’action (a droite) de Out(Fy) sur CVy (ou sur cuy) est par précom-
position des actions. Plus précisément, tout automorphisme ¢ € Aut(Fy) agit sur cuy
par précomposition des actions : si T est un arbre simplicial métrique muni d’une action
p: Fn — Isom(T), alors (T, p).¢ = (T, p o ¢). L’action des automorphismes intérieurs de
Fy est par isométries Fy-équivariantes, donc nous obtenons au quotient une action de
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FIGURE 1.2 — Représentation de I'outre-espace C'V5.

Out(Fy) sur coy.

L’espace ainsi défini est naturellement en bijection Out(F}y )-équivariante avec le mo-
dele des graphes introduit précédemment. En effet, si [G, p| est la classe d’équivalence
d’un graphe métrique marqué, alors le revétement universel G de G est un arbre simplicial
métrique, dont les arétes sont naturellement munies de longueurs strictement positives,
et G est muni d’une action du groupe fondamental de G, qui est identifié & Fyy grace au
marquage p. Il est facile de vérifier que cette action est simpliciale et libre, minimale et par
isométries. Réciproquement, soit [T'] la classe d’équivalence d’un arbre simplicial métrique.
Choisissons un point base yg € T'. Soit Ty un revétement universel de la rose Ry, et xg un
relevé du sommet de Ry dans Ty. Alors il existe une unique application Fy-équivariante
de Ty vers T envoyant xg sur yg, et isométrique en restriction aux arétes de Tj. Celle-ci
passe au quotient en une équivalence d’homotopie de Ry vers le graphe quotient 7'/ Fy, ce
qui donne le graphe métrique marqué souhaité. Il est facile de vérifier que les applications
de passage d’'un modele de l'outre-espace a l’autre sont Out(Fx)-équivariantes, et inverses
I'une de ’autre.

La topologie des axes et la compactification de Culler et Morgan de
I’outre-espace.

Nous décrivons maintenant une compactification classique, dont la définition est due a
Culler et Morgan [CM87], de I'outre-espace C'Viy. La construction est analogue & celle de
la compactification par Thurston [Thu88] de I’espace de Teichmiiller d’une surface com-
pacte S. Nous rappelons brievement la construction de Thurston, et renvoyons a [FLP79,
Chapitre 8] pour une étude détaillée. Etant donné une métrique hyperbolique x sur S,
toute classe d’isotopie de courbes fermées simples sur S admet un unique représentant
géodésique pour z. Ceci permet de définir une application

i: Teich(S) — PR
T = (l:v(c))cec,
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ou C désigne I’ensemble des classes d’isotopies de courbes fermées simples sur S, et I, (c) est
la longueur de I'unique représentant géodésique d’une telle classe ¢, calculée par intégration
de la métrique hyperbolique sur S. L’application ¢ est injective, et son image est d’adhé-
rence compacte dans PRC et définit une compactification de Teich(S). Celle-ci est appelée
la compactification de Thurston de Teich(S). Thurston a identifié le bord de cette com-
pactification avec I'espace PMF des feuilletages mesurés projectifs, voir [Thu88, FLP79].

Nous revenons maintenant au cas de I'outre-espace. Un arbre réel est un espace mé-
trique (7,dr) dans lequel deux points z,y € T sont toujours reliés par un unique arc
topologique plongé, qui est alors isométrique a un segment de longueur dp(z,y). Par
analogie avec la compactification de Thurston de I'espace de Teichmiiller d’une surface
compacte, Culler et Morgan [CM87] ont construit une compactification naturelle de C'Vy.
Etant donné un arbre réel T’ et un élément g € Fy, la longueur de translation de g dans
T est définie comme

= inf .
llgllT ;feleT(wagw)

L’application
i CcUN — REN
T = (lgllr)gers

est injective [CM87, Théoreme 3.7], et c’est en fait un homéomorphisme sur son image.
De plus, son image est d’adhérence projectivement compacte [CM87, Théoreme 4.5], et
définit donc une compactification CVy de C'Vy. L’espace CVy est muni de la topologie
induite par celle de PR~ appelée la topologie des azes. Informellement, deux arbres T et
T’ sont proches au sens de cette topologie si tous les éléments d’un grand sous-ensemble
fini de Fy ont des longueurs de translations proches dans T et T".

Les arbres simpliciaux de C'Viy ont été décrits par Cohen et Lustig [CL95], et Bestvina
et Feighn ont ensuite donné une description compléte des points de CVy [BF94]. Ce sont
les classes projectives d’actions minimales, isométriques, trés petites de Fy sur des arbres
réels. Une action de F)y sur un arbre réel est trés petite si tous les stabilisateurs d’arcs sont
triviaux ou maximalement cycliques, et tous les stabilisateurs de tripodes sont triviaux.

Théoréme 1.1. (Cohen—Lustig [CL95], Bestvina—Feighn [BF94]) L’espace CV est ’es-
pace des classes d’homothétie équivariante d’actions minimales, non triviales, trés petites
et par isométries de Fy sur des arbres réels.

Nous proposons ci-dessous une démonstration de ce résultat. En particulier, nous y
corrigeons un défaut dans I’argument de Bestvina et Feighn.

Bestvina et Feighn ont montré que C'Vy est de dimension topologique finie égale &
3N — 4 [BF94, Corollaire 7.12]. Leur résultat a été amélioré par Gaboriau et Levitt, qui
ont montré en outre que la frontiere 0CVy := CVy ~ CVy est de dimension topologique
égale & 3N — 5 [GL95]. L’espace C'Vyy est contractile (Steiner [Ste88], Skora [Sko89], White
[Whi93], Guirardel-Levitt [GLOT7al).

La topologie de Gromov—Hausdorff équivariante.

L’espace C'Vy peut également étre muni de la topologie de Gromov-Hausdorff équi-
variante, introduite par Paulin dans [Pau88], qui est équivalente & la topologie des axes
[Pau89]. Informellement, deux F-arbres T' et T” seront proches pour cette topologie s’ils
se ressemblent sur de grands sous-ensembles finis K et K’, et les actions de grands sous-
ensembles finis d’éléments de Fy sont presque les mémes sur K et sur K’. Nous donnons
maintenant une définition formelle de cette topologie. Soit T' et T” deux arbres réels, soit
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K Cc T et K' C T des sous-ensembles finis, soit P C Fy un sous-ensemble fini, et soit
€ > 0. Une e-relation P-équivariante entre K et K’ est un sous-ensemble R C K x K’, dont
la projection sur chaque facteur est surjective, et telle que pour tous (z,z’), (y,vy') € R et
tous g, h € P, nous ayons |dr(gx, hy) — dr (gx’, hy')| < e. Soit O(T, K, P, €) 'ensemble des
Fy-arbres T" tels qu’il existe un sous-ensemble fini K/ C T’ et une e-relation P-équivariante
R C K x K'. Paulin a montré que ces ensembles forment une base pour une topologie sur
I’ensemble des Fy-arbres [Pau88]. C’est la topologie de Gromov—Hausdorff équivariante.

Idée de la démonstration du Théoréme 1.1.

Cohen et Lustig ont montré d’une part que le sous-espace de PR formé des actions
tres petites de Fy sur des arbres réels est fermé [CL95, Théoreme I] (une autre démonstra-
tion de ce résultat, utilisant la topologie de Gromov—Hausdorff équivariante, est proposée
en Partie 3 de ’Annexe E). D’autre part, ils ont expliqué comment approximer toute
action simpliciale, minimale, tres petite et par isométries de Fy sur un arbre simplicial
métrique, par une suite d’actions minimales, simpliciales et libres [CL95, Théoréme II].
Leur argument repose sur ’étude de la dynamique des twists de Dehn sur 'espace des
actions tres petites.

Bestvina et Feighn ont ensuite expliqué comment approximer toute action minimale
tres petite (non nécessairement simpliciale) par des actions simpliciales. L’idée consiste en
un premier temps a approximer toute action tres petite par des actions tres petites géomé-
triques, duales a des 2-complexes feuilletés, puis & approximer les actions géométriques par
des actions simpliciales. Toutefois, I’argument de Bestvina et Feighn nous parait incomplet.
Il nous semble en effet que le cas d’une action de Fy qui contient un arc a stabilisateur non
trivial, et qui est duale a un 2-complexe feuilleté dont I'une des composantes minimales
est un feuilletage mesuré sur une surface compacte non orientable, n’est pas pris en charge
par I'argument proposé. Bestvina et Feighn n’expliquent pas comment approximer une
action duale a un feuilletage mesuré sur une surface non orientable sans créer de feuille a
un coté. Comme I’a noté Guirardel dans [Gui98], ceci serait possible si l'on savait répondre
positivement a la question (plus forte) suivante.

Soit .S une surface non orientable. Le sous-ensemble de 'espace des feuilletages mesu-
rés projectifs sur S formé des feuilletages ne comportant pas de feuille compacte & un c6té
est un fermé nulle part dense [DN90]. L’action du groupe modulaire de S sur ce sous-
ensemble est-elle minimale ?

Lorsque les stabilisateurs d’arcs de I’arbre T' a approximer sont triviaux, cette difficulté
peut étre contournée par un argument de rabotage rendu possible par [BF94, Lemme 4.1].
Toutefois, cet argument semble étre insuffisant lorsque T contient des stabilisateurs d’arcs
non triviaux (en d’autres termes, lorque le complexe de bandes dual contient un anneau
feuilleté par des cercles paralleles).

Nous proposons ici un argument complet, qui traite en méme temps les cas d’actions
simpliciales et non simpliciales. Celui-ci apparait en Partie 5 de I’Annexe E, dans laquelle
nous nous placons dans le cadre plus général d’actions de produits libres de groupes dé-
nombrables sur des arbres réels. Notre argument repose essentiellement sur les idées de
Cohen—Lustig et Bestvina—Feighn, et utilise des techniques d’approximations dues a Le-
vitt et Paulin [LP97] et Guirardel [Gui98]. Avant de I’exposer, nous rappelons la notion
d’action géométrique de Fy sur un arbre réel, introduite par Levitt et Paulin dans [LP97].
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Actions géométriques. Un systéme fini d’isométries est une paire K = (K, A), on K
est une forét finie, et A est un ensemble fini d’isométries ¢ entre deux sous-arbres fermés
Ay et By de K, appelés les bases de ¢. A tout systeme fini d’isométries K est associé un
2-complexe feuilleté X, appelé la suspension de K. Le complexe X est obtenu a partir de
K (feuilleté par les points) et d’une bande A, x [0,1] associée & chaque isométrie ¢ € A
(feuilletée par les feuilles verticales {x} x [0,1]), en effectuant les identifications suivantes.
Pour toute isométrie ¢ € A, nous identifions tout point de la forme (¢,0) € Ay x {0} avec
le point correspondant ¢ € K, et tout point de la forme (¢,1) € Ay x {1} avec le point
o(t) € K.

Un Fy-systéme d’isométries est un systeme fini d’isométries £ = (K, A), dont la
suspension ¥ est connexe, muni d’un point * € 3 et d’un isomorphisme p : 71 (X, ¥) — Fi.
Nous notons % le revétement universel de ¥ associé a p, de sorte que Fy agit sur 3. Le
complexe feuilleté 3 est naturellement muni d’une pseudodistance, obtenue par intégration
de la mesure transverse. L’espace métrique T associé est un arbre réel [LP97, Proposition
1.7], muni d’une action naturelle de Fy. Un Fy-arbre réel T est géométrique s'il existe un
F-systeme d’isométries K tel que T = Tx.

Décomposition dynamique des arbres géométriques, classification des compo-
santes minimales. Soit = (K, A) un systeme fini d’isométries, et ¥ la suspension de
K. Soit S I'ensemble fini formé des sommets de K et des points de K qui sont extrémaux
dans une base d’une isométrie dans A. Soit X* := ¥ ~ 5, muni du feuilletage induit, et
soit C* C 3* la réunion des feuilles de ¥* qui sont fermées mais non compactes. Nous
définissons le lieu singulier de X comme C := C* U S.

Théoréme 1.2. (Imanishi [Ima79], Gaboriau—Levitt—Paulin [GLP94, Théoréme 3.1]) Soit
K = (K, A) un systéme fini d’isométries, et ¥ la suspension de K. Soit C' le lieu singulier
de 3. Alors ¥\ C est une union finie d’ouverts Uy, ..., Uy, qui sont des unions de feuilles
de X*. Pour tout i € {1,...,p}, soit toutes les feuilles de U; sont compactes, soit toutes
les feuilles de U; sont denses dans Us.

Nous dirons dans le premier cas que U; est une famille finie d’orbites, et dans le second
cas que U; est une composante minimale de . Les composantes minimales d’un Fly-
systeme d’isométries g sont classifiées comme suit. Nous définissons un systeme d’isomé-
tries K1 = (K71, A1), obtenu par élagage a partir de g, de la maniere suivante. La forét K
est ’ensemble des points de Ky qui appartiennent a au moins deux bases distinctes de Ky,
et Ay est 'ensemble des restrictions des isométries de Ag & K. En itérant cette construc-
tion, nous définissons par récurrence une suite de Fy-systemes d’isométries (K;);en. Les
arbres T, sont deux a deux isométriques par une isométrie F-équivariante. Si ;1 # K;
pour tout i € N, le systeme d’isométries g est dit exotique. Sinon, la suspension Y de
Ko est un feuilletage mesuré sur une surface compacte : en effet, dans le cas de Fiy-arbres
trés petits, le cas de composantes minimales homogenes décrit dans [GLP94] est impos-
sible, voir [BF94, Proposition 1.8]. Lorsque Ky ne contient pas de composante minimale
exotique, nous dirons que Ky est de type surface.

Arbres géométriques de type surface. Soit T un Fy-arbre minimal, tres petit, géo-
métrique, sans composante minimale exotique. Bestvina et Feighn ont montré [BF94, Pro-
position 5.1] 'existence d’un systeme d’isométries K tel que T' = Tk, et dont la suspension
¥ est de la forme ¥ := (SUAUT) Uy G, ou
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e S est une surface compacte (non nécessairement connexe, et non nécessairement
orientable), dont chaque composante connexe est munie d’un feuilletage mesuré mi-
nimal, et

A est une union finie d’anneaux, feuilletés par des cercles paralleles, et

I" est un graphe métrique fini, feuilleté par les points, et

G est un graphe fini, sans sommet de valence 1, muni du feuilletage vide, et

f:O0SUOAUF — G,ou F C SUAUT est un ensemble fini, est une application
mi-injective en restriction & chaque composante connexe de 95 U JA.

De plus, nous pouvons supposer [BF94, Lemme 4.1] que G est de la forme G = G’ v S*,
et que f induit un homéomorphisme entre 1'une des composantes ¢ de 95 U JA et le
cercle S', et envoie toutes les autres composantes de 9S U OA dans G’. Une composante ¢
pouvant étre décrite de cette maniere est dite inutilisée. Nous mettons en garde le lecteur
que la définition proposée ici dans le contexte de Fy-arbres est légerement différente de
la définition proposée en Annexe E, puisque nous autorisons les composantes de bord
inutilisées a faire partie des anneaux dans A.

Approximations des arbres réels trés petits par des actions simpliciales et
libres. Nous noterons VSLy le sous-espace de PRIN formé des actions minimales, tres
petites et par isométries de Fy sur des arbres réels. Notre objectif est de montrer que
toute action dans V' SLy est approximable par une suite d’actions minimales, libres et
simpliciales.

A. Approximation des actions non géométriques par des actions géométriques.

Nous commencons par approximer les actions non géométriques dans V.SLy par des ac-
tions géométriques dans V.SLy. Ceci est possible grace a un résultat de Levitt et Paulin
[LP97].

Théoréme 1.3. (Levitt-Paulin [LP97], Gaboriau—Levitt [GL95]) Pour tout T € V.SLy,
il existe une suite (T, )nen € VSL% formée d’arbres géométriques, qui converge vers T.

Plus précisément, Levitt et Paulin ont montré que tout Fy-arbre T' minimal et tres
petit peut étre approximé par une suite d’arbres géométriques 7,, minimaux et tres petits,
munis de morphismes d’arbres réels f, : T,, — T (i.e. tout segment de T peut étre sub-
divisé en un nombre fini de sous-segments, en restriction auxquels f, est une isométrie).
Leur idée est la suivante. Soit T" un Fy-arbre minimal et trés petit, et soit A une base
de Fy. Soit K C T un sous-arbre fini de 7', choisi de sorte que K N aK soit non vide
pour tout @ € A. Nous définissons un Fy-systeme d’isométries K sur K, en associant a
tout a € A Iisométrie ¢, donnée par la restriction de l’action de a & A, := a 'K N K.
L’arbre T est alors naturellement muni d’un morphisme vers 7', qui est une isométrie en
restriction & chaque translaté de K dans Tx. Lorsque (K, )nen est une exhaustion de T
par des arbres finis, Levitt et Paulin montrent que la suite d’arbres géométriques T, ainsi
construite converge vers T'. Il découle essentiellement des travaux de Gaboriau et Levitt
[GL95, Corollaire 1.6 et Proposition II.1] que l'exhaustion K, peut étre choisie de sorte
que les arbres Ti, soient minimaux et tres petits (argument est donné en Partie 2.3 de
I’Annexe E).
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NN

FIGURE 1.3 — Rabotage d’'une bande dans une composante exotique.

B. Approximation des actions géométriques par des actions libres et simpliciales.

Il nous reste donc a approximer tout arbre géométrique minimal et trés petit par une
suite d’actions libres et simpliciales dans cvy. Nous argumentons par récurrence sur le
rang N du groupe libre. Le cas ou N = 1 est immédiat. Nous notons également que ’ac-
tion triviale du groupe libre Fjy sur un point est approximée par la suite (T}, )pen € CU%
des arbres de Bass—Serre associés a la rose dont les pétales ont tous une longueur %, et
sont étiquetés par une base de Fl. Soit T' € V.SLy un arbre géométrique, soit K un
F-systeme d’isométries tel que T' = T, et soit ¥ la suspension de K.

B.1 Approximation des composantes exotiques par rabotage.

La premiere étape consiste a approximer les composantes exotiques de 1" par des com-
posantes simpliciales comme dans [Gui98, Partie 7]. Nous présentons la construction de
Guirardel, et envoyons le lecteur a [Gui98] pour des arguments détaillés. Apres avoir effec-
tué un nombre suffisant d’opérations d’élagage sur le systeme d’isométries X, nous trouvons
une bande B dans le 2-complexe feuilleté qui ne rencontre pas les feuilles compactes de .
Nous définissons un nouveau systeme d’isométries s en rabotant cette bande B, c’est-a-
dire en la raccourcissant d’une certaine largeur 4 > 0 a partir de 'une de ses feuilles de
bord, comme cela est représenté sur la Figure 1.3. Soit Ty I’arbre dual associé au systéeme
d’isométries K, qui est tres petit. Guirardel a montré que lorsque § converge vers 0, les
arbres Ty convergent vers I'arbre T'. De plus, il est possible de choisir § > 0 arbitraire-
ment proche de 0, de sorte que dans ’arbre T}, la composante exotique dans laquelle nous
avons effectué le rabotage soit remplacée par des composantes simpliciales et exotiques,
et le nombre de bouts de feuilles singuliéres (i.e. qui rencontrent I’ensemble fini formé
des sommets de K et des extrémités des bases des isométries partielles de K) ait diminué
strictement. En répétant cette construction un nombre fini de fois, nous obtenons donc
une approximation de T par des arbres géométriques ne contenant aucune composante
exotique. Nous remarquons que l'opération de rabotage ne crée pas d’arc a stabilisateur
non trivial dans les arbres Tj.
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FI1GURE 1.4 — Approximation d’une composante minimale de type surface par rabotage a
partir d’'une composante de bord inutilisée.

B.2 Rabotage a partir des courbes de bord inutilisées dans les composantes minimales de
type surface.

En vue de 'argument ci-dessus d’approximation des composantes exotiques, il nous
reste a comprendre le cas des arbres T' € V.S Ly de type surface. Supposons que X contient
une composante minimale dont I'une des courbes de bord ¢ est inutilisée. Comme précé-
demment, nous pouvons approximer S en la rabotant a partir de ¢, ¢’est-a-dire en coupant
le feuilletage le long d’un petit arc transverse a la composante de bord ¢ et au feuille-
tage, comme cela est représenté sur la Figure 1.4. Toutes les demi-feuilles d’un feuilletage
mesuré sur une surface compacte sont denses, donc cette opération de rabotage permet
d’approximer la composante minimale par des composantes simpliciales, sans introduire
d’arc a stabilisateur non trivial.

B.3. L’argument inductif.

Nous nous sommes donc ramenés au cas d’un arbre T' € V.SLy de type surface, tel
qu’aucune composante minimale de ¥ ne contienne de composante de bord inutilisée.
Nous pouvons également supposer 'arbre T non trivial, le cas d’une action triviale ayant
déja été traité. En vue de la description de Bestvina et Feighn des systemes d’isométries
de type surface, soit T' est un arbre simplicial dont toutes les arétes ont un stabilisateur
trivial, soit il existe donc une composante de bord inutilisée dans I'un des anneaux « de
Y. En rabotant ’anneau « a partir de cette composante de bord, nous obtenons une dé-
composition de ’arbre T en un graphe d’actions au-dessus d’un scindement libre de Fy,
voir I'encadré en page 26. En argumentant par récurrence sur le rang du groupe libre, le
Théoreme 1.1 est alors une conséquence du lemme suivant.

Lemme 1.4. Soit T € VSLy un arbre qui se scinde en un graphe d’actions G au-dessus
d’un scindement libre S o une aréte de Fy. Si les sous-arbres minimauz de chacun des
arbres de sommets de T admettent des approrimations par des actions minimales, sim-
pliciales et libres de leur stabilisateur, alors T' admet une approximation par des actions
minimales, simpliciales et libres de Fl.

Le cas intéressant du Lemme 1.4 est en fait celui ou les actions de sommets ne sont
pas minimales, et ont des stabilisateurs d’arcs non triviaux. C’est le cas par exemple dans
la situation décrite ci-dessus ou la composante de bord inutilisée est contenue dans un
anneau. Nous renvoyons également a la Figure 1.5 pour une illustration du cas d’actions
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,—[Interméde (Graphes d’actions) } \

Nous renvoyons le lecteur & [Ser77] pour une introduction a la théorie de Bass—

Serre, notamment a la notion de graphe de groupes et a la terminologie associée.

Un graphe d’actions est la donnée

— d’un graphe métrique de groupes G, et

— d’une action isométrique du groupe de sommet G, sur un arbre réel 7,, (non né-
cessairement minimal, et possiblement réduit a un point) pour chaque sommet
v de G, et

— d’un point d’attache p. € Ty fixé par le groupe i.(Ge) C Gy pour chaque
aréte orientée e de G.

A tout graphe d’actions G pour lequel 71(G) = Fiy est associé un Fy-arbre T(G).

De maniere informelle, 'arbre T'(G) est obtenu a partir de 'arbre de Bass—Serre

de G en attachant de maniere équivariante I’arbre de sommet 7}, au sommet v,

les arétes incidentes étant attachées au point d’attache prescrit. Un Fy-arbre T'

se scinde en graphes d’actions s’il existe un graphe d’actions G tel que T' = T'(G).

Levitt a montré que tout arbre T' € cvy se scinde de maniere unique en un

graphe d’actions, pour lequel les arétes de G sont de longueur strictement positive,

et 'action de tout groupe de sommet G, sur l'arbre T, est a orbites denses

(elle peut étre triviale) [Lev94, Théoreme 5]. Cette décomposition sera appelée la

décomposition canonique de T en graphe d’actions a orbites denses.

AnTA B~ THB
A lA A L B lB B
ATy, e—— uzx : ucB ®B ~TE
(c®) () : (c?) (%)

FIGURE 1.5 — Le graphe d’actions G dans la démonstration du Lemme 1.4.

de sommets non minimales. En particulier, le Lemme 1.4 est crucial pour traiter le cas

d’arbres simpliciaux a stabilisateurs d’arcs non triviaux dans notre preuve du Théoreme
1.1.

Nous décrivons maintenant I’approximation de I’arbre 7" dans le cas ou S est un scin-
dement en produit libre de Fl, de la forme Fy = A * B. Nous renvoyons a la Partie 5 de
I’Annexe E pour un argument plus détaillé, et un traitement du cas d’une extension HNN.
Le graphe d’actions G admet la description suivante, illustrée en Figure 1.5. Soit 74 et T8
les arbres de sommets de G, et u” et u? les points d’attache correspondants. Les arbres T4
et TP ne sont pas nécessairement minimaux, nous notons Tém et T ﬁm leurs sous-arbres
minimaux respectifs. L’arbre T4 T;;lm contient au plus une orbite d’arcs, possiblement
réduits & un point. Quitte & augmenter la longueur de I'aréte de G si nécessaire, nous

pouvons supposer que tout arc non dégénéré de T4 ~ T;;lm a un stabilisateur non trivial,

qui est alors maximalement cyclique.

Supposons que T4 ~ T;;lm contient un arc non dégénéré e = [v4,ul], et notons
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TA
convergence | T A ..
- AT e o u
i »
convergence - A ---------------------- A .
(Ghud) > ANT,e ) <Z‘A>

FIGURE 1.6 — Construction d’une approximation de (T4, u4) par des arbres pointés &
stabilisateurs de points triviaux.

c? son stabilisateur (c’est le cas intéressant de 'argument, nous renvoyons a la Partie 5

de I’Annexe E pour un traitement du cas ot T s’obtient & partir de T ﬁm en ajoutant
uniquement des points dans ’adhérence de T;gm). Comme les stabilisateurs de tripodes
sont triviaux dans 7T, le point v* est un point terminal du sous-arc de Tn‘f‘m fixé par .
Soit w? 'autre extrémité de cet arc, dans le cas ol celui-ci est non dégénéré. Si cet arc
est réduit & un point, nous choisissons pour w? un point quelconque de T distinct de v4.

Soit (T;gm »)JneN une approximation de Té par des actions minimales, libres et sim-

in

pliciales. Soit v,ﬁ‘ et w,‘f des approximations respectives de v? et w? dans T ﬁmn. Nous
pouvons supposer que v;? appartient a 'axe de translation de ¢ dans Tém - Pour tout

n € N, nous définissons un arbre pointé (T4, u2) de la maniere suivante, illustrée en Figure

1.6. Partant de (T4, u?), nous commencons par remplacer 'aréte e par une aréte e® &
stabilisateur trivial (c’est l'inverse de l'opération de pliage consistant & identifier de ma-
niere équivariante I'aréte e avec son translaté par c¢?)

—~A
Trﬁin s v;?) pour obtenir un arbre 7}, , puis plions I’aréte € le long

. Nous remplagons alors (T4, v4)

par son approximation (
de I'axe de ¢? dans T4

min,n dans une direction ne contenant pas wf. Ce pliage identifie u*

avec un point u/* de I'axe de ¢ dans T4 Nous montrons en Partie 5 de I’Annexe E la

min,n’
convergence des arbres pointés (T4, u?) vers I'arbre pointé (T4, u4). En approximant de
méme l'arbre pointé (T3, uP) par une suite d’arbres pointés (.7, u?), et en remplagant
(T A uA) et (TB,uP) par leurs approximations dans le graphe d’actions G, nous obtenons

alors une approximation de 7' (voir [Gui98, Partie 4]). O
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Approximations lipschitziennes.

Lorsque T' € ¢uy est a stabilisateurs d’arcs triviaux, nous pouvons en fait étre plus
précis sur I’approximation obtenue par la construction présentée dans la partie précédente.
Une approzimation lipschitzienne de T est une suite (T}, )nen de Fy-arbres T, convergeant
vers T', telle que pour tout n € N, il existe une application 1-lipschitzienne F-équivariante
fn T — T. Le théoréme suivant fait ’'objet de la Partie 3.2 de ’Annexe A, ainsi que de
la Partie 5 de ’Annexe E.

Théoréme 1.5.]

Un arbre T' € coy admet une approximation lipschitzienne par des arbres dans
cuy sl et seulement si T est a stabilisateurs d’arcs triviaux.

L’existence d’approximations lipschitziennes pour les arbres a stabilisateurs d’arcs tri-
viaux s’est avérée cruciale a plusieurs reprises dans notre travail. Nous 1’utilisons pour
établir notre description du défaut de rigidité spectrale de ’ensemble des éléments primi-
tifs de Fy dans ¢uy (voir le Chapitre 2). Elle intervient également dans nos arguments
menant a la description du bord de Gromov du graphe des scindements cycliques de Fl.

Propriétés métriques de I’outre-espace.

L’outre-espace est muni d’une distance asymétrique (i.e. elle vérifie axiome de sé-
paration et I'inégalité triangulaire, mais pas 'axiome de symétrie) : la distance d(T,T")
entre deux arbres simpliciaux métriques est définie comme le logarithme de la plus petite
constante de Lipschitz d’une application Fy-équivariante du représentant de covolume 1
de T vers le représentant de covolume 1 de T”. L’action de Out(Fy) sur CVy se fait par
isométries pour la distance d. L’étude systématique de la distance de Lipschitz sur C'Vy
(analogue & la distance asymétrique de Thurston [Thu98] sur les espaces de Teichmiiller) a
été initiée par Francaviglia et Martino dans [FM11b]. Mentionnons au passage les travaux
de Meinert [Meild] et de Francaviglia et Martino [FM14] qui généralisent cette distance
asymétrique a des espaces de déformation plus généraux.

Un théoreme attribué a White donne une caractérisation alternative de cette distance.
Avant de ’énoncer, nous introduisons un peu de terminologie. Soit T' € CVy. Un élément
g € Fy est un candidat dans T si son axe de translation dans T' se projette en un lacet
dans le graphe quotient X :=T/Fy qui est

e soit un cercle plongé dans X,

e soit un bouquet de deux cercles, i.e. v est de la forme v = 717y, ol 71 et 5 sont
deux cercles plongés dans X qui se rencontrent en un unique point,

e soit un graphe en halteres, i.e. v est de la forme v = y1evy9€, ou 1 et y2 sont deux
cercles plongés dans X qui ne se rencontrent pas, et e est un chemin plongé dans X
qui rencontre 7y; et 2 uniquement en leur origine (et € désigne le chemin e parcouru
en sens inverse).

En particulier, les candidats dans T' sont des éléments primitifs de Fy, i.e. ils font partie
d’une base de Fly. Ceci peut se voir en remarquant qu’un lacet qui représente un candidat
croise I'une des arétes du graphe quotient au plus une fois, voir le Lemme 1.12 de I’Annexe

A.
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Théoréme 1.6. (White, voir [FM11b, Proposition 3.15] ou [AK11, Proposition 2.3]) Pour
tous T,T" € CVy, nous avons

d(T,T") =log sup ||g||T/,
geFn~fe} 19T

ouT et T' sont identifiés a leurs représentants de covolume 1. De plus, le supremum est
atteint en un élément (primitif) de Fy qui est un candidat dans T .

En particulier, puisque '’ensemble des éléments de Fy qui sont des candidats dans T'
est fini, le théoreme de White donne un moyen explicite de calculer la distance entre deux
points de C'Viy.

Mesures de longueurs.

Nous énoncons maintenant un théoreme du a Guirardel, qui donne un autre point de
vue sur la finitude de la dimension de CVy. Soit T' € @y un arbre & orbites denses. Une
mesure de longueur invariante sur T' est la donnée pour tout segment I C T' d’une mesure
borélienne finie p; sur I, de sorte que pour tous segments J C I, nous ayons py = (@ 1)| T
et pour tout segment I C T, et tout g € Fiy, nous ayons jiyr = (g)7)«ft1, voir [Pau95|. Soit
M(T') 'ensemble des mesures non atomiques sur 7. Une mesure de longueur p € Mg (T)
est ergodique si tout ensemble mesurable Fiy-invariant £ C T est soit de p-mesure nulle,
soit de p-mesure pleine (i.e. pour tout segment I C T, nous avons soit ur(EN1I) = 0, soit
w(CENT) =0).

Théoréme 1.7. (Guirardel [Gui00, Corollaire 5.3]) Pour tout T € Cuy a orbites denses,
lensemble My(T') est convexe et de dimension finie. De plus, l'arbre T posséde au plus
3N —4 mesures ergodiques non atomiques a homothétie preés, et toute mesure dans Mo(T)
est somme de mesures ergodiques.

1.2 L’espace des courants et les laminations algébriques

L’espace des courants.

L’étude des courants géodésiques sur Fl, initiée par Kapovich dans [Kap05, Kap06],
est motivée par la notion analogue pour les espaces de Teichmiiller, étudiée par Bonahon
dans [Bon88|.

Soit 0?Fy := OFy x OFn ~ A, ou A désigne la diagonale de 9Fy x OFy. Soit i :
O0Fn x OFy linvolution qui échange les facteurs. Un courant géodésique est une mesure
borélienne sur 0> Fy qui est Fy-invariante, invariante par ¢, et finie sur les sous-ensembles
compacts de 8?Fy. Nous notons Curry espace des courants géodésiques sur Fy, que
nous munissons de la topologie faible-x, et PCurry 'espace des classes d’homothétie de
courants géodésiques.

Le groupe Out(Fy) agit sur les espaces Curry et PCurry, de la maniére suivante.
Etant donné un borélien S C 9?Fy, un élément ® € Out(Fn), et un courant n € Curry,
'action est donnée par ®(n)(S) := n(¢~1(9)), ol ¢ € Aut(Fy) est un représentant de
®. La encore, le lecteur vérifiera que cette définition est indépendante des choix effectués,
et définit une action (& gauche) du groupe Out(Fy) sur l'espace Curry, voir [Kap06,
Proposition 2.15].

Etant donné g € Fy, nous posons g~ = limy y4009" ", et g = limy 5400 g™
Un élément g € Fi est une puissance s’il existe h € Fy et k € Z ~ {—1,0,1} tels que

[e%¢) —+00
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g = h*. A tout élément g € Fn est associé un courant rationnel [g], définit comme suit.
Lorsque g n’est pas une puissance, nous définissons [¢](S) comme le nombre de translatés
de (g7°°, g7>°) contenus dans S, pour tout borélien S C 9% Fly, voir [Kap06, Définition 5.1].
Lorsque h = g*, nous posons [h] := k[g]. L’ensemble des multiples scalaires de courants
rationnels est dense dans Curry [Kap05, Corollaire 3.5].

L’action de Out(Fy) sur PCurry n’est pas minimale, mais il existe un unique sous-
ensemble fermé et Out(Fy)-invariant minimal PMy C PCurry, qui est 'adhérence de
I'ensemble des courants rationnels associés & des éléments primitifs de Fy [KL0O7, Théoréme
B] (nous rappelons qu'un élément de Fy est primitif s’il fait partie d’une base de Fy).
Nous noterons My le relevé a Curry de 'espace PMy.

Kapovich et Lustig ont montré dans [KL09] Pexistence d’une unique forme d’intersec-
tion continue (.,.) : coy X Curry — R4 qui soit R-homogene en la premiere coordonnée
et R -linéaire en la seconde, et telle que pour tout T' € coy et tout g € Fy ~ {e}, nous
ayons (T, [g]) = ||g||T- Ceci permet de réinterpréter le Théoreme 1.6 en termes de courants
de la maniere suivante.

Théoréme 1.8. Pour tous T,T" € CVy, nous avons
/

T',m)
d(T,T") =log sup .
neCurry <Ta 77>

Etant donné T' € coy et n € Curry, nous dirons que 1 est dual & T si (T,n) = 0.
Coulbois et Hilion ont montré dans [CH14] que si action de F sur 'arbre T est libre
et a orbites denses, alors ’ensemble des courants projectifs duaux a 7' est un simplexe
de dimension inférieure a 3N — 6. Ce résultat peut étre vu comme une version duale du
Théoreme 1.7. Les courants ergodiques sont les points extrémaux de Curry.

Théoréme 1.9. (Coulbois—Hilion [CH14, Théoréme 1.1]) Soit T un arbre réel muni d’une
action libre, minimale et par isométries de F, qui est a orbites denses. Alors ’ensemble
des courants projectifs duaux o T contient au plus 3N — 5 classes projectives de courants
ergodiques.

Laminations algébriques.

Une lamination algébrique est un sous-ensemble non vide, fermé, Fy-invariant et i-
invariant de 0%°Fy. Par exemple, le support d’un courant géodésique est une lamination
algébrique. Soit T' € coy. Pour tout € > 0, soit

Le(T) :=A{(g7>, g7)lllgllr < €}

Alors
L(T) == () Le(T)

e>0

est une lamination algébrique, appelée la lamination algébrique duale a ’arbre T'. Nous ren-
voyons le lecteur a [CHL08a, CHLO8b, CHLO08c| pour une étude détaillée des laminations
algébriques.



Chapitre 2

La compactification primitive de
I’outre-espace

Dans ce chapitre, nous définissons et décrivons une autre compactification de C'Vy, que
nous appelons la compactification primitive de C'Vy, obtenue en restreignant les fonctions
longueurs de translation aux éléments primitifs de Fjy dans la construction de Culler et
Morgan. Notre motivation pour introduire cette nouvelle compactification vient de notre
description de ’horofrontiere de ’outre-espace, elle-méme motivée par I’étude des marches
aléatoires sur CVy (voir le Chapitre 5). En effet, nous montrerons que la compactification
de C'Vy par horofonctions est isomorphe a la compactification primitive (Théoreme 5.2).

Nous commencgons par analyser le défaut de rigidité spectrale de ’ensemble Py des
éléments primitifs de Fy dans ¢oy. Autrement dit, nous allons répondre & la question
suivante.

Question.

A quelle condition deux arbres T, T’ € ¢y ont-ils mémes fonctions longueurs de
translation en restriction aux éléments primitifs de Fy 7

Cette question apparait dans [CFKM12, Probléeme 6.1]. Lorsque N = 2, Carette, Fran-
caviglia, Kapovich et Martino donnent un exemple, qu’ils attribuent a Tao, d’arbres de ¢vy
avec les mémes fonctions longueurs de translation en restriction a P, [CFKM12, Exemple
6.2]. En conséquence du théoreme de White rappelé au chapitre précédent (Théoreme
1.6), Carette, Francaviglia, Kapovich et Martino montrent que I’ensemble Py est spectra-
lement rigide dans cvy, i.e. deux arbres de cvy qui ont les mémes fonctions longueurs de
translation en restriction aux éléments primitifs de Fy sont égaux.

Théoréme 2.1. (Carette—Francaviglia—Kapovich—Martino [CFKM12, Théoréme 3.4]) Soit
T,T" € CVy. Siles familles (||g||7)gery €t (||g]l17)gery sont projectivement égales, alors
T=T.

L’idée de leur démonstration consiste & remarquer que, sous I’hypothese que les familles
(IlgllT")gern €t (1lgllT)gepy sont projectivement égales, le théoreme de White entraine que

d(T, T") = —d(T",T), puisque le rapport % est constant sur Py. Ceci entraine que
T=T".

31
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FIGURE 2.1 — L’arbre T est obtenu par tirage a partir de T.

2.1 Tiroirs-équivalence et défaut de rigidité spectrale de Py
dans coy

Afin de décrire le défaut de rigidité spectrale de Py dans ¢vy, nous introduisons le
concept de tiroirs-équivalence entre arbres de coy. Un facteur libre de Fy est un sous-
groupe A C Fy tel qu’il existe un sous-groupe B C F pour lequel nous avons la décom-
position en produit libre Fiy = A x B. Nous rappelons qu'un élément g € Fy est primitif
'l fait partie d’'une base de Fy. Il est simple s’il appartient a un facteur libre propre
de Fx. Nous dirons que deux arbres T, T" € cuy sont primitifs-équivalents (resp. simples-
équivalents) si pour tout élément primitif (resp. simple) g € Fi, nous avons ||g||7 = ||g]|7-
Nous introduisons maintenant une troisieme relation d’équivalence sur ¢vy, que nous appe-
lons la tiroirs-équivalence, qui va nous fournir la caractérisation souhaitée. Nous renvoyons
a Pencadré en page 26 pour un rappel de la notion de graphe d’actions. La définition sui-
vante est illustrée en Figure 2.1.

Définition 2.2. Soit T, T e con. L’arbre T est obtenu par tirage a partir de T s’il existe
e une aréte e a stabilisateur trivial dans T\, dont nous appelons vy et vy les extrémités,
et
e pour tout i € {1,2}, un sous-segment J; C e contenant v; (qui peut étre réduit a un
point), de sorte que Jy N Jo contienne au plus un point, et
e pour tout i € {1,2} pour lequel J; est non dégénéré, un élément g; appartenant au
stabilisateur de v; dans f, qui n’est pas une puissance,
de sorte que T soit le quotient de T obtenu en identifiant de maniére Fy-équivariante J;
avec g;J; pour tout i € {1,2}.

Nous dirons aussi que T' est obtenu a partir de T en tirant les éléments g; le long de
l'aréte e a partir des extrémités v;.

Définition 2.3. Soit T,T € coy. L’arbre T est obtenu par tirage non simple a partir
de T si T est obtenu par tirage de T et, avec les notations ci-dessus, ’aréte e se projette
sur une aréte non séparante du graphe sous-jacent a la décomposition canonique de T en
graphe d’actions a orbites denses, et ni g1 ni go n’appartient & un facteur libre de rang
N —2 de Fy.

Définition 2.4. Deuzx arbres T,T' € coy sont tiroirs-équivalents si T' = T", ou s’il existe
T € coy tel que T et T soient tous deux obtenus par tirage non simple a partir de T.

Remarquons que l’arbre T apparaissant dans la Définition 2.4 contient au plus une
orbite d’arétes a stabilisateur trivial, sinon 1’élément tiré serait contenu dans un facteur
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FIGURE 2.2 — Une famille d’arbres tiroirs-équivalents dans ¢vs.

libre de rang N — 2 de Fy. Le fait que la tiroirs-équivalence est bien une relation d’équiva-
lence sur cuy est démontré au Lemme 2.2 de ’Annexe A. L’idée de notre démonstration
consiste a remarquer que si 7" est obtenu par tirage non simple a partir de deux arbres T 1
et T2, alors les arbres T1 et T2 sont tous deux obtenus par tirage non simple d’un arbre
T et les éléments tirés pour passer de T aux arbres T1, T2 et T sont les mémes. Cette
remarque est une conséquence de la description donnée dans les deux parties ci-apres de
I'opération de tirage non simple. Il en découle alors facilement que la tiroirs-équivalence
est une relation d’équivalence.

~ Théoreme 2.5. ) N

Soit T, T" € cvy. Les affirmations suivantes sont équivalentes.
— Les arbres T et T” sont primitifs-équivalents.

— Les arbres T' et T" sont simples-équivalents.

— Les arbres T et T” sont tiroirs-équivalents.

Remarquons que ces relations d’équivalence induisent aussi des relations d’équivalence
sur le projectifié CVy : deux arbres T, T" € CVy sont primitifs-équivalents si les fonctions
longueurs (||g||7)gery €t (||g]|77)gepy sont projectivement égales. La démonstration du
Théoreme 2.5 fait I’'objet de ’Annexe A. Dans les parties qui suivent, nous donnons une
description de la tiroirs-équivalence, ainsi que quelques exemples. Nous donnons également
une idée de la démonstration du Théoréme 2.5 dans le cas ou les arbres T et 7" sont &
stabilisateurs d’arcs triviaux. Ceci inclut le cas des actions libres et simpliciales, et le cas
opposé des actions a orbites denses.

2.2 Description de la tiroirs-équivalence lorsque N = 2

Plagons nous dans le cas ou NV = 2. La discussion ci-apres est illustrée dans les Figures
2.2 a24. Soit T, T e vz, de sorte que T soit obtenu a partir de T par tirage non simple.
Nous supposons que les arbres T et T ne sont pas tous deux obtenus par tirage non simple
a partir d’'un arbre T # T € v3. Dans ce cas, l'arbre T est l'arbre de Bass-Serre d'un
scindement libre de la forme F» = (a)*, ol a est un élément primitif de F5, et T" est obtenu
par tirage de I’élément a, comme cela est représenté en Figure 2.2.

Culler et Vogtmann ont donné dans [CV91] une description explicite de C'V5. Les arbres
simpliciaux dans C'V, sont les arbres de Bass-Serre des scindements de F, représentés en
Figure 2.3, et les arbres non simpliciaux sont duaux a des laminations mesurées aration-
nelles sur une surface compacte orientable de genre 1 ayant une composante de bord. En



34  CHAPITRE 2. LA COMPACTIFICATION PRIMITIVE DE L’OUTRE-ESPACE

O LD OO

’ Q O@ ’ O@ (@) () I
(a) (a) {a,bab™1)

FIGURE 2.3 — Arbres simpliciaux dans ¢vs.

notant ~ la relation de primitifs-équivalence sur CVa, le quotient CVa/ ~ est obtenu en
écrasant dans CVa les segments représentés en pointillés sur la Figure 2.4, qui corres-
pondent aux pliages décrits ci-dessus et représentés en Figure 2.2. L’espace quotient ainsi
obtenu, homéomorphe a un disque sur lequel se dressent des triangles, est représenté en
Figure 2.5.

2.3 Description de la tiroirs-équivalence lorsque N > 3

Nous donnons une interprétation de la notion de tirage non simple en termes de graphes
d’actions dans le cas ou N > 3. Soit T ¢ cuy un arbre ayant exactement une orbite d’arétes
e a stabilisateur trivial, et soit T" # T un arbre obtenu par tirage non simple de T. Nous
supposons que les arbres T et T ne sont pas tous les deux obtenus a partir d’'un méme
arbre T #* T par tirage non simple des mémes éléments de F. L’arbre T se scinde en un
graphe d’actions ayant

— un unique sommet, pour lequel 'arbre de sommet correspondant est un A-arbre Tg

(pas forcément minimal), pour un certain facteur libre A de rang N — 1 de Fy, et

— une unique aréte, qui est non séparante et dont le stabilisateur est trivial.

Puisque N > 3, le groupe A n’est pas cyclique, donc il fixe au plus un point dans T.
Le sous-arbre minimal Té”m pour 'action de A sur Tj est donc bien défini. L’arbre Ty est
obtenu a partir de Tomm en ajoutant des points de la complétion métrique de Ténm, ainsi
qu’au plus deux orbites d’arétes simpliciales. Les sommets de valence 1 de ces arétes dans
Ty sont des points d’attache de e dans T. (En fait, il découle de la description ci-dessous
que Ty ~ T(’]m” contient au plus une orbite d’arétes simpliciales).

Premier cas (représenté en Figure 2.6) : L’arbre Tj est minimal, ou plus généralement
Ty est obtenu a partir de Témn en ajoutant des points dans le complété métrique de Ty,
mais sans ajouter d’aréte simpliciale.

Dans ce cas, ’arbre T est obtenu a partir de T en tirant un élément de A qui n’est contenu
dans aucun facteur libre propre de A, & chacune des extrémités de e.

Deuziéme cas (représenté en Figure 2.7) : L’ensemble Tj . T¢™" contient une aréte sim-
pliciale ¢’ dont le stabilisateur (g) n’est contenu dans aucun facteur libre propre de A.

Dans ce cas, le sommet de € qui est de valence 1 dans Tp se projette en un sommet de
valence au moins 3 dans la décomposition de T en graphe d’actions a orbites denses. En
effet, sinon, ’arbre T serait obtenu a partir d’'un arbre 7" en tirant g le long de 'aréte e, ce
qui contredirait I’hypothese faite sur T. Nous sommes donc dans la situation representee
sur la Figure 2.7, et T" est obtenu par tirage de I’élément g le long de I'aréte e. Les stabili-
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FIGURE 2.4 — Le quotient C'V,/~ est obtenu en écrasant les segments en pointillés.
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FIGURE 2.5 — Représentation de I'espace quotient C'Va/~.
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FIGURE 2.6 — La situation dans le premier cas.
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FIGURE 2.7 — La situation dans le deuxiéme cas.

sateurs de tripodes de T' étant triviaux, ce tirage ne peut se faire qu’a partir de 'une des
extrémités de ’aréte e.

Troisiéme cas (représenté en Figure 2.8) : L'ensemble Tp \ Tg™™ contient une aréte sim-
pliciale, et tout stabilisateur d’une aréte dans Ty Tomm est non trivial, et contenu dans
un facteur libre propre d’un conjugué de A.

Dans ce cas, aucun tirage non simple ne peut se faire a partir d’'un sommet de valence
1 de Tp. Il y a donc exactement une orbite d’arétes simpliciales dans Ty ~ Tomm dont le
stabilisateur est engendré par un élément simple de A. L’arbre T est obtenu par tirage
non simple a partir de 'extrémité de ’aréte e qui n’est pas le sommet de valence 1 de Tj.
Quatriéme cas : L’ensemble Ty Té”i" contient une aréte simpliciale ¢’ & stabilisateur
trivial.

Nous allons montrer que ce dernier cas est en fait impossible. En effet, comme dans le
deuxieéme cas, I'une des extrémités de €’ doit étre de valence 3 dans T\, mais alors aucun
tirage non simple ne peut étre réalisé dans T.

2.4 Quelques exemples

Donnons maintenant quelques exemples explicites d’arbres tiroirs-équivalents.

Ezemple 2.6. (voir Figure 2.9) La Figure 2.9 donne des exemples d’arbres simpliciaux qui
sont tiroirs-équivalents. Supposons que N > 3. Soit A un facteur libre de Fx de rang
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FIGURE 2.9 — Exemples d’arbres simpliciaux tiroirs-équivalents.

N —1.

Dans le premier exemple, l’arbreAf est 'arbre de Bass—Serre du scindement Fy = Ax.
Tous les arbres obtenus a partir de T" en tirant des éléments g; et go qui ne sont contenus
dans aucun facteur libre propre de A sont tiroirs-équivalents. Ainsi, nous avons construit
une union de simplexes de dimension 2 dans ¢cvy qui contiennent tous ’arbre T dans leur
adhérence, formée d’arbres qui sont tiroirs-équivalents.

Dans le second exemple, I’arbre T' est obtenu a partir de T en tirant I'élément g, qui
ne fait partie d’aucun facteur libre propre de A. On obtient ainsi un segment dans oy
formé d’arbres tiroirs-équivalents.

Ezemple 2.7. (voir Figure 2.10) Nous donnons maintenant des exemples d’arbres non
simpliciaux qui sont tiroirs-équivalents. Soit S une surface compacte orientable ayant une
unique composante de bord, de groupe fondamental F_1, et soit Ty_1 un arbre dual a un
feuilletage sur S. La composante de bord de S représente une classe de conjugaison g de
Fn_1 qui n’est contenue dans aucun facteur libre propre de Fy_1, et qui fixe 'orbite d’un
point  dans T_1. Considérons le Fy-graphe d’actions dont I'unique arbre de sommet
est Ty_1, et qui contient une unique aréte e a stabilisateur trivial, attachée a 'arbre T _1
au point z a 'une au moins de ses extrémités. Nous formons alors une famille d’arbres
tiroirs-équivalents dans ¢vy en pliant e le long du translaté ge de maniere Fy-équivariante.
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FIGURE 2.10 — Exemple d’arbres non simpliciaux tiroirs-équivalents.

Ezemple 2.8. Nous présentons maintenant un procédé itératif qui permet de construire
des familles d’arbres tiroirs-équivalents en tout rang. Soit Y un Fx_j-arbre minimal qui
contient un point x dont le stabilisateur n’est contenu dans aucun facteur libre propre
de Fny_1. Considérons 'arbre T dual a un graphe d’actions ayant Y pour unique arbre
de sommet, et attachons une aréte e a stabilisateur trivial, dont les deux extrémités sont
attachées en des points de 'orbite de x dans Y. En pliant totalement I'aréte e le long d’un
translaté ge, ou I’élément g n’est contenu dans aucun facteur libre propre de Fy_1, de
maniere équivariante, nous obtenons un arbre 77, qui est tiroirs-équivalent & T'. Cet arbre
T’ contient une orbite de points dont le stabilisateur n’est contenu dans aucun facteur
libre propre de Fy. Il peut donc servir de nouvel arbre Y pour construire des arbres
tiroirs-équivalents dans cony1.

Remarque 2.9. En fait, il résulte de notre preuve du Théoreme 2.5 que si la classe de
tiroirs-équivalence d’un arbre dans cvy est non triviale, alors cet arbre est simplicial ou
dual & un complexe feuilleté dont toutes les composantes minimales sont duales a des
feuilletages sur des surfaces (voir la Remarque 3.12 de I’Annexe A).

2.5 La compactification primitive de C'Vy

Le Théoreme 2.5 donne une description d’une nouvelle compactification de C'Vy, obte-
nue par restriction aux éléments primitifs de Fiy des fonctions longueurs de translation dans
la construction de Culler et Morgan. Nous noterons ~ la relation de primitifs-équivalence
introduite ci-dessus.

Théoréme 2.10. L’application iprym : CVN — PRPN | obtenue par restriction des fonc-
tions longueurs de translation auzx éléments primitifs de Fy, est un homéomorphisme sur
son image. L’adhérence de son image est compacte, et homéomorphe ¢ CVy/~ par un
unique homéomorphisme Oul(Fy)-équivariant égal a l'identité en restriction a CVy.

Démonstration. La continuité de iy, découle de celle de 4, et son injectivité provient du
Théoreme 2.1. Pour montrer que %y, est un homéomorphisme sur son image, il reste a
vérifier que si une suite d’arbres (7),)nen € C’—VNN sort de tout compact de CVy, et si
T € CVy, alors la suite (iprim(Th))neN De converge pas Vers ipyin,(1'). Par compacité de
CVy, quitte & extraire, nous pouvons supposer que la suite (T}, )nen converge vers un arbre
T € CVy, et To, € OCVy puisque la suite (T),)nen sort de tout compact de CVy. Le
Théoreme 2.5 entraine alors que ippim(Too) 7 iprim(T") (o1t nous étendons naturellement la
définition de iprim & Tt ), ce qui donne la conclusion souhaitée.

Pour montrer la compacité de ippim(CVy), nous remarquons dans un premier temps
que si & € iprim (CVn), alors par compacité de i(CVy), il existe un arbre T' € CVy dont
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les longueurs de translation d’éléments de Py sont données par &. Il résulte de cette

oLz Yt TN . 71\] N
observation et de la compacité de i(C'Vy) que toute suite (1}, )nen € iprim(CVy) possede
une valeur d’adhérence, obtenue en restreignant a Py la fonction longueurs de translation

d’une valeur d’adhérence d’une suite de relevés T, € CVy.

Enfin, l'application %y, s’étend en une application continue et bijective entre les

espaces compacts C'Vy /~ et iprim(CVy), et donc en un homéomorphisme entre ces espaces,
qui est Out(Fy)-équivariant et égal a 'identité sur C'Vy par construction. U

Notons CVNpmm I’adhérence de I'image de iy, dans PRP~. Le Théoreme 2.10 assure

que c’est une compactification de C'Vy, que nous appelons la compactification primitive.

2.6 Idée de la démonstration du Théoréme 2.5

Nous avons vu que la rigidité spectrale de Py dans CVy (Théoreme 2.1) se déduit du
théoreme de White (Théoreme 1.6). Afin d’étudier la question de la rigidité de Py dans
C'Vi, nous étendons le théoreme de White au cas général d’arbres T,T" € ¢y. L’extension
au cas out T est un arbre simplicial métrique est due & Algom-Kfir [AK13, Proposition 4.5]
dans le cadre de son étude de la complétion métrique de I'outre-espace (Algom-Kfir énonce
ce résultat dans le cas ott T est un arbre de la complétion métrique de CVy). Etant donné
T, T’ € coy, nous notons Lip(T,T”) la borne inférieure d’une constante de Lipschitz d’une
application Fy-équivariante de T vers le complété métrique 177 de T’ (s’il n’existe pas de
tellle application, nous posons Lip(T,T") = 4+00). Nous prenons comme conventions 8 =0
et 5 = +oo.

Théoréme 2.11.]

llgl| 7
gl *

Pour tous 7', 7" € ¢oy, nous avons Lip(7,T") = supycp, « fe}

Le Théoreme 2.11 répond a une question d’Algom-Kfir [AK13, Question 4.6]. Sa dé-
monstration fait I'objet des Parties 5 et 6 de I’Annexe A. Remarquons qu’en général, il est
nécessaire de passer a la complétion métrique de 'arbre T” dans la définition de Lip(T,T").
Des que N > 3, nous pouvons en effet trouver des arbres T, 7" € coy pour lesquels il existe
une application lipschitzienne Fiy-équivariante de T vers T’, mais aucune telle application
de T vers T”. Nous remarquons également que dans le cas général, la borne inférieure dans
la définition de Lip(T,T") est toujours atteinte, mais la borne supérieure dans le membre
de droite de I’égalité énoncée au Théoreme 2.11 ne l'est pas forcément. Nous renvoyons a
la Partie 6.1 de ’Annexe A pour des exemples et une discussion plus détaillée de ces faits.

Nous nous proposons maintenant d’esquisser une démonstration des Théoremes 2.11
et 2.5 dans le ou 'arbre T est & stabilisateurs d’arcs triviaux. Ceci couvre en particulier
le cas des arbres a orbites denses. Nous commencerons par traiter le cas classique ou
T € cun est une action simpliciale et libre. Dans le cas général, 'arbre T se scinde en un
graphe d’actions & orbites denses (voir I'encadré en page 26), et il s’agit alors d’étendre les
techniques décrites ci-dessous pour pouvoir traiter du cas ou T contient a la fois des parties
a orbites denses et des parties simpliciales, avec des stabilisateurs d’arcs qui peuvent étre
non triviaux. Nous allons en fait montrer les résultats (plus précis) suivants.

Théoréme 2.12. Soit T, T’ € cun. Si T est a stabilisateurs d’arcs triviaux, alors



40  CHAPITRE 2. LA COMPACTIFICATION PRIMITIVE DE L’OUTRE-ESPACE

LT, 1) — sup J0llz _ o Nl
s lollr ~ gy Ilgllr

Théoréme 2.13. Soit T, T' € con. Supposons que les arbres T et T' soient a stabilisateurs
d’arcs triviauz. Si ||g||7 = ||g||7 pour tout g € Py, alors T =1T'.

Schéma de démonstration du Théoréme 2.12 dans le cas ou T € cvy est
une action simpliciale et libre.

Dans ce cas, 'argument est classique et du a White, voir aussi [AK13, Proposition
4.5]. Commengons par remarquer que 'inégalité ||g||7» < Lip(T,T")||g||r est toujours
satisfaite pour tout ¢ € Fy. Un argument de type Arzela—Ascoli permet également de
montrer P'existence d'une application Fy-équivariante f : T — T’ dont la constante de
Lipschitz est égale & Lip(T,T"). Nous pouvons supposer en outre que cette application
est linéaire en restriction a chaque aréte de T', et que le sous-ensemble X des arétes de
T dont la longueur est multipliée par Lip(7,7") par l'application f est minimal pour
I'inclusion (parmi les applications réalisant la constante de Lipschitz). Nous remarquons
alors que de chaque sommet de X partent au moins deux arétes contenues dans X, dont
les images par f n’ont pas de segment initial commun. Sinon, en perturbant légerement la
définition de f en un tel sommet, nous obtiendrions une nouvelle application f’ vérifiant
soit Lip(f’) < Lip(f), soit X’ & X. Cette remarque permet de construire dans le graphe
quotient T'/F un lacet v contenu dans X/Fx dont tous les tournants sont légaur, i.e. les
images par f de deux arétes consécutives de v n’ont pas de segment initial commun. La
longueur de translation de tout élément de Fiy représenté par un tel lacet est multipliée
par Lip(T,T") en appliquant f, ce qui termine la preuve du Théoréme 2.11 dans le cas ou
T € cupn.

Le lacet v peut en fait étre choisi de sorte que I'une des arétes du graphe T'/Fy soit
parcourue au plus une fois par 7, et I’élément g € Fy que nous obtenons est alors primitif.
Le Théoreme 2.11 se précise donc en le Théoreme 2.12. L’argument présenté ci-dessus se
généralise en fait au cas ou T est simplicial, voir par exemple [AK13, Proposition 4.5].

Schéma de démonstration du Théoréme 2.12 dans le cas général.

Nous proposons maintenant une esquisse de démonstration du Théoreme 2.12. Soit
T,T'" € coy. Supposons que I'arbre T est & stabilisateurs d’arcs triviaux. Le Théoréme 1.5
nous fournit une approximation lipschitzienne de T' par des arbres simpliciaux libres T,
et nous avons alors

. N gl
Lip(T,,,T") = SUPgepy g ;n
< s allrr lgllr
= SUPgePw Tigllr SUPgePN Tigllz,

g/l
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ou la premiere égalité découle du cas ou T}, € cvy, et la derniere inégalité découle du
caractere lipschitzien de ’approximation de T' choisie. L’extension du théoreme de White
s’en déduit par passage a la limite en utilisant le théoréeme suivant, qui fait 'objet de la
Partie 4 de I’Annexe A.
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Théoréme 2.14. Soit T et T' deuz Fy-arbres trés petits. Soit (Ty,)nen (resp. (T),)nen)
une suite de Fy-arbres convergeant vers T (resp. T'), et soit (My)nen une suite de
réels, telle que M = liminf,,_, | M, < 4+00. Supposons que pour tout n € N, il existe
une application M, -lipschitzienne Fn-équivariante f, : T,, — T),. Alors il existe une
application M -lipschitzienne Fy-équivariante f : T — T', ou T’ désigne le complété
métrique de T".

Notre preuve du Théoreme 2.14 utilise la théorie des ultralimites d’espaces métriques.

Etant donné un ultrafiltre non principal w sur N, Iidée est de trouver une suite (py)nen €
[T, pour laquelle la suite des espaces métriques pointés (T}, P, )nen converge (au sens de
w) vers un Fy-arbre complet T, qui contient une copie isométrique plongée de T' (et donc
de T). En prenant l'ultralimite des applications f,,, nous obtenons alors une application
M-lipschitzienne Fy-équivariante f,, : T,, — T,,. L’application f recherchée est obtenue en
précomposant f,, par l'inclusion de T' dans T,,, et en la postcomposant par la projection
de T! vers T'.
Remarque 2.15. Lorsqu’aucune hypothése n’est faite sur les applications f,, il est nécessaire
en général de postcomposer par I’application de projection de 77, vers T”. Nous ne savons
pas si cela est nécessaire dans le cas ol les arbres 7, sont minimaux, et chacune des
applications f, est optimale au sens ol en chaque point x € T, il existe deux directions
dans T issues de x dont les f,-images sont distinctes.

Schéma de la démonstration du Théoréme 2.13.
Par hypothese, nous avons

R [
- )
st Nl ~ g lgllr

et en utilisant le Théoreme 2.12, nous avons donc ||g||77 = ||g||r pour tout g € Fy.
Le Théoreme 2.13 est alors une conséquence du théoreme de Culler et Morgan [CM87,
Théoreme 3.7].






Chapitre 3

Complexes hyperboliques

Nous présentons maintenant des actions de Out(Fy) sur des complexes simpliciaux
hyperboliques, définis par analogie avec le complexe des courbes d’une surface compacte
orientable, dont nous rappelons la définition en guise de motivation.

Soit S une surface compacte orientable. Une courbe fermée simple sur S est 'image
d’un plongement du cercle dans S. Elle est essentielle si elle ne borde pas de disque sur
S, et n’est pas homotope a une composante de bord de S. Le compleze des courbes C(5),
introduit par Harvey dans [Har80], est le complexe simplicial dont les sommets sont les
classes d’isotopie de courbes fermées simples essentielles sur S, et dont les k-simplexes sont
donnés plus généralement par les collections de k + 1 classes d’isotopie de courbes fermées
simples essentielles pouvant étre réalisées de maniere disjointe dans S.

Le complexe des courbes C(S), muni de la distance simpliciale, est un complexe sim-
plicial connexe, de dimension finie, de diametre infini [Kob88]. Il n’est pas localement fini,
puisque dans le complémentaire d’une courbe sur .S, on peut en général trouver une infinité
de courbes deux a deux non isotopes. Le groupe modulaire Mod(S) agit naturellement sur
C(S) par automorphismes simpliciaux, et Ivanov a montré dans [Iva97] que Mod(.S) est un
sous-groupe d’indice 2 du groupe des automorphismes simpliciaux de C(S). Harer a mon-
tré que le complexe des courbes a le type d’homotopie d’un bouquet de spheres dans son
étude sur la dimension cohomologique virtuelle de Mod(S) [Har86]. Enfin, le résultat fon-
damental a été la preuve par Masur et Minsky de I’hyperbolicité (au sens de Gromov) du
complexe des courbes C(.S) [MM99], qui a été un point de départ pour une étude fructueuse
de la géométrie de ce complexe, en vue d’étudier le groupe modulaire Mod(S). D’autres
démonstrations de I'hyperbolicité de C(S) ont été proposées depuis [Bow06, HamO07], les
plus récentes montrent que la constante d’hyperbolicité de C(S) est indépendante de la
topologie de la surface S, voir [Aoul3, Bow12, CRS13, HPW13]. Les éléments loxodro-
miques pour 'action de Mod(S) sur C(S) sont les difféomorphismes pseudo-Anosov de
S, et tout élément qui n’est pas loxodromique a une orbite finie dans C(S) (ces éléments
sont soit d’ordre fini dans Mod(S), ou préservent une famille finie de courbes deux a deux
disjointes sur S). Les stabilisateurs des points fixes attractifs (ou répulsifs) d’isométries
loxodromiques dans le bord de Gromov 0,,C(S) sont virtuellement cycliques.

Au cours de ces dernieres années, 'attention s’est portée sur la recherche d’'un com-
plexe simplicial hyperbolique muni d’une action de Out(Fy), analogue au complexe des
courbes d’une surface compacte orientable. Plusieurs analogues ont été proposés, avec des
géométries relativement différentes les unes des autres. Nous en présentons trois, ainsi que
leurs propriétés géométriques connues a ce jour. Auparavant, nous effectuons quelques
rappels d’ordre général sur les espaces hyperboliques au sens de Gromov.

43
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3.1 Généralités sur les espaces hyperboliques

Définition. La notion d’espace métrique hyperbolique a été introduite par Gromov dans
[Gro87], nous renvoyons également a [BH99, CDP90, GdIH90] pour une introduction dé-
taillée a ce sujet. Soit X un espace métrique, et p € X. Etant donné xz,y € X, le produit
de Gromov de x et y par rapport a p est donné par

1
(ly)p = S (d(p. ) +d(p,y) — d(z,y)).
L’espace X est hyperbolique au sens de Gromov s’il existe § > 0 tel que pour tous z,y, z,p €
X, nous ayons

(zly)p = max{(z|z)p, (y|2)p} — 0.

Un exemple typique d’espace hyperbolique au sens de Gromov est celui d’un arbre
réel : I'inégalité est vérifiée dans ce cas avec § = 0. L’espace hyperbolique H" est un autre
exemple d’espace hyperbolique au sens de Gromov. Lorsque X est un espace métrique
géodésique, ’hyperbolicité de X est équivalente a ’existence d’un réel § > 0 tel que
pour tous z,y,z € X, et tous segments géodésiques [z,y], [y, z] et [z,z], nous ayons
Ns([z,z]) € Ns([z,y]) U Ns([y,z]) (ou étant donné Y C X, nous désignons par Ns(Y')
le d-voisinage de Y dans X). Autrement dit, les triangles géodésiques de X sont J-fins.
L’hyperbolicité au sens de Gromov est un invariant de quasi-isométrie sur la classe des
espaces métriques géodésiques (nous renvoyons a l’encadré en page 45 pour la notion de
quasi-isométrie entre espaces métriques).

Bord de Gromov d’un espace métrique hyperbolique. Soit X un espace métrique
hyperbolique au sens de Gromov, et p € X un point base. Une suite (2, )nen € XY converge
a Uinfini si le produit de Gromov (2|, ), tend vers +oo lorsque n et m tendent vers +oo.
Deux suites (zp)nen €t (Yn)nen sont équivalentes si le produit de Gromov (z,|ym ), tend
vers +oo lorsque n et m tendent vers +oo. L’hyperbolicité de X assure que ceci définit
bien une relation d’équivalence sur X. Le bord de Gromov 0X de X est I’ensemble des
classes d’équivalence de suites convergeant a l'infini.
Soit a,b € 0X. Leur produit de Gromov est donné par

(alb)p = sup lim inf (z;y;),,
ou le supremum est pris sur ensemble des suites (z;)ieny € X N convergeant vers a et
(Yj)jen € XN convergeant vers b. L’espace 0X est muni de la topologie pour laquelle
un systeme fondamental de voisinages d’un point ¢ € X est donné par les ensembles
Vi(a) :={b € 0X|(alb), > r}. La encore, ceci est bien défini grace & I'hyperbolicité de X,
voir [GdIH90, Chapitre 7). Etant donné a € X et b € 0X , nous pouvons de méme définir
le produit de Gromov

(alb)p := sup lim inf(aly;),,

ol le supremum est pris sur 'ensemble des suites (y;)jeny € X convergeant vers b. Ceci
permet de méme de définir une topologie sur I'ensemble X := X U dX. Lorsque X est
géodésique, tout point £ € 90X est limite d’'un rayon quasi-géodésique 7 : Ry — X. Lorsque
X est un espace métrique propre, i.e. dont les boules fermées sont compactes, I'espace X
est compact, et constitue une compactification de X (en particulier, le bord de Gromov
0X est lui aussi compact). Ceci n’est plus vrai en général lorsque I'espace métrique X n’est
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,—[Interméde (Quelques notions de géométrie grossiére).}

Nous rappelons dans cet encadré les notions de quasi-isométrie entre espaces
métriques, et de quasi-géodésique (reparamétrée).

Soit (X,d) et (X', d") deux espaces métriques. Soit K > 0 et L > 0. Une (K, L)-
quasi-isométrie de X vers X' est une application f : X — X' telle que

e pour tout 2/ € X', il existe x € X tel que d'(f(x),2’) < L, et

e pour tous z,y € X, nous ayons
1
@ y) =L <d(f(2),f(y)) < Kd(z,y) + L.

Deux espaces métriques (X,d) et (X',d") sont quasi isométriques s’il existe
K > 0et L >0, et une (K, L)-quasi-isométrie de X vers X'. Ceci définit une
relation d’équivalence sur la classe des espaces métriques.

Soit (X,d) un espace métrique, et soit x,y € X. Soit K > 0 et L > 0.
Une (K, L)-quasi-géodésique entre x et y est une application v : [a,b] — X, ou
[a,b] € R est un segment, telle que y(a) = z, v(b) = y, et pour tous s,t € [a, b],
nous ayons

1
=it = sl = L < d(y(s),7(1) < Kt — | + L.

Une (K, L)-quasi-géodésique reparamétrée est une application ' : [a/, V] — X,
ou [d/,b'] C R est un segment, telle qu’il existe un segment [a,b] C R et une
application continue croissante 6 : [a,b] — [da’, V'] telle que 7' 0 0 : [a,b] — X soit
une (K, L)-quasi-géodésique. Autrement dit, quitte & modifier la paramétrisation
de 4/, nous obtenons une (K, L)-quasi-géodésique.
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Elliptique Parabolique Hyperbolique

FIGURE 3.1 — Classification des isométries d’un espace hyperbolique. Les points limites
apparaissent en rouge. Remarquons que dans le cas elliptique, les orbites ne sont pas
forcément périodiques.

pas supposé propre. L’exemple typique est celui d’un graphe étoilé X obtenu en attachant
un ensemble infini dénombrable de copies de Ry en un point *. Dans ce cas, une suite
(zn)nen obtenue en choisissant x,, dans la pieme copie de R, de sorte que la distance
d(xy, *) reste bornée inférieurement, n’a pas de valeur d’adhérence dans X. De méme, le
bord de Gromov de X, qui contient un point au bout de chacune des copies de R, n’est
pas compact.

Classification des isométries d’un espace hyperbolique. Soit X un espace mé-
trique hyperbolique au sens de Gromov, et ¢ une isométrie de X. Soit x € X un point
base. L’action de ¢ sur X s’étend en une action par homéomorphismes sur 0X. Nous
dirons que ¢ est

o clliptique si les orbites de ¢ sont bornées,

e parabolique si ¢ a une orbite non bornée, et limy, 1 %d(:ﬂ, ¢"(z)) =0,

e lozodromique si lim,_, 4 Ld(z,¢"(2)) > 0.

Soit G un sous-groupe du groupe des isométries de X. L’ensemble limite de G dans X
est
AxG :=GxNnoX.
On peut vérifier [CDP90, Chapitre 9] qu’une isométrie de X est
e elliptique si et seulement si Ax(¢) est vide,
e parabolique si et seulement si Ax(¢) contient exactement un point,
e loxodromique si et seulement si Ax (¢) contient exactement deux points.

Nous renvoyons a la Figure 3.1 pour une illustration de chacune de ces trois situations.
Précisons qu’en général (en particulier pour des actions simpliciales sur des complexes
hyperboliques qui ne sont pas propres), les orbites d’une isométrie elliptique ne sont pas
nécessairement finies.

3.2 Trois complexes analogues au complexe des courbes, des
géométries différentes

Nous présentons trois analogues possibles au complexe des courbes pour le groupe
Out(Fy ), et faisons un panorama des propriétés principales de ces complexes connues a
ce jour.
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3.2.1 Le complexe des facteurs libres

Nous rappelons qu'un facteur libre de Fy est un sous-groupe A C Fy tel qu'il existe
un sous-groupe B C Fy, de sorte que Fiy = A x B. Pour N > 3, le complexe des facteurs
libres F'Fy, introduit par Hatcher et Vogtmann dans [HV98], est le complexe simplicial
dont les sommets sont les classes de conjugaison de facteurs libres propres de Fl, les
simplexes de dimension supérieure correspondant aux chaines d’inclusion de telles classes
de conjugaison. Lorsque N = 2, il faut modifier cette définition pour assurer la connexité de
FF;, en ajoutant une aréte entre deux facteurs libres de Fiy s’ils sont complémentaires. Le
complexe F'F5 est alors isomorphe au graphe de Farey. Le complexe F'Fiy est naturellement
muni d’une action & droite du groupe Out(Fy) par automorphismes simpliciaux.

Hyperbolicité. L’hyperbolicité de FFx a été établie par Bestvina et Feighn [BF14b].
Une autre démonstration est due & Kapovich et Rafi [KR14].

Théoréme 3.1. (Bestvina—Feighn [BF14b]) Le complexe des facteurs libres FFy est hy-
perbolique au sens de Gromou.

Classification des isométries. Bestvina et Feighn ont également déterminé les élé-
ments de Out(F) qui agissent de maniere loxodromique sur Out(Fy ). Un automorphisme
® € Out(Fy) est complétemement irréductible si aucune puissance non nulle de ® ne fixe
la classe de conjugaison d’un facteur libre propre de Fl.

Théoréme 3.2. (Bestvina—Feighn [BF14b, Théoréme 9.3]) Soit ® € Oul(Fy). Alors ®
agit de maniére loxodromique sur F'Fy si et seulement si @ est completement irréductible.

Remarquons que, comme dans le cas du complexe des courbes d’une surface compacte
orientable, lorsque un automorphisme ® € Out(Fy) n’agit pas de maniere loxodromique
sur F'Fy, il admet une orbite finie dans F'Fy (puisque I'une de ses puissances non triviales
fixe la classe de conjugaison d’un facteur libre propre). Une autre propriété partagée avec
le complexe des courbes est le fait que les stabilisateurs de points attractifs ou répulsifs
d’automorphismes complétement irréductibles sont virtuellement cycliques, voir [BFH97]
et [BF14b].

Bord de Gromov. Le bord de Gromov du complexe des facteurs libres a été déterminé
par Bestvina et Reynolds [BR13], et indépendamment par Hamenstddt [Haml4a]. Un
arbre réel T € CVy est arationnel si pour tout facteur libre propre F© C Fp, aucun
élément de T n’est fixé par F, et le sous-arbre minimal T pour l'action de F sur T
n’est pas a orbites denses (I'arbre T est défini comme le plus petit sous-arbre de T' qui
soit invariant pour 'action de F' sur T obtenue par restriction de I'action de Fl ; il est
aussi égal a la réunion des axes de translation des éléments hyperboliques dans F'). Nous

noteron@' le sous-espace de C'Vy formé des arbres arationnels. Deux arbres arationnels
T,T' € AT sont équivalents, ce que nous noterons T' ~ T”, s’ils ont la méme lamination
duale. Ceci revient & demander qu’ils aient mémes arbres topologiques sous-jacents, ou
autrement dit qu’ils déterminent le méme simplexe de mesures dans C'Vy, au sens du
Théoreme 1.7. Nous noterons AT lespace quotient AT := AT /~. Nous définissons une
application ¢ : CVy — FFy en associant a chaque arbre T' € C'Vy le stabilisateur d’un
sommet d’un arbre obtenu en écrasant en des points un sous-ensemble strict Fy-invariant
d’arétes de T', de sorte que I'arbre obtenu ne corresponde pas a une action libre de Fy.
Cette définition requiert de faire des choix, cependant les images d’un arbre T' € C'Vyy par
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deux applications v correspondant a des choix différents seront toujours a distance bornée
I'une de l'autre dans F Fy.

Théoréme 3.3. (Bestvina—Reynolds [BR13], Hamenstidt [Ham1ja]) Il existe un unique
homéomorphisme Out(Fy)-équivariant O : AT — OFFy tel que pour tout T € AT, et
toute suite (T),)nen € CVY convergeant vers T, la suite (¥(Ty))nen converge vers 9y (T).

Nous renvoyons a l’encadré en page 49 pour une présentation des propriétés impor-
tantes des arbres arationnels qui jouent un réle crucial pour construire 'application 9
dans la preuve du Théoreme 3.3. La preuve du Théoreme 3.3 de Bestvina-Reynolds et
Hamenstadt requiert aussi de pouvoir associer & tout arbre T € CVy ~ AT un ensemble
de facteurs libres de réduction, visibles depuis I'arbre T', de diameétre borné dans F Fl.
Enfin, nous noterons que cette démonstration repose aussi de maniere cruciale sur 1’étude
de la géométrie des chemins de pliage dans C'Vy.

Type d’homotopie. Hatcher et Vogtmann ont montré dans [HV98] que F Fy a le type
d’homotopie d’un bouquet (infini) de spheres de dimension N — 2.

3.2.2 Le complexe des scindements libres

Un scindement libre de Fy est un arbre simplicial muni d’une action minimale et
simpliciale de Fly & stabilisateurs d’arétes triviaux. Deux scindements libres T' et 7" sont
équivalents 8’1l existe un homéomorphisme Out(Fly )-équivariant de T vers T". Le compleze
des scindements libres F'Sy est le complexe simplicial dont les sommets sont les classes
d’équivalence de scindements libres de Fy ayant exactement une Fn-orbite d’arétes. Plus
généralement, a chaque scindement libre de Fjy a k orbites d’arétes est associé un k + 1-
simplexe. Les faces du simplexe associé a un scindement T sont obtenues en écrasant
chacune des arétes d’'un ensemble Fi-invariant d’arétes de 7' en un point (un scindement
libre T est déterminé par ’ensemble fini des scindements a une orbit d’aréte dont il est un
raffinement, et deux scindements correspondant a deux orbites d’arétes distinctes dans T’
sont distincts [HM13a, Lemme 1.3]). Le complexe des scindements libres est lui aussi muni
d’une action a droite naturelle du groupe Out(Fy) par automorphismes simpliciaux.

Hyperbolicité.

Théoréme 3.8. (Handel-Mosher [HM13a]) Le compleze FSy est hyperbolique au sens
de Gromov.

La preuve de Handel et Mosher de I’hyperbolicité du complexe des scindements libres
repose sur I'étude de chemins de pliage entre arbres simpliciaux, et utilise un critere du
a Masur et Minsky. Cette preuve montre en particulier que ces chemins de pliages sont
des quasi-géodésiques reparamétrées de F'Sy (voir 'encadré en page 45 pour la notion
de quasi-géodésique reparamétrée). Dans un travail commun avec Arnaud Hilion [1], nous
réinterprétons la preuve de Handel et Mosher dans un autre modele plus géométrique du
complexe, le complexe des sphéres de Hatcher [Hat95]. Nous présenterons en Partie 3.3 cet
autre modele du complexe des scindements libres, ainsi qu’'un schéma de notre preuve du
Théoreme 3.8. Plus récemment encore, Bestvina et Feighn ont simplifié la preuve originelle
de Handel et Mosher [BF14c, Appendice].

En un sens, la preuve de I’hyperbolicité de F'Sy par Handel et Mosher est plus naturelle
que la preuve de ’hyperbolicité de F'F de Bestvina et Feighn, car les arguments ont lieu
directement dans le complexe simplicial. Au contraire, ’argument de Bestvina et Feighn
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,—[Interméde (Arbres arationnels et facteurs de réduction).}

1. Arbres arationnels

Nous discutons quelques propriétés importantes des arbres arationnels.
L’étude de cette classe importante d’arbres de 0CVy a été menée par Reynolds
dans [Reyl2], et poursuivie par Bestvina et Reynolds [BR13] et Hamenstédt
[Ham14a]. Un arbre T' € CVy est indécomposable [Gui08, Définition 1.17] si
pour tous segments I,J C T, il existe un ensemble fini {g1,...,9,} C Fn tel
que J = U]_,g;I, et pour tout i € {1,...,r — 1}, I'intersection g;I N g;111 soit
non dégénérée (i.e. non vide et non réduite a un point). Reynolds a donné la
caractérisation suivante des arbres arationnels.

Théoréme 3.4. (Reynolds [Reyl2, Théoréme 1.1]) Soit T € CVy. L’arbre T
est arationnel si et seulement T est indécomposable, et soit T est libre, soit T est
dual a une lamination géodésique mesurée sur une surface a une composante de
bord, dont le support est minimal et remplissant.

Nous noterons FZ le sous-espace de AT formé des arbres arationnels libres, et FZ
I'espace quotient FZ := FZ/~. Une propriété importante des arbres arationnels
est la propriété d’'unique dualité pour les courants qui leur sont duaux. Rappelons
que ’ensemble minimal M est ’adhérence des courants rationnels associés a des
éléments primitifs de Fiy.

Théoréme 3.5. (Bestvina—Reynolds [BR13, Théoréme 4.4], Hamenstidt
[Ham14a]) Soit T € AT, et n € Dual(T) N My. Soit T' € CVy. Si (T',n) = 0,
alors T' € AT etT' ~T.

Dans le cas ou T € FT , le résultat reste vrai méme si ’on ne suppose plus que
le courant n est dans l’ensemble minimal My, voir le Théoreme 1.6 de I’Annexe
C. Lorsque T est dual a une lamination arationnelle sur une surface ayant une
composante de bord, le courant rationnel déterminé par la courbe de bord de la
surface ne jouit pas de la propriété ci-dessus.

Nous terminons ce paragraphe en déterminant le stabilisateur dans Out(Fy) d’un
arbre arationnel dans 0CVy.

Théoréme 3.6. Pour tout T € AT, le stabilisateur de T dans Out(Fy) est
virtuellement cyclique.

Démonstration. Lorsque 'action de F sur T est libre, ceci est di & Kapovich et
Lustig [KL11a, Théoreme 1.1]. Lorsque T" est dual & une lamination arationnelle
sur une surface S ayant une composante de bord, le stabilisateur de T est un
sous-groupe du groupe modulaire de S [BH92, Théoréme 4.1]. Le Théoreme 3.6
découle alors de [MP89, Proposition 2.2]. O
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,—[Interméde (suite) } \

2. Facteurs de réduction pour des arbres non arationnels.

A tout arbre T € 9CVy qui n’est pas arationnel, on peut associer un
ensemble canonique de facteurs de réduction.

L’ensemble Dyn(T") des classes de conjugaison de facteurs libres propres minimaux
de Fy qui agissent avec orbites denses sur leur sous-arbre minimal dans 7', mais
ne sont pas elliptiques dans 7', est fini [Rey12, Corollaire 7.4 et Proposition 9.2].
L’ensemble des classes de conjugaison de stabilisateurs de points dans 7" est fini
[Jia91]. Tout stabilisateur H de point est contenu dans un unique facteur libre
minimal Fill(H) de Fy, défini comme l'intersection de tous les facteurs libres de
Fx qui contiennent H (nous pouvons avoir Fill(H) = Fy). Nous notons Per(T")
I’ensemble des classes de conjugaison de facteurs libres propres de Fiy qui sont
de la forme Fill(H), pour un stabilisateur de point H dans 7.

Nous montrons 'alternative suivante pour les arbres de dCVy (voir la Partie 2
de I’Annexe D), qui découle essentiellement des travaux de Reynolds [Rey12].

| Théoreme 3.7. Soit T € OCVy. Si T ¢ AT, alors Dyn(T) U Per(T) # 0.

requiert d’étudier des géodésiques dans 'outre-espace, avant de les projeter dans F Fly.
Kapovich et Rafi ont montré dans [KR14] comment déduire ’hyperbolicité du complexe
des facteurs libres a partir de ’hyperbolicité du complexe des scindements libres, via I’étude
de l'application 7 : F'Sy — FFy (grossierement définie) qui envoie un scindement S sur
un groupe elliptique d’un scindement obtenu par écrasement d’arétes dans S.

Classification des isométries. Récemment, Handel et Mosher ont également déter-
miné les isométries loxodromiques du complexe des scindements libres [HM14a]. Ce sont
les éléments de Out(Fy) qui posseédent une lamination attractive qui n’est supportée par
aucun facteur libre propre de Fj. L’ensemble de ces automorphismes contient strictement
l’ensemble des automorphismes complétement irréductibles, voir [HM14a, Exemple 4.1]
pour le caractere strict de cette inclusion. Nous renvoyons a [BFHO00] pour une définition
et une étude des laminations attractives associées & un automorphisme ® € Out(Fy).

Handel et Mosher montrent également que toute isométrie qui n’est pas loxodromique
a toutes ses orbites bornées dans F'Sy. Cependant, contrairement au cas du complexe des
courbes ou du complexe des facteurs libres, une telle isométrie n’a pas toujours d’orbite
finie, voir [HM14a, Exemple 4.2]. De méme, les stabilisateurs de points attractifs ou répul-
sifs d’isométries loxodromiques ne sont plus toujours virtuellement cycliques, voir [HM14a,
Théoréme 1.4].

Type d’homotopie. Le complexe des scindements libres F'Sy est contractile (Hatcher
[Hat95]).
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Groupe d’automorphismes. Aramayona et Souto ont montré que le groupe des au-
tomorphismes simpliciaux de F'Sy coincide avec le groupe Out(Fy) [AS11].

3.2.3 Le graphe des scindements cycliques et ses variantes

Un scindement cyclique de Fiy est un arbre simplicial muni d’une action minimale et
simpliciale de Fy a stabilisateurs d’arétes cycliques (ou triviaux). Le graphe des scinde-
ments cycliques F'Zy de Fy est le graphe dont les sommets sont les classes d’équivalence
de scindements cycliques de Fly, deux sommets étant reliés par une aréte si I'un des scinde-
ments raffine proprement 'autre, i.e. le second est obtenu a partir du premier en écrasant
un ensemble Fy-invariant d’arétes en des points. Nous définissons également deux va-
riantes du graphe des scindements cycliques. Soit F' Z3** le graphe dont les sommets sont
les classes d’équivalence de scindements de F dont les stabilisateurs sont triviaux ou
maximalement cycliques. Deux sommets sont reliés par une aréte si I'un des scindements
raffine proprement ’autre. Soit V'S le sous-graphe dont les sommets sont les scindements
tres petits, i.e. pour lesquels les stabilisateurs de tripodes sont triviaux. On peut montrer
que les complexes FZ3%* et V Sy sont quasi-isométriques. Nous travaillerons parfois éga-
lement avec des versions duales des graphes ci-dessus, dont les sommets sont les classes
d’équivalence de scindements a une orbite d’aréte, deux scindements étant reliés par une
aréte s’ils admettent un raffinement commun. Ces versions duales sont quasi-isométriques
aux graphes définis ci-dessus, si bien que nous pourrons travailler avec I'une ou 'autre des
versions pour en établir 'hyperbolicité et en décrire le bord de Gromov.

Hyperbolicité. FEn s’appuyant sur la méthode développée par Kapovich et Rafi dans
[KR14], Mann déduit ’hyperbolicité de FZy de celle de F'Sy.

Théoréme 3.9. (Mann [Man13]) Le complexe FZy est hyperbolique au sens de Gromov.

La démonstration de Mann du Théoreme 3.9 se traduit verbatim pour montrer I’hy-
perbolicité de FZ}** (et donc aussi de V.Sy, qui lui est quasi-isométrique).

Bord de Gromov. Nous décrivons maintenant le bord de Gromov du graphe des scin-
dements cycliques de Fy. Nous travaillons pour cela avec la version duale de F'Zy décrite
ci-dessus, dont les sommets sont les scindements cycliques de Fy a une orbite d’arétes.
Soit T € CVy. Nous noterons R'(T) I'ensemble des scindements cycliques de Fy qui
sont compatibles avec T. Nous noterons R?(T') I’ensemble des scindements cycliques de
Fy qui sont compatibles avec un arbre 7" € CVy, qui est lui-méme compatible avec 7.
Nous dirons qu'un arbre T' € C'Vy est Z-étranger si R*(T) = 0. Nous noterons X le sous-
espace de CVy formé des arbres Z-étrangers. Deux arbres Z-étrangers 17,7 € X sont
équivalents, ce que nous notons T ~ T’ s’ils sont tous deux compatibles avec un arbre
commun dans C'Vy. Nous montrons que ceci est équivalent & l'existence d’une suite finie
(T =Tp,...,T), = T") d’arbres dans CVy telle que pour tout i € {1,...,k}, les arbres
T;_1 et T; soient compatibles. Ceci permet de justifier en particulier que ~ est une relation
d’équivalence sur X. Nous définissons une application ¢ : CVy — FZx en envoyant tout
arbre T € C'Vy vers un scindement obtenu en écrasant toutes les arétes de T' en dehors
d’une Fy-orbite en des points. Cette application n’est pas équivariante car elle requiert
des choix, mais deux choix différents donnent des scindements a distance au plus 1 dans
FZy.
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r—[Théoréme 3.10.] N

Il existe un unique homéomorphisme Out(Fy )-équivariant
O : X/~ — OF Zy

tel que pour tout T € X, et toute suite (T),)nen € CV}\\; convergeant vers 7T, la
suite (¢Y(Ty))nen converge vers Oy(T).

\. J

Lorsque N > 3, il existe des arbres Z-étrangers dans C'Vy qui ne sont pas arationnels.
Par exemple, tout arbre T' € dC'Vy dual a une lamination minimale et remplissante sur une
sphere a N + 1 composantes de bord est indécomposable, et donc Z-étranger. Cependant,
un tel arbre n’est pas arationnel, puisque chacune des composantes de bord de S est un
élément primitif du groupe fondamental de S qui agit de maniere elliptique dans T'. En
comparant les descriptions des bords de Gromov OF Fy (Théoréeme 3.3) et 0F Zy, nous
déduisons que l'application naturelle de F'Zy vers F'Fy (qui envoie un scindement & une
aréte vers I'un des groupes de sommet qui est un facteur libre propre de Fi) n’est pas une
quasi-isométrie.

En travaillant avec les scindements maximalement cycliques au lieu de scindements
cycliques de Fly, nous définissons également la notion d’arbre Z™%*-étranger, et établissons
I’énoncé analogue au Théoréme 3.10 pour le graphe F'Z3%*. Soit T' € C'Vy. Soit R%maz (T
I’ensemble des scindements cycliques de Fiy qui sont compatibles avec un arbre 7" € CVy,
qui est lui-méme compatible avec un scindement maximalement cyclique de Fiy. Un arbre
T € CVy est Z™% _¢tranger si R (T) = (). Nous noterons X le sous-espace de C'Viy
formé des arbres Z™_étrangers. Deux arbres Z™_étrangers T,T" € X sont équivalents,
ce que nous notons T' ~ T”, s’ils sont tous deux compatibles avec un arbre commun dans
CVn.

~ Théoréme 3.11.] \

Il existe un unique homéomorphisme Out(Fy)-équivariant
O : XMWY [ — OF Z33%

tel que pour tout T' € X% et toute suite (T}, )nen € C V}\\; convergeant vers T,
la suite (¢(T},))nen converge vers 0(T).

\. J

Remarque 3.12. Afin de justifier I'introduction des ensembles R?(T') et R?™(T) dans nos
arguments, nous donnons un exemple d’arbre qui n’est compatible avec aucun scindement
cyclique de F)y, mais n’est pas pour autant Z-étranger. Nous renvoyons a 'Exemple 5.30
de ’Annexe F pour les détails de 'argument. Soit 77 un Fy-arbre indécomposable dans
lequel un facteur libre propre F» C Fy est elliptique (nous renvoyons par exemple a
[Rey12, Partie 11.6] pour un exemple). Nous définissons un Fyn_g-arbre T' € CVon_o de
la maniere suivante : I’arbre 1" est obtenu comme graphe d’actions au-dessus du scindement
Fyn_9 = Fn *p, Fiy, ou chaque arbre de sommet est une copie de 77, le point d’attache
étant le point fixé par le sous-groupe Fo.

Remarquons tout d’abord que RY(T) = (. En effet, supposons par I'absurde que T'
soit compatible avec un scindement cyclique S de Foy_o. En utilisant I'indécomposabilité
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de T', nous montrons que chacune des copies de Fy est elliptique dans S'; argument est
détaillé au Lemme 5.10 de ’Annexe F. Les deux copies de Fy ont alors méme point fixe
dans S, sinon Fy fixerait une aréte de S. Autrement dit, le groupe Fony_o est elliptique
dans S, ce qui est absurde.

Cependant, en écrasant en un point chacun des sous-arbres de T' dans l'orbite de
Ty, nous obtenons un nouvel arbre T € CVan_o qui est compatible avec T, et vérifie
RYT) # 0. Donc R*(T) # 0.

Idée de démonstration du Théoréme 3.10. La démonstration des Théoremes 3.10
et 3.11 fait 'objet des Parties 4 a 9 de ’Annexe F. Nous esquissons ici une idée de cette
démonstration dans le cas du complexe F'Z3%.

Etape 0 : Une définition équivalente des arbres Z™**-étrangers.

Il est crucial pour notre démonstration d’établir I’équivalence suivante : un arbre T €
COVy vérifie R>™M(T) # () si et seulement s'il existe une suite finie (T = Ty, ..., T}, =
S) d’arbres dans C'Vy, telle que pour tout i € {1,...,k}, les arbres T;_; et T} soient
compatibles, et S soit un scindement maximalement cyclique de Fl.

Un point clé pour montrer cette équivalence est le fait, di & Guirardel et Levitt [GL],
que tout arbre dans C'Vy qui n’est pas Z™*-compatible s’écrase sur un arbre mélangeant.
Un arbre T € CVy est mélangeant (au sens de Morgan [Mor88]) si pour tous segments
I,J C T, il existe un sous-ensemble fini {g1,...,9,} C Fn tel que J = U]_,g;I, et pour
tout ¢ € {1,...,r — 1}, nous ayons ¢;I N g;+11 # 0. Nous montrons également en Partie 6
de "Annexe F que si 71,75 € CVy sont deux arbres compatibles, et si 17 est mélangeant
et Z™*_incompatible, alors il existe une application préservant ’alignement de T5 vers
Ty. Par conséquent, si (Tp,...,T;) est une suite d’arbres de CVy telle que pour tout
i €{1l,...,k}, les arbres T;_1 et T; soient compatibles, alors soit chacun des T; s’écrase sur
un arbre Z™%**-compatible, soit ils s’écrasent tous sur un méme arbre mélangeant et Z"%*-
incompatible. L’équivalence entre les deux définitions proposées d’arbres Z™**-étrangers
découle de cette observation. Par ailleurs, tous les arbres Z™%*-étrangers dans une méme
classe d’équivalence de la relation ~ s’écrasent sur un méme arbre mélangeant, ce qui
permet de définir un simplexe canonique de représentants dans chaque classe d’équivalence
de la relation ~. Deux arbres T, T € CVyy sont faiblement homéomorphes s'il existe deux
applications Fy-équivariantes f : T — T" et g : 7' — T inverses I'une de l'autre, et
continues en restriction aux segments de T et 7. (Remarquons que de telles applications
ne sont pas nécessairement continues globalement. Par exemple, si T et T” sont des actions
duales & deux feuilletages mesurés arationnels sur une surface a bord non trivial qui ont
méme support topologique, mais sont munis de mesures transverses singulieres 'une par
rapport a I’autre, alors I'application naturelle de T vers 7" est un homéomorphisme faible,
mais n’est pas continue. L’existence de feuilletages mesurés arationnels admettant deux
mesures transverses singulieres est établie dans [KN76, Kea77]).

Proposition 3.13. Pour tout T € X™ il existe un arbre mélangeant T € X™ tel
que T ~T. De plus, deux tels arbres mélangeants sont faiblement homéomorphes.

Etape 1 : Les arbres Z™%"-étrangers sont a ’infini de FZ3".

Le premier temps de notre démonstration consiste a montrer que si T' € X™* et si
(Ty)neny € CVY est une suite d’arbres qui converge vers T, alors la suite ((T},))nen
converge vers un point du bord de Gromov 0F Z}** qui ne dépend que de T' (et en fait,
ne dépend que de la classe d’équivalence de T'). Nous montrons d’abord que toute telle
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suite (¢(1},))nen est non bornée. Ceci est a priori plus faible, puisque FZ3%" n’est pas
localement fini. L’argument ci-dessous est une variation autour de la preuve par Luo du
caractére non borné du complexe des courbes d’une surface compacte orientable (hormis
dans quelques cas sporadiques), qui apparait dans le travail de Kobayashi [Kob88]. En
particulier, nous obtenons une preuve du caractere non borné de FZ3%*.

Théoreme 3.14. Soit T € X" et soit (Ty)nen € C'V]I\\,I une suite convergeant vers T.
Alors la suite (Y(Ty,))nen n'est pas bornée dans FZ .

Démonstration. Supposons par I’absurde que la suite (1(71},))nen soit bornée dans FZ3.
Quitte a extraire, nous pouvons supposer qu’il existe M € N, et x € FZ3", de sorte que
pour tout n € N, nous ayons dpzpas(*,%(T,)) = M. Pour tout n € N, soit (ZF)o<k<mr un
segment géodésique reliant * & ¥(T},) dans FZ1% et soit TF € CVy tel que %(TF) = Z*.
Quitte a extraire de nouveau et a renormaliser, nous pouvons supposer que pour tout
k € {0,...,M}, la suite (T¥),en converge (de maniere non projective) vers un arbre
TE ¢ @vy. De plus, pour tout k € {1,...,M} et tout n € N, les arbres T et TF~!
sont compatibles, ce qui assure que T et T sont compatibles. Or T = * et T est
compatible avec T . Ceci contredit le fait que T' € X%, O

Remarque 3.15. Pour montrer ’énoncé analogue au Théoreme 3.14 pour le graphe F Zy,
une difficulté supplémentaire intervient. En effet, les arbres T¥ ne sont plus dans ’adhé-
rence de 'outre-espace en général. Nous sommes donc amenés a travailler dans une classe
plus large de Fi-arbres, que nous appelons la classe des arbres tempérés. Un Fy-arbre
minimal T est tempéré si les stabilisateurs d’arcs de T sont cycliques, et T' possede un
nombre fini d’orbites de points de branchement, et d’orbites de directions en ces points
de branchement. En général, une limite de F-arbres a stabilisateurs cycliques peut avoir
un nombre infini d’orbites de points de branchement : c¢’est le cas par exemple d’un arbre
obtenu comme limite d’arbres de Bass—Serre de scindements de Fy = (a,b) donnés par
Fy = (a) *(g2y (a%) *(qay - -~ * (g2m) (a®") x (b). Toutefois, nous montrons qu'une limite de
scindements cycliques de Fy & une aréte est tempérée, ce qui nous permet d’adapter nos
arguments. L’étude de la classe des arbres tempérés est menée en Partie 6 de I’Annexe E.

Comme F'Z}* n’est pas localement fini, le Théoreme 3.14 ne suffit pas a montrer que
la suite (¢(1},))nen converge vers un point du bord de Gromov OF Z3**. Les arguments
supplémentaires que nous utilisons pour démontrer ce point viennent de 1’étude de la
géométrie des chemins de pliage dans FZ3", dont nous savons grace aux travaux de
Mann [Man13] qu’ils restent a distance de Hausdorff bornée de toute géodésique reliant
leurs extrémités dans FZ3*". Nous montrons qu’il existe £ € O FZ3*" tel que pour
toute suite (T},)nen € CVY convergeant vers T, la suite (1/(T},))nen converge vers . Nous
pouvons alors définir une application 0y : XM/~ — OF Z*" de la maniere suivante :
pour tout 7' € X nous définissons 01(1") comme la limite commune de toutes les
suites (¥(T},))nen, ot (Th)nen € CVA est une suite convergeant vers 7. Nous montrons la
continuité et l'injectivité de cette application. Il nous restera a montrer dans une derniere
étape la surjectivité de O.

Etape 2 : Bornitude des arbres dans C'Vy \ X™, et surjectivité de 0.
Affirmation : Si (T)nen € CVNN converge vers un arbre T' € C'Vy ~ X™* alors la suite
((T},))nen ne converge pas vers un point de dF Z4*.

Notons toutefois que la suite (¢(7,))nen ne reste pas nécessairement dans une région
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bornée de FZ3**. Pour déduire la surjectivité de 0¢» a partir de cette affirmation, remar-
quons que si & € IFZW et (X, )nen € (FZ19)N converge vers &, alors quitte & extraire,
nous pouvons supposer que X,, tend vers un arbre 7" au sens de la convergence dans CVy.
L’affirmation entraine que T' € X" et nous avons alors £ = 9y(T).

Le point clé pour démontrer 'affirmation ci-dessus consiste & montrer la bornitude de
R2?maz(T) dans FZW pour tout arbre T € CVyy ~ X™%. En fait, nous montrons égale-
ment que tout chemin de pliage dans C'Vy ayant T pour point terminal reste asymptoti-
quement dans cette région bornée. La démonstration du théoreéme suivant fait I’objet de
la Partie 8 de I’Annexe F.

Théoréme 3.16. Soit T € CVy ~ X™%_ Alors ’ensemble R>™%(T) est de diamétre
borné dans FZ3.

Nous vérifions également par des arguments similaires le caractere fermé de 0v. L’ap-
plication 01 est donc un homéomorphisme de X /~ vers OF Z3}**, ce qui conclut la
preuve du Théoreme 3.11. O

Groupe d’automorphismes. Dans un travail commun avec Richard D. Wade, nous
montrons que lorsque N > 3, tout automorphisme des graphes F'Zy, FZ3% ou V Sy est
induit par un élément de Out(Fy).

Théoréme 3.17 (Horbez-Wade [10])}

Pour tout N > 3, les applications naturelles de Out(Fy) vers les groupes des
automorphismes simpliciaux de F'Zy, FZ3* et V.Sy sont des isomorphismes.

Le théoreme 3.17 est aussi valable pour les versions duales des graphes dont les sommets
sont les scindements a une orbite d’arétes, deux scindements étant reliés par une aréte s’ils
sont compatibles.

Remarque 3.18. Le théoréeme d’Ivanov, qui énonce que tout automorphisme de C(S) est
induit par un élément du groupe modulaire étendu de S, permet de montrer que Mod(S)
est son propre commensurateur abstrait [[vad7]. Le résultat analogue pour Out(Fy) a été
montré par Farb et Handel dans [FH07]. Un probleéme naturel serait d’essayer de déduire
le théoreme de Farb et Handel du Théoreme 3.17. La difficulté vient de la nécessité de
caractériser les twists de Dehn parmi les automorphismes de Out(Fy). Une possibilité
serait d’essayer de montrer une caractérisation en termes de la dimension cohomologique
virtuelle de leurs centralisateurs.

Idée de démonstration du Théoréme 3.17. Nous donnons une idée des différentes
étapes de notre démonstration du Théoreme 3.17. Soit G I'un des graphes FZy, FZ%"
ou VS, et soit f une isométrie de G. Nous voulons montrer que f est induite par un
élément de Out(Fy).

1. Nous commencons par caractériser les scindements G-maximaux de Fly, i.e. ceux qui
n’admettent pas de raffinement propre par un scindement dans G. Les scindements
maximaux sont les scindements T de valence finie dans G, qui ont la propriété sui-
vante : il existe deux scindements 11,75 € G, tous deux a distance 1 de T, pour
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lesquels 'unique chemin de longueur 2 entre 717 et 75 passe par 1. Deux tels scinde-
ments sont donnés par une partition des arétes de T' en deux sous-ensembles propres
Fy-invariants Fq et Fo, le scindement 7; étant obtenu par écrasement des arétes
dans E;. (Un scindement cyclique de Fi est déterminé par la famille des scinde-
ments cycliques a une orbite d’arétes sur lesquels il s’écrase.)

. Nous caractérisons ensuite les scindements maximaux de G a stabilisateurs d’arétes

triviaux. Lorsque G = FZpy, nous montrons que tout scindement maximal est a
stabilisateurs d’arétes triviaux. Ceci n’est plus vrai lorsque G = FZ3* ou G = V.Sn.
Parmi les scindements V Sy-maximaux, nous distinguons les scindements libres des
scindements contenant une aréte a stabilisateur non trivial par la propriété suivante.
Lorsqu’on écrase une orbite d’arétes dans un scindement libre maximal, le scindement
obtenu reste de valence finie dans V S. Ceci n’est plus vrai pour les scindements
non libres : dans un scindement V Sy-maximal non libre, nous pouvons toujours
déplier une aréte a stabilisateur non trivial (voir [BF94, Lemme 4.1]) pour obtenir
un nouveau scindement de valence infinie dans V' Sy. (Ceci n’est plus vrai si 'on
autorise les stabilisateurs de tripodes. Dans ce cas, il faut préciser un peu ’argument
pour caractériser les scindements libres maximaux dans FZ3%.)

. Un scindement est libre si et seulement s’il est a distance au plus 1 d’un scindement

maximal libre. Par conséquent, toute isométrie de G préserve le sous-graphe induit
par les scindements libres.

. En utilisant le théoreme d’Aramayona et Souto sur les automorphismes de F'Sy

[AS11], nous pouvons donc supposer, quitte & composer f par un élément de Out(Fy),
que f est I'identité en restriction au sous-graphe de G engendré par les scindements
libres.

. Nous disons qu’'un scindement a une aréte est bon s’il n’est pas de la forme (Fy_1 *

<gt>)*<g>, out € Fy, et g € Fy_1 nest contenu dans aucun facteur libre propre
de Fy_1. Par une analyse de cas, nous montrons qu’étant donné deux bons scinde-
ments & une aréte, il existe toujours un scindement libre qui est compatible avec I'un
seulement de ces deux scindements. Puisque f fixe tous les scindements libres, ceci
entraine que f fixe tous les bons scindements & une aréte. (L’argument n’est plus
valable si les scindements considérés ne sont pas bons. En effet, le seul scindement
libre compatible avec le scindement (Fy_1 * (g"))* (g est 'extension HNN donnée
par Fy = Fy_1%).

. Etant donné deux mauvais scindements a une aréte, nous montrons qu’il existe un

bon scindement qui est compatible avec I'un seulement de ces deux scindements.
Ceci entraine alors que f fixe tous les mauvais scindements a une aréte.

. L’isométrie f fixe donc tous les scindements a une aréte, et donc tous les scindements

puisqu’un scindement est déterminé par les scindements & une aréte qu’il raffine,
grace a un théoreme de Scott et Swarup [SS00, Théoreme 2.5].

3.3 Hyperbolicité du complexe des spheres

Cette partie a pour but de présenter notre démonstration alternative de ’hyperbolicité

du complexe des scindements libres, obtenue avec Arnaud Hilion, dans le modele des
spheres de ce complexe.
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Le complexe des sphéres. Le complexe des spheres est un autre modele du complexe
des scindements libres, introduit par Hatcher dans [Hat95] dans son travail sur la stabilité
homologique pour les groupes Out(Fy) et Aut(Fy).

Soit My := #VS! x §? la somme connexe de N copies de S' x S2, dont le groupe
fondamental est libre de rang N. La variété My est homéomorphe & un double corps a
anses, obtenu par recollement de deux corps a anses de genre N le long de leur frontiere
commune par 'application identité. Nous fixons une identification entre le groupe fonda-
mental de My et le groupe libre Fiy. Une sphere plongée dans My est essentielle si elle
ne borde pas de boule. Un systéeme de sphéres est une collection de spheres essentielles
plongées dans My, deux a deux disjointes et non isotopes. Le complexe des sphéres Sy
est le complexe simplicial dont les k-simplexes sont les classes d’isotopies de systemes de
k + 1 spheéres, avec les relations de faces évidentes.

Nous décrivons maintenant 1’action a droite de Out(Fy ) sur le complexe Sy. Le groupe
modulaire Mod(My) est le groupe des classes d’isotopie de difféomorphismes de My pré-
servant l'orientation. Tout comme le groupe modulaire d’une surface agit sur le complexe
des courbes, le groupe Mod(My) agit naturellement sur Sy. Tout difféomorphisme de My
induit un automorphisme du groupe fondamental de My, ce qui fournit un morphisme
de Mod(My) dans Out(Fy). La surjectivité de ce morphisme se vérifie en réalisant cha-
cun des générateurs de Nielsen de Out(Fy) (voir [KMS66]) comme un difféomorphisme
de My, voir [Lau74, Lemme III.4.3.1]. Laudenbach a montré que son noyau est le sous-
groupe fini de Mod(S) engendré par les twists de Dehn le long de N spheres disjointes
[Lau74, Théoreme I11.4.3], définis comme suit. Soit S une sphere plongée dans My, et U
un voisinage collier de S (i.e. U est difféomorphe & S? x [0,1], avec S? x {0} = ). Soit
a : ([0,1],0[0,1]) — (SO(3),1d) ’élément non trivial du groupe fondamental de SO(3).
Le twist de Dehn le long de S est le difféomorphisme ¢ de My, & support dans U, donné
pour (z,t) € U par 6(z,t) = (a(t)x,t). Les twists de Dehn agissent de maniére triviale sur
Sy. Par conséquent, I'action naturelle de Mod(My) sur Sy se factorise en une action de
Out(FN).

Les complexes F'Sy et Sy sont naturellement isomorphes, via un isomorphisme Out(Fy)-
équivariant, voir [AS11, Lemme 2|. En effet, il résulte du théoréme de van Kampen que
tout systeme de spheres dans My définit un scindement de son groupe fondamental Fiy
au-dessus du groupe trivial (une sphere étant simplement connexe). Deux spheéres isotopes
définissent le méme scindement de Fy. De plus, I’arbre dual & la réunion de deux spheres
S et S’ dans My est 'arbre de Bass—Serre d’un scindement de Fy qui raffine les arbres
duaux a S et a 5’. Ceci montre I'existence d’une application ® : Sy — FSy, qui conjugue
les actions de Out(Fy). L'injectivité de ® découle des travaux de Laudenbach [LauT74,
Théoreme 1V.3.1], et la surjectivité de ® est due a Stallings [Sta71, Théoreme 2.B.3].

Chemins de chirurgie. Nous décrivons maintenant une famille de chemins dans Sy
entre deux systémes de spheres quelconques. Ces chemins, utilisés par Hatcher dans [Hat95]
pour montrer la contractibilité de Sy, sont définis a ’aide d’un procédé de chirurgie entre
systemes de spheres. Soit S et X deux systemes de spheres. Nous supposerons que S et
3. sont représentés par des systemes de spheres plongés dans My, de sorte a minimiser
leur nombre d’intersection (une description explicite de cette position minimale est due a
Hatcher [Hat95]). L’ensemble des cercles d’intersection entre S et ¥ définit une collection
de cercles sur les spheres de X, et chacun de ces cercles borde deux disques sur I'une des
spheres de 3. Nous obtenons ainsi une collection D de disques sur les spheres de Y. Soit
D € D un disque qui ne contient aucun autre disque de D, soit C' son bord, et soit s € S la
sphere de S qui contient C. Le cercle C' divise la sphere S en deux disques Dy et Ds. Une
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FIGURE 3.2 — Une chirurgie élémentaire sur S dans la direction de 3.

chirurgie élémentaire sur S dans la direction de ¥ consiste a remplacer la sphere s (dans
le systeme S) par deux nouvelles spheres s1 et s9, ot pour tout i € {1,2}, la sphere s; est
la réunion d’une copie parallele de D; et d’une copie parallele de D (voir la Figure 3.2).
Le choix du disque D assure que les spheres s1 et so n’intersectent aucune des spheres de
S. Apres suppression des spheres inessentielles et identification des spheres isotopes dans
S~ {s} U{s1, s2}, nous obtenons un nouveau systéme de spheres S’, dont nous disons
qu’il est obtenu par chirurgie élémentaire sur S dans la direction de X. Etant donné deux
systemes de spheres S et 3 dans My, un chemin de chirurgie de S vers 3 est une suite
finie S = Sp,..., Sk = X telle que pour tout i € {0,..., K — 2}, le systeme de sphéres
S;11 soit obtenu par chirurgie élémentaire sur .S; dans la direction de 3, et K soit le plus
petit entier tel que Sk _1 n’intersecte pas X.

Théoréme 3.19 (Hilion-Horbez [1])}

Le complexe Sy est hyperbolique au sens de Gromov. De plus, les chemins de
chirurgie sont des quasi-géodésiques reparamétrées uniformes.

Nous présentons un schéma de notre preuve du Théoreme 3.19. La notion de quasi-
géodésique reparamétrée est rappelée dans I’encadré en page 45.

Schéma de démonstration du Théoréme 3.19. Notre preuve, tout comme la preuve
originelle d’Handel et Mosher, repose sur un critere du & Masur et Minsky [MM99, Théo-
reme 2.3]. L’idée consiste & vérifier qu'un ensemble de chemins reliant les points de Sy (en
Poccurrence ici, les chemins de chirurgie) vérifie un certain ensemble de propriétés parta-
gées par les géodésiques d’un espace hyperbolique. Avant d’énoncer précisément le critere
de Masur et Minsky, nous introduisons quelques définitions. Soit X un complexe simplicial
connexe, muni de la distance simpliciale dy. Dans 1’énoncé suivant, un chemin désignera
une suite finie de sommets v(0),...,7(K) de X telle que pour tout ¢ € {1,..., K}, nous
ayons dx(v(i),v(i+1)) < 2. Une collection I" de chemins dans X est transitive si pour tous



3.3. HYPERBOLICITE DU COMPLEXE DES SPHERES 99

<1
«>
Ty Ty
Y m g v Ty
> <> <«
<C <C <C
Quasi-rétraction Quasi-lipschitzianité Quasi-contraction

FIGURE 3.3 — Illustration des propriétés de quasi-rétraction, quasi-lipschitzianité et quasi-
contraction.

sommets v,w € X, il existe v € I" tel que v(0) = v et v(K) = w. Soit v : {0,..., K} - X
un chemin, et 7 : X — {0,..., K} une application. Nous définissons trois propriétés du
couple (v, ), que nous illustrons en Figure 3.3. Nous dirons que le couple (v, ) est

o C-quasi rétractant si pour tout k € {0,..., K}, le diametre de y([k, 7(y(k))]) est
inférieur a C';

e (C-quasi lipschitzien si pour tous sommets v, w € X vérifiant dy(v,w) < 1, le dia-
metre de y([7(v), m(w)]) est inférieur & C';

o (A, B,C)-quasi contractant si pour tous sommets v,w € X, si dy(v,7([0,K])) > A
et dy(v,w) < B.dx(v,v([0,K])), alors le diametre de v([7(v), m(w)]) est inférieur a
C.

Remarquons que la propriété de contraction est une propriété qu’ont les géodésiques
dans les espaces hyperboliques au sens de Gromov, lorsque 7 est 'application de projection.
L’exemple typique est le cas des arbres, pour lesquels toute boule disjointe d’une géodésique
7 se projette en un unique point de v par 'application de projection naturelle. Dans le
théoréme suivant, on pourra penser a l'application 7, comme a une projection sur le
chemin v, quoique nous n’imposions rien sur la définition de v a priori.

Théoréme 3.20. (Masur—Minsky [MM99, Théoréme 2.3]) Soit X un compleze simplicial
connexe, muni de la distance simpliciale. Supposons qu’il existe des constantes A > 0,
B > 0 et C >0, ainsi qu’une collection transitive I' de chemins dans X, et pour tout
v € I' de longueur K, une application m : X — {0,...,K} telle que le couple (y,m)
soit C-quasi rétractant, C-quasi lipschitzien, et (A, B,C)-quasi contractant. Alors X est
hyperbolique au sens de Gromov, et il existe des constantes K, L > 0 (ne dépendant que de
A, B et C) telles que tous les chemins de la collection T soient des (K, L)-quasi-géodésiques
reparameétrées.

La projection sur un chemin de chirurgie est définie comme suit. Soit S et ¥ deux
systemes de spheres, et v un chemin de chirurgie de S vers X. Soit S’ un systeme de
spheres. La projection m,(S") est le plus petit entier k tel qu'il existe

e un chemin de chirurgie S’ = 5(,..., S, =3 de 5’ vers ¥ (dans la paramétrisation

duquel nous autorisons l'ajout de temps d’attente), et

e un chemin de chirurgie S = Sp,...,Sx = X de S vers X, obtenu a partir de X en
ajoutant (si nécessaire) des temps d’attente dans la paramétrisation, et
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FIGURE 3.4 — La propriété de contraction pour les chemins de chirurgie.

e un entier ¢ tel que S; = y(k), et pour tout ¢ > ¢, les systemes S; et S aient une
sphere commune.

La propriété de quasi-rétraction est vérifiée dans [1, Proposition 5.1] par un argument
de décroissance des nombres d’intersection le long des chemins de chirurgie. Nous donnons
maintenant une idée de la démonstration de la propriété de contraction (I’argument pour
la quasi-lipschitzianité est similaire). Soit v un chemin de chirurgie entre deux systemes de
spheres S et 3, et soit SV et S* deux spheres contenues dans une boule B de Sy, disjointe
de . Nous voulons montrer que les projections . (S°) et W,Y(Sk ) sont proches. Pour cela,
étant donné un chemin de chirurgie v entre S° et 3, nous allons construire un chemin de
chirurgie de S* vers ¥ qui se rapproche de g avant de quitter la boule B. La construction
se fait en deux étapes, illustrées sur la Figure 3.4.

1. Nous relions S° & S* par un segment géodésique (Si)ie{o,...,k} (représenté par un
zigzag sur la Figure 3.4). Nous construisons alors pour tout ¢ € {1,...,k} un chemin
de chirurgie de S? vers ¥, ces chemins vérifiant une certaine propriété de compatibilité
(Pargument est détaillé en Partie 4 de [1]).

2. L’ingrédient clé de la preuve consiste a montrer que si le chemin de chirurgie de
S¢ vers ¥ progresse dans Sy, alors deux sous-systémes quelconques Si et S de
S* doivent rapidement avoir un descendant commun, i.e. nous devons rapidement
trouver une sphere obtenue par chirurgies successives a partir de S%, et une sphere
obtenue par chirurgies successives & partir de S%, qui soient isotopes. La Proposition
6.2 de [1] donne une version quantitative de ce fait. Nous utilisons dans sa preuve une
notion de complexité d’une partition d’un systéme de spheres en deux sous-systemes,
qui mesure l'intrication de ces sous-sytémes ; nous donnons une borne (qui dépend de
N) sur cette complexité, et montrons que la complexité croit le long des chemins de
chirurgie. Cette propriété de rapide descendant commun nous permet de contracter
le diagramme construit au point précédent, voir la Figure 3.4.

Applications. Nous terminons cette partie en mentionnant quelques applications de
notre démonstration de '’hyperbolicité du complexe des spheres. La premiere application
porte sur I'étude du complexe des arcs d’une surface compacte orientable a bord non
trivial.

Soit .S une surface compacte orientable & bord non trivial, qui n’est pas un cylindre. Un
arc dans S est 'image de l'intervalle [0, 1] par un plongement. Un arc « dans S est essentiel
si aucune composante connexe de S \ « n’a pour adhérence un disque. Le complexe des
arcs A(S), introduit par Harer dans [Har85], est le complexe simplicial dont les sommets
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sont les classes d’isotopies d’arcs essentiels dans S. Plus généralement, un k-simplexe est
défini par une collection de k + 1 arcs qui peuvent étre réalisés de maniére disjointe dans
S.

Notre démonstration de I'’hyperbolicité du complexe des spheres donne une nouvelle
preuve d’un théoreme du a Masur et Schleimer, affirmant ’hyperbolicité du complexe des
arcs associé a une surface & bord [MS13]. Mentionnons également la preuve due & Hensel,
Przytycki et Webb qui montre en outre que la constante d’hyperbolicité est indépendante
de la topologie de la surface [HPW13]. L’idée de notre démonstration consiste & réaliser le
complexe des arcs d’une surface compacte orientable S, s de genre g ayant s composantes
de bord comme sous-complexe de Sygis—1. Pour cela, nous remarquons que la variété
Msgys—1 est homéomorphe a la variété obtenue en recollant deux copies de Sq 5 x [0, 1]
le long de leur frontiere commune, par 'application identité. L’image d'un arc de Sy,
par cette opération est une sphere dans Moy, s_1, ce qui définit une application injective
i+ A(Sg,s) = Sag+s—1. De plus, tout chemin de chirurgie entre deux spheres de I'image
de i reste dans I'image de ¢, et s’interpréete comme un chemin de chirurgie entre les arcs
correspondants. Nous déduisons de ces observations I’hyperbolicité du complexe des arcs
de la surface S, 5, voir [1, Partie 8.2].

Corollaire 3.21. (Masur-Schleimer [MS13, Théoréme 20.3]) Soit S une surface com-
pacte orientable a bord non trivial. Le complexe des arcs A(S) est hyperbolique au sens de
Gromov. Les chemins de chirurgie sont des quasi-géodésiques reparamétrées uniformes.

Notre approche de ’hyperbolicité du complexe des spheres permet également de réin-
terpréter géométriquement I’argument de Kapovich et Rafi remontrant I’hyperbolicité du
complexe des facteurs libres, voir le Théoreme 8.3 de [1].
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Introduction

Cette deuxieme partie est consacrée a I’étude des marches aléatoires sur le groupe
Out(Fx). Nous nous intéressons au comportement a l'infini d’une suite aléatoire d’au-
tomorphismes ®,, € Out(Fy), obtenus par multiplications successives d’incréments indé-
pendants distribués selon une méme loi de probabilité p sur Out(Fy ), et étudions deux
notions de bords a I'infini pour la marche aléatoire.

Dans un premier temps, nous identifions (sous un certain nombre de conditions sur
la mesure u) le bord de Poisson de (Out(Fy), i) avec le bord de Gromov du graphe des
facteurs libres de Fy. Le bord de Poisson est un espace mesuré qui, en un sens, décrit
completement le comportement a I'infini d’une trajectoire typique de la marche aléatoire.
Nous en donnons une définition précise au Chapitre 4. Nous montrons que presque toute
trajectoire de la marche aléatoire a droite sur (Out(Fy), u), réalisée via 'action a gauche
sur Out(Fy ), converge vers le simplexe dans C'Vy d’un arbre libre et arationnel. La mesure
de sortie v est 'unique mesure stationnaire sur l'espace FZ, et (FZ,v) est le bord de
Poisson de (Out(Fy), ). Le Chapitre 4 peut étre lu comme un préambule a la lecture
de I’Annexe C : nous y rappelons les constructions et résultats classiques concernant les
marches aléatoires sur les groupes et le bord de Poisson, avant de donner une idée de nos
techniques de preuve dans le cas du groupe Out(Fy). Nous terminons ce chapitre par
la question de la vitesse de fuite d’'une marche aléatoire sur Out(Fy), et des propriétés
typiques de 'automorphisme obtenu au temps n de la marche.

Dans un second temps, nous identifions 1’horofrontiére de I'outre-espace C'Vy pour
la distance de Lipschitz au bord de la compactification primitive de C'Vy. Grace a un
théoreme de Karlsson et Ledrappier, ceci a des applications a I’étude de la marche aléatoire
sur Out(F) : toute trajectoire typique de la marche aléatoire est dirigée par une certaine
horofonction (aléatoire). Nous utilisons notre description de ’horofrontiere de C'Vy pour
étudier la croissance des éléments du groupe libre F)y sous ’action d’un produit aléatoire
d’automorphismes, et nous établissons un analogue & un théoreme de Furstenberg et Kifer
[FK83] et Hennion [Hen84| pour le groupe Out(Fy ). Dans le Chapitre 5, nous présentons la
construction de I’horofrontiere d’un espace métrique (possiblement asymétrique), que nous
illustrons a l'aide de quelques exemples simples, et nous donnons un apercu de résultats
connus a ce jour sur les horofrontieres de certains espaces métriques. Nous établissons
alors notre description de 1’horofrontiére de 'outre-espace pour la distance (asymétrique)
de Lipschitz, et nous discutons également quelques propriétés de ’horofrontiere de C'Vi
pour la distance inversée, qui est différente de I’horofrontiere précédente : en particulier,
nous donnons une description explicite de I’horofrontiere pour la distance inversée lorsque
N = 2, et nous montrons que celle-ci est de dimension topologique infinie lorsque N > 3.
Enfin, nous présentons le théoreme de Karlsson et Ledrappier, et son application a I’étude
de la marche aléatoire sur Out(Fy ) et a la croissance des classes de conjugaison d’éléments
de Out(Fy) sous 'action de produits aléatoires d’automorphismes.
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Chapitre 4

Le bord de Poisson de Out(F)y)

4.1 Marches aléatoires sur des groupes discrets et bord de

Poisson
Généralités.

Soit G un groupe dénombrable, et soit p une loi de probabilité sur G. Soit A une
mesure (quelconque) sur G. La marche aléatoire a droite sur (G, ) de distribution initiale
A est la chaine de Markov sur G dont la distribution initiale est A, et dont les probabilités
de transition sont données par p(x,y) = u(z~'y) pour tous x,y € G. L'espace Q :=
(GN", u®N") est appelé Pespace des incréments. La position de la marche aléatoire au
temps n est obtenue a partir de sa position initiale gy par multiplications successives a
droite par une suite (s;);en+ €  d’incréments indépendants, tous distribués suivant la
loi w, i.e. gn = gos1...Sn. Sa distribution est donnée par la convolution A x p*. (Nous
rappelons que la convolution de deux mesures u et p’ est la mesure sur G définie par

o (g) ==Y ()i (b g)

heG

pour tout g € G). L’espace des trajectoires T := G x GN est muni de la o-algebre A
engendrée par les cylindres C; 4 := {(gn) € T|g;i = g} pour i € N et g € G. Nous noterons
PPy la distribution sur 'espace T, image de la mesure A ® u®Y" par I'application

GxQ — T
(9, (si)ien) + (9,951,95182,...)

Lorsque A est la mesure de Dirac en l'identité de GG, nous noterons simplement P la me-
sure associée sur I'espace des trajectoires. Soit m la mesure de comptage sur G, et A la
complétion de la o-algebre A par rapport a la mesure P,,. L'espace mesuré (7,4, P,,)
est un espace de Lebesque (voir 'encadré en page 68). Le groupe G agit diagonalement a
gauche sur ’espace des trajectoires. Le décalage temporel sur ’espace des trajectoires est
I’application
T : T — T
(gn)nEN = (gn—l—l)neN .

Bord de Poisson et p-frontieres.

La notion du bord de Poisson d’un opérateur markovien a été introduite par Furs-
tenberg dans larticle [Fur7l], point de départ d’une vaste littérature a ce sujet. Nous

67



68

CHAPITRE 4. LE BORD DE POISSON DE OUT(Fy)

,—[Interméde (Espaces de Lebesgue, partitions mesurables, et tutti quanti).]—

Nous introduisons les notions d’espaces de Lebesgue et de leurs partitions
mesurables. Nous renvoyons a larticle originel de Rokhlin [Rok49] pour une
étude détaillée. Nous renvoyons également a [Cou02] pour une démonstration
courte de la correspondance de Rokhlin.

1. Espaces de Lebesgue

Soit (£2,.4,6) un espace mesuré complet, ie. si A € A vérifie §(A) = 0, et
B C A, alors B € A. L’espace (1,.4,0) est un espace de Lebesgue s’il existe
un sous-ensemble ' C Q tel que A(Q \ Q') = 0, et un ensemble dénombrable
{Bn}nen de sous-ensembles mesurables de ', tel que pour tous points distincts
x1 # x9 € ), il existe n € N tel que soit x1 € B, et x9 ¢ B, soit x1 ¢ B, et
T9 € By,

2. Partitions mesurables

Soit (£2,.4,0) un espace de Lebesgue. Une partition (mod 0) de (£2,.A,0)
est un ensemble £ de sous-ensembles disjoints de 2 tel que

o~ o) =o.
ceg

Une partition £ de (€,.4,0) est mesurable s'il existe un ensemble dénombrable
{Bn}nen de sous-ensembles mesurables de 2, qui sont réunions (a priori non
dénombrables) de sous-ensembles dans la partition &, tel que pour tous Cy,Cs € &,
il existe n € N tel que soit C7 C B, et Co C QN B,,, soit C17 C O\ B,, et Cy C B,.
En particulier, tout ensemble de la partition est mesurable.

Proposition 4.1. (Rokhlin [Rok49]) Soit (Q2,.A,0) un espace de Lebesgue, et &
une partition mesurable de (2, A,0). Alors l’espace mesuré quotient Q1/§ est un
espace de Lebesque.

La correspondance de Rokhlin établit une bijection entre les partitions mesurables
de (2,.A4,0) et les sous-o-algebres completes de B, définie comme suit. A toute
partition mesurable £, nous associons la complétion de la sous-o-algebre A¢ de A
formée des ensembles de A qui sont unions d’éléments de la partition. Notons que
Ag¢ n’est pas toujours égale a la o-algebre engendrée par les atomes de la partition
¢ : par exemple, la sous-o-algebre de [0, 1] engendrée par les atomes de la partition
¢ en points ne contient que des ensembles négligeables et leurs complémentaires,
tandis que A¢ = A. Réciproquement, si B est une sous-c-algebre complete de
A, alors il existe un ensemble dénombrable {B,,} de parties de 2 tel que A soit
engendrée par les ensembles B,, et les ensembles négligeables. Nous associons alors
a B la partition £z dont les atomes sont donnés par les ensembles

és(x) = () Ban () (2~ Ba),

x€Bn x¢Bnp

dont on vérifie qu’elle est indépendante du choix des B,. La correspondance
de Rokhlin établit également une isométrie entre l’espace des fonctions 6-
essentiellement bornées qui sont constantes sur chaque atome de la partition,
et L°(Q/¢).
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,—[Interméde (suite) ] \

3. Un exemple de partition mesurable

Soit (€2, .A,0) un espace de Lebesgue, et soit X un espace métrique sépa-
rable, muni de la tribu borélienne. Soit f : 2 — X une application mesurable.
Alors la partition £ de 2 donnée par les préimages de points par 'application f
est une partition mesurable de Q. En effet, soit (z,,),en une suite dense dans X,
et pour tout N € N, soit Py la partition de Voronoi de X relative aux points
{zg,...,zn} (pour tout i € {0,..., N}, I'"élément de la partition associé a x;
est I'ensemble des points z € X pour lesquels d(z, ;) = infjefo,. .y d(z,7;), et
d(z,z;) < d(x,x;) pour tout j < 7). Alors les préimages par f des partitions
Pn, N € N séparent les atomes de &.

renvoyons par exemple le lecteur a [KV83, Kai96, Kai00, Bab06, Ers10, GM12] pour des
introductions a ce sujet.

Soit G un groupe dénombrable, et © une mesure de probabilité sur G. Soit T' 'opérateur
de décalage temporel dans ’espace des trajectoires. Une pu-frontiére est un espace mesuré
(B, v) qui est un quotient de 'espace des trajectoires (T, .A, P) par une partition mesurable
(voir I'encadré en page 68) G-invariante et T-invariante. Remarquons que la o-algebre sur
T est définie par complétion de A pour la mesure P,,, mais la mesure dont nous munissons
B est la mesure image de P par Papplication de projection naturelle. En fait, a toute
distribution initiale A sur G correspond une mesure vy sur B, image de la mesure Py
par 'application de projection. Lorsque A = m est la mesure de comptage sur G, ’espace
(B, vp,) est un espace de Lebesgue (voir la Proposition 4.1 de 'encadré en page 68). Lorsque
A est la mesure de Dirac en l'identité de GG, nous notons simplement v la mesure associée
sur B. C’est une mesure p-stationnaire sur B, i.e. pour tout borélien .S C B, nous avons

v(S) = ulgv(g™s).

geG

Pour toute distribution initiale A sur GG, nous avons vy = A * v. En particulier, ’espace B
peut étre muni de chacune des mesures de probabilité v, := g.v correspondant a la marche
aléatoire issue de g € GG, et nous avons

VU, = E Vg.

geG

En un sens, la mesure v porte donc toute I'information sur 'espace B. Remarquons au
passage que les mesures v, ne sont pas nécessairement absolument continues les unes par
rapport aux autres, lorsque le support de  n’engendre pas le groupe G en entier.

Un exemple typique de p-frontiere est donné par la situation suivante. Soit X un
espace métrique séparable muni d’une action de G, et * un point base dans X. Supposons
que pour P-presque toute trajectoire g := (gn)nen de la marche aléatoire sur (G, p), la
suite (gn*)nen converge vers un point bnd(g) € X. Alors Papplication bnd : 7T — X
est une application mesurable a valeurs dans un espace métrique séparable, qui est T-
invariante et G-équivariante. La partition £ de I'espace des trajectoires T donnée par les
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bnd-préimages de points est donc une partition mesurable T-invariante et G-invariante de
T (voir encadré en page 69). L’espace (X,bnd,P), quotient de 7 par &, est donc une
u-frontiere.

Une p-frontiere (B,v) est un bord de Poisson de (G, p) si elle est maximale, i.e. si
toute p-frontiere (B’, 1) est quotient de (B, r) pour une certaine partition mesurable G-
invariante de (B, ). Un bord de Poisson (B,v) de (G, u) est unique, au sens ou si (B, v)
et (B',1) sont deux bords de Poisson de (G, ), alors il existe un isomorphisme mesurable
entre un sous-ensemble de v-mesure pleine de B et un sous-ensemble de v/-mesure pleine
de B'.

Une réalisation abstraite du bord de Poisson de (G, i) est donnée par la construction
suivante. Soit Ap la o-algebre formée par les sous-ensembles mesurables et T-invariants de
T. Nous rappelons que m est la mesure de comptage sur G, et P, la mesure associée sur
’espace des trajectoires G'x GI*, qui est G-invariante. Soit A7 la complétion de la o-algebre
Ar pour la mesure P,,. L’espace (T, A, P,,) est un espace de Lebesgue. La correspondance
de Rokhlin (voir I’encadré en page 68) associe & la sous-c-algebre complete Az de A une
unique partition mesurable 7 de GV, bien définie aux ensembles P,,-négligeables pres. En
tant qu’espace mesurable, le bord de Poisson de (G, u) est l'espace quotient I' := T /n,
muni de la o-algebre quotient (c’est donc aussi I'espace des composantes ergodiques de
lopérateur de décalage temporel dans 'espace des trajectoires). Comme précédemment,
I’espace I' peut étre muni de chaque mesure vy, image par ’application quotient 7 — I' de
la mesure Py associée a une distribution initiale A. La mesure v associée a la distribution
initiale donnée par la mesure de Dirac en 'identité de GG est appelée la mesure harmonique
sur I'. Le bord de Poisson de (G, u) est I'espace mesuré (I',v).

Fonctions harmoniques.

Soit G un groupe dénombrable, et 1 une mesure de probabilité sur G. Une des moti-
vations pour ’étude du bord de Poisson de la marche aléatoire sur (G, u) est I'étude des
fonctions harmoniques sur G. Une fonction f : G — R est p-harmonique si pour tout
g € G, nous avons

F9) =Y u(h)f(gh).
heG
Nous noterons H* (G, u) 'espace de Banach des fonctions p-harmoniques p-essentiellement
bornées sur G, muni de la norme du supremum essentiel. Une maniére de construire des
fonctions p-harmoniques sur G est donnée par le procédé suivant. Soit (X, ) un espace
de probabilité muni d’une action de G. Supposons que la mesure v soit p-stationnaire.

Posons
U i= Z Gx V.
Soit F' € L*°(X,vy,). Alors 'application f : G — R définie par

f(g) = /X F(a)dg.v(z)

est une fonction p-harmonique p-essentiellement bornée sur G. Nous définissons ainsi une
application linéaire
L>*(X,vy) — H™(G,p)
F > f ’

de norme inférieure a 1. Lorsque (X, v) est le bord de Poisson de (G, i), cette application
est une isométrie. En effet, si f est une fonction harmonique p-essentiellement bornée
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sur G, et g := (gn)nen est une trajectoire de la marche aléatoire sur (G, u), alors la suite
(f(gn))nen est une martingale bornée, et admet donc P-presque stirement une limite ﬁ(g)
Comme la fonction F' est T-invariante et Ap-mesurable, il existe F' € L®(X, vy,) telle que
F(bnd(g)) = lim f(g,), ou bnd : T — X désigne I'application quotient (voir I’encadré en
page 68). Nous avons ainsi construit une application linéaire

H®(G,p) — L(X,vm)
f — F

de norme inférieure a 1, dont on vérifie qu’elle est inverse de ’application définie ci-dessus.
Ainsi, le bord de Poisson permet de décrire les fonctions p-harmoniques p-essentiellement
bornées sur G. En particulier, le bord de Poisson est trivial si et seulement si toute fonction
p-harmonique p-essentiellement bornée sur G est constante. C’est le cas par exemple si G
est abélien [Bla55, CD60] ou plus généralement nilpotent [DM61]. C’est aussi le cas si G
est & croissance sous-exponentielle et p est & support fini [Ave74].

Il existe également un espace, le bord de Martin, qui permet de décrire ’ensemble des
fonctions harmoniques positives sur G. Tandis que le bord de Poisson est un espace mesuré,
le bord de Martin est un espace topologique, souvent plus difficile a décrire que le bord
de Poisson. Nous renvoyons le lecteur intéressé a [Anc90] pour une étude détaillée de cet
espace.

Mentionnons pour conclure d’autres applications possibles de la description du bord de
Poisson, par exemple a la question de la croissance des groupes [BE11], ou & des problemes
de rigidité [Fur63b, BF14a).

Le critéere de Kaimanovich pour vérifier la maximalité d’une p-frontiere.

Etant donné un groupe G, et une mesure de probabilité p sur G, une question récurrente
est celle de trouver un modele du bord de Poisson de (G, i), c’est-a-dire d’identifier ce bord
de Poisson avec un espace concret X sur lequel le groupe G agit. Quoique nous insistions
sur le fait que le bord de Poisson de (G, ) est défini comme espace mesuré, et n’admet pas
de topologie intrinseque (contrairement au bord de Martin mentionné ci-dessus), 1’espace
X sera le plus souvent un espace topologique. Par exemple, I’espace X pourra étre un
bord topologique OG du groupe G (I’exemple typique étant celui du bord de Gromov d’'un
groupe hyperbolique). 1l s’agira alors de munir X d’une mesure de probabilité v, avant
de montrer que l'espace (X,r) obtenu est bien le bord de Poisson de G. La stratégie
consistera souvent a montrer dans un premier temps que P-presque toute trajectoire de la
marche aléatoire sur (G, 1) converge vers un point du bord 9G. Lorsque JG est un espace
métrisable séparable, en notant v la mesure de sortie sur G, 'espace (0G,v) est alors
une pu-frontiere. Dans un deuxiéme temps, on cherchera a montrer la maximalité de cette
p-frontiere.

Kaimanovich a donné dans [Kai00] des criteres géométriques, issus de la théorie de
I’entropie des marches aléatoires, permettant de vérifier la maximalité d’une p-frontiere.
Nous présentons I'un d’entre eux, le critére des bandes. Nous rappelons que [ est la me-
sure de probabilité sur G définie par ji(g) := p(g~1) pour tout g € G. Etant donné une
f-frontiere (B_,v_) et une p-frontiere (B4,v4 ), 'idée consiste a associer a toute paire
d’éléments (b_,b;) € B_ x By une bande S(b_,by) dans G qui soit suffisamment fine,
au sens ou l'on a un controle sur le cardinal de son intersection avec les boules pour une
distance des mots sur G. Typiquement, lorsque B_ et By sont des bords topologiques de
G, on pourra penser (lorsque cela existe!) a un ensemble de géodésiques reliant les points
b_ et by.
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Nous donnons maintenant une présentation formelle du critere de Kaimanovich. Soit G
un groupe de type fini, et S une partie génératrice finie de G. Munissons G de la distance
des mots relative a S : la distance entre deux éléments g, h € G est la longueur minimale
d’un mot représentant g~ h dans la base S (deux telles distances sont équivalentes). Soit p
une mesure de probabilité sur G. Le premier moment logarithmique de p pour la distance
d est défini comme

ul := Y logd(e, g)u(g)-

geG

L’entropie de p est

H(p) := Y —plg)log u(g)-

geG

Théoréme 4.2. (Kaimanovich [Kai00, Théoréme 6.5]) Soit G un groupe de type fini, soit
d une distance des mots sur G, et soit i une mesure de probabilité sur G ayant un premier
moment logarithmique fini pour la distance d, et d’entropie finie. Soit (B_,v_) une fi-
frontiére, et (By,vy) une p-frontiére. Supposons qu’il existe une application mesurable
G-équivariante
S: B_xBy — 2¢
(b*’bﬂL) = S(b*’bJr)

telle que pour v_ ® vi-presque tout (b—,by) € B_ x By, l'ensemble S(b_,by) soit non
vide, et

sup log card(S(b—,by) N By) < 400,

keN~{o} 108
ot By est la boule de centre e et de rayon k pour la distance d. Alors (B_,v_) (resp.
(B4,v4)) est le bord de Poisson de (G, i) (resp. (G, p)).

Ce théoreme de Kaimanovich donne un critere géométrique pour vérifier qu’une pu-
frontiere est un bord de Poisson. En utilisant ce critére, Kaimanovich a énoncé dans [Kai00,
Théorémes 2.4 et 6.6] un certain nombre de conditions topologiques sous lesquelles une
compactification G de G vérifie que P-presque toute trajectoire de la marche aléatoire
sur (G, ) converge vers un point de G, et sous lesquelles I'espace (G, v), oul v désigne la
mesure de sortie sur G, est le bord de Poisson de (G, ).

Exemples connus de bords de Poisson de groupes discrets.

Nous présentons un apergu d’un certain nombre de résultats connus portant sur le bord
de Poisson de certaines classes de groupes dénombrables de type fini. Nous ne prétendons
pas a 'exhaustivité des résultats mentionnés, tant la littérature est riche a ce sujet, mais
nous espérons que les résultats suivants donneront un bon apergu de I’état de ’art. Par
souci de simplicité, nous supposerons a chaque fois, sauf mention explicite du contraire,
que le support de la mesure p est une partie génératrice finie du groupe G. Nous renvoyons
le lecteur aux références proposées pour des énoncés plus précis dans chacun des cas.

Etant donné un groupe GG, une premiére question que nous pouvons nous poser est celle
de la (non-)trivialité du bord de Poisson de G. Le bord de Poisson d’un groupe abélien
est trivial (Blackwell [Bla55], Choquet et Deny [CD60]). C’est le cas plus généralement
pour les groupes nilpotents (Dynkin et Maliutov [DM61]), ou pour les groupes a croissance
sous-exponentielle (Avez [Ave74]). L’hypothese de finitude du support de p n’est en fait
nécessaire que dans ce dernier cas. Erschler a montré la trivialité du bord de Poisson pour
des marches aléatoires sur des produits en couronne itérés de Z et Z? [Ers01].
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Pour certains groupes, on est en fait capable de déterminer la frontiere de Martin, ce
qui permet de retrouver le bord de Poisson. C’est le cas par exemple pour les groupes
hyperboliques, dont le bord de Poisson s’identifie au bord de Gromov (Ancona [Anc87]).
De méme, Series a identifié le bord de Poisson de certains groupes fuchsiens avec leur
ensemble limite [Ser83].

Nous donnons maintenant un certain nombre d’exemples pour lesquels le critere des
bandes de Kaimanovich a permis de déterminer le bord de Poisson. Dans chacun des cas ci-
dessous, les trajectoires de la marche aléatoire simple sur G convergent presque sirement
vers un point du bord, et nous munissons ce bord de la mesure de sortie.

e Le bord de Poisson d’un groupe hyperbolique s’identifie & son bord de Gromov (Kai-
manovich [Kai00, Partie 7]). Remarquons que l'argument de Kaimanovich permet
d’affaiblir les conditions sur la mesure p dans le résultat d’Ancona [Anc87|. Le cri-
tere des bandes de Kaimanovich s’applique ici a la réunion de toutes les géodésiques
joignant deux points quelconques du bord de Gromov. Ceci s’applique plus généra-
lement aux groupes d’isométries d’espaces hyperboliques propres.

e Le bord de Poisson d’un groupe ayant une infinité de bouts s’identifie avec I'espace
des bouts (Kaimanovich [Kai00, Partie 8]). Le critere des bandes s’applique, celles-ci
sont données par les unions de boules de rayon minimal qui séparent deux bouts.

e Le bord de Poisson d’un réseau cocompact d’une variété de Cartan-Hadamard (i.e.
une variété riemannienne complete, simplement connexe et de courbure sectionnelle
négative ou nulle) s’identifie au bord visuel de la variété (Kaimanovich [Kai00, Partie

9]).
e Le bord de Poisson du groupe modulaire d’une surface compacte s’identifie au bord
de Thurston de I'espace de Teichmiiller associé¢ (Kaimanovich-Masur [KM96]). Kai-

manovich et Masur appliquent le critere des bandes & des lignes bi-infinies données
par les géodésiques de Teichmiiller.

e Le cas des sous-groupes discrets de SL(d,R) a été traité par Furstenberg [Fur67,
Fur71] : le bord de Poisson s’identifie a ’espace des drapeaux de R?. Ses résultats
ont des applications & I’étude des réseaux de SL(d,R) : Furstenberg montre que si
d > 3, alors aucun réseau de SL(2,R) ne peut étre réalisé comme réseau de SL(d,R).
Plus généralement, pour une étude de bords de Poisson de sous-groupes discrets de
groupes de Lie semi-simples, nous renvoyons a [Led85, Kai00, Bro06, Sch09, BS11].

e Gautero et Mathéus ont déterminé le bord de Poisson de certaines extensions de
groupes libres et de groupes hyperboliques [GM12]. En particulier, le bord de Poisson
d’une extension d’un groupe libre F' par un groupe cyclique coincide avec le bord
topologique de F'.

e Karlsson et Woess ont déterminé le bord de Poisson du produit en couronne d’un
groupe libre avec un groupe fini [KWO07].

Citons pour conclure d’autres exemples de groupes pour lesquels le bord de Poisson a
été déterminé. Le bord de Poisson d’un groupe d’isométries d’un espace métrique complet,
uniformément convexe, a courbure de Busemann négative s’identifie avec le bord visuel
(Karlsson et Margulis [KM99]). Ceci s’applique en particulier aux groupes d’isométries
d’espaces C'AT'(0) propres, et en particulier aux groupes de Coxeter agissant sur leur
complexe de Moussong, voir [KLO06]. Deroin a déterminé le bord de Poisson de groupes
localement discrets agissant par difféomorphismes sur le cercle [Der13].
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4.2 Convergence au bord de la marche aléatoire sur Out(Fly)

Dans cette partie, nous étudions le comportement typique d’une marche aléatoire sur
Out(Fy ), réalisée soit sur l'outre-espace C'Vy, soit sur le complexe des facteurs libres
FFy, via 'action de Out(Fy) sur ces espaces. Dans toute la suite de ce chapitre, nous
ne considérerons que des marches aléatoires dont la distribution initiale est donnée par la
mesure de Dirac en 'identité.

Définition 4.3. Un sous-groupe H C Out(Fy) est non élémentaire si

1. la H-orbite de toute classe de conjugaison de facteurs libres propres de Fi est infinie,
et

2. la H-orbite de tout simplexe d’arbres arationnels dans OCVy est infinie, et

3. la H-orbite de toute classe de conjugaison d’éléments de Fiy est infinie.

Nous rappelons que FZ désigne I'espace des classes d’équivalence d’arbres arationnels
libres, deux arbres étant équivalents s’ils font partie d’un méme simplexe de mesures de

longueur dans C'Vy (voir la Partie 3.2.1). La démonstration du théoreéme suivant fait
I’objet de la Partie 2 de I’Annexe C.

r—[Théor‘eme 4.4.} N

Soit p une loi de probabilité sur Out(Fy ), dont le support engendre un sous-
groupe non élémentaire de Out(Fy). Alors pour P-presque toute trajectoire ® :=
(®1)nen € Out(Fy)N de la marche aléatoire sur (Out(Fy), p1), il existe £(®) € FT
tel que pour tout Ty € C'Vy, la suite (®,,.7p)nen converge vers &(P).

En vue de la description par Bestvina—Reynolds et Hamenstddt du bord de Gromov
du complexe des facteurs libres de Fiy (Théoreme 3.3), nous déduisons la convergence de
la marche aléatoire réalisée sur F'Fly.

Théoréme 4.5. Soit p une loi de probabilité sur Out(Fy), dont le support engendre
un sous-groupe non élémentaire de Out(Fy). Alors pour P-presque toute trajectoire
® := (D,,)nen de la marche aléatoire sur (Out(Fn), pn), il existe E(®) € OF Fy tel que
pour tout x € FFy, la suite (Py,.x)pen converge vers §(®).

Les deux énoncés ci-dessus nous ont été inspirés par ’énoncé analogue dia a Kaimano-
vich et Masur [KM96] dans le cadre des groupes modulaires de surfaces fermées orientables.
Soit S une surface fermée orientable. Un sous-groupe H C Mod(S) est non élémentaire s’il
contient deux homéomorphismes pseudo-Anosov qui engendrent un sous-groupe libre de
rang 2. De maniere équivalente, le sous-groupe H est non élémentaire s’il n’a pas d’orbite
finie dans C(S) U 9C(S). Nous renvoyons a [KM96, Lemme 1.2.1] pour une démonstra-
tion de cette équivalence, qui repose sur une classification des sous-groupes de Mod(S)
par McCarthy et Papadopoulos [MP89, Théoréme 4.6]; une discussion analogue pour le
groupe Out(Fy) sera proposée au Chapitre 6 de cette these. Nous rappelons que PMF
est 'espace des feuilletages mesurés projectifs, et UE C PMF désigne le sous-espace de
PMF formé des feuilletages uniquement ergodiques, i.e. qui admettent une unique mesure
transverse.
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Théoréme 4.6. (Kaimanovich-Masur [KM96, Théoréme 2.2.4]) Soit S une surface fer-
mée orientable, et p une mesure de probabilité sur le groupe modulaire Mod(S), dont le
support engendre un sous-groupe non élémentaire de Mod(S). Alors pour P-presque toute
trajectoire g = (gn)nen de la marche aléatoire sur (Mod(S),p), et tout x € Teich(S), la
suite (gn-T)nen converge dans PMF vers une limite F' = F(g) € UE.

En utilisant la description de Klarreich du bord de Gromov du complexe des courbes
[K1a99], le Théoreme 4.6 entraine de méme la convergence d’une trajectoire typique de
la marche aléatoire sur Mod(S) vers un point du bord de Gromov du complexe C(S5)
(voir [Mahl0, Théoreme 5.1] ou cet énoncé apparait). Il est intéressant de remarquer
que dans le cas des groupes modulaires de surfaces, la convergence se fait au niveau de
I’espace de Teichmiiller. Nous conjecturons que dans le contexte des automorphismes de
Fy, la convergence a lieu dans CVy. Ceci serait vérifié si nous savions que les points
limites de la marche aléatoire sont uniquement ergométriques (i.e. le simplexe de mesures
de longueur associé consiste en un unique point). La preuve de Kaimanovich et Masur de
I'unique ergodicité du point limite repose sur un théoréeme de Masur [Mas92] qui énonce que
toute géodésique de Teichmiiller dont le feuilletage vertical associé est minimal, mais pas
uniquement ergodique, doit quitter la partie épaisse de 1'espace de Teichmiiller T'eich(S).
Toutefois, nous ne connaissons pas d’analogue au théoreme de Masur pour 'action de
Out(Fy) sur CVy. Dans le cas de Out(Fy), nous pouvons aussi poser la question duale
de I'unique ergodicité des points limites, i.e. y a-t-il unicité d’un courant géodésique dual
aux arbres limites d’une trajectoire typique de la marche aléatoire sur (G, u) ?

Le Théoreme 4.5 a été montré également par Calegari et Maher [CM12, Théoreme
5.34]. Calegari et Maher se placent dans le cadre plus général de la marche aléatoire sur
un groupe G d’isométries d'un complexe simplicial X hyperbolique au sens de Gromov,
qui n’est pas nécessairement localement fini. Deux éléments de G qui agissent de maniere
loxodromique sur X sont indépendants s’ils n’ont pas de point fixe commun dans le bord
de Gromov 0X. Notre démonstration du Théoreme 4.4 n’utilise pas l'action de Out(Fn)
sur le complexe des facteurs libres de Fly.

Théoréme 4.7. (Calegari-Maher [CM12, Théoréme 5.34]) Soit X un complezxe simplicial
hyperbolique au sens de Gromowv, et soit G son groupe d’isométries. Soit | une mesure de
probabilité sur G, dont le support engendre un sous-groupe de G contenant deux automor-
phismes loxodromiques indépendants. Alors pour P-presque toute trajectoire g := (gn)nen

de la marche aléatoire sur (G, u), et pour tout x € X, la suite (gn.x)nen converge vers un
point £(g) € 0X.

Dans le cas ot X est localement fini, le Théoreme 4.7 est dit & Kaimanovich [Kai00,
Théoreme 2.4]. La difficulté supplémentaire vient donc de 'absence de compacité locale
pour le complexe des facteurs libres propres de Fiy (et donc la non compacité de son bord de
Gromov OF Fy). En particulier, 'existence d’une mesure p-stationnaire sur OF Fy n’est
pas garantie a priori (tandis qu’on peut toujours construire une mesure p-stationnaire
sur un G-espace compact en considérant un point d’accumulation faible-* des moyennes
de Cesaro de la suite des convolutions (pu*™ % \)pen, ot A est n’importe quelle mesure de
probabilité sur X'). Calegari et Maher contournent cette difficulté en construisant la mesure
stationnaire dans I’espace compact obtenu en ajoutant a X I’ensemble des horofonctions
sur X (voir la construction au Chapitre 5), puis en montrant que cette mesure se projette
en une mesure sur le bord de Gromov de X. Notre stratégie consiste a construire une
mesure stationnaire dans ’espace compact dCVy. En montrant que celle-ci est concentrée
sur le sous-espace formé des arbres libres et arationnels, nous pouvons alors projeter cette
mesure en une mesure stationnaire sur FZ.
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Eléments de démonstration du Théoréme 4.4.

Premiere étape : Construction d’une mesure p-stationnaire sur FZ. Soit pu
une mesure de probabilité sur Out(Fy), dont le support engendre un sous-groupe non
élémentaire de Out(Fy ). Comme dC'Vy est compact, il existe une mesure v sur 0C'Vy qui
est p-stationnaire, que nous obtenons comme point d’accumulation faible-x des moyennes
de Cesaro de la suite de mesures (u*" * 6z, )neN, OU 0z, est une mesure de Dirac supportée
en un point o € C'Vy. Il s’agit alors de voir que u(ﬁ) = 1. L’argument, proposé dans
I’encadré en page 77, sera aussi un ingrédient clé de notre démonstration de I'alternative
d’Handel et Mosher pour les sous-groupes de Out(Fy) au Chapitre 6.

Plus précisément, nous montrons dans cet encadré que la premiere condition dans la
définition des sous-groupes non élémentaires de Out(Fy ) entraine que v est concentrée
sur ’ensemble des arbres arationnels. Par un argument similaire, nous montrons que la
troisieme condition dans cette définition entraine que v est concentrée sur 'espace des
actions libres. La deuxieme condition entraine quant a elle que v est non atomique.

Deuxieme étape : convergence au bord. Soit v une mesure p-stationnaire sur le
compact dCVy. Par un théoreme de Furstenberg [Fur73], pour presque toute trajectoire
® := (¥,,)nen de la marche aléatoire sur (Out(Fy), 1), les translatés (P, ). convergent
faiblement vers une mesure de probabilité A(®) sur ICVy, et nous avons

y:/ A(B)dP(D),
T

ou 7 désigne 'espace des trajectoires. L’argument de Furstenberg utilise de maniére cru-
ciale la compacité de 0CVy. Il consiste & remarquer que pour toute fonction f continue et
bornée sur CVy, la suite ((®,,).v)(f) est une martingale bornée, et admet donc presque
surement une limite. En utilisant la séparabilité de ’espace des fonctions continues sur
0CVy, et 'identification du dual des fonctions continues sur dC'Vy avec ’espace des me-
sures de probabilité sur 9C'Vy, nous déduisons la convergence faible des mesures (®,,).v
vers une mesure A\(®).

La décomposition de v donnée ci-dessus entraine que pour presque toute trajectoire
de la marche aléatoire, la mesure A(®) est a support dans FZ. Il s’agit alors de voir que
pour presque toute trajectoire ® de la marche aléatoire, le support de la mesure A(®) est
contenu dans un simplexe de mesures correspondant a un arbre arationnel libre, et que
pour tout Ty € C'Vy, tous les points d’accumulation de la suite (®,,.7p)nen appartiennent
a ce simplexe. Notre démonstration repose de maniere cruciale sur la propriété d’unique
dualité pour les courants duaux & un arbre arationnel libre : nous montrons que si T est
un point d’accumulation arationnel et libre de la suite (®,,.7p)nen, dual & un courant 7,
alors tous les points limites de suites (®,,.17)) pour T € CVy (et aussi pour T} dans un
ensemble de v-mesure pleine de 9CVy) sont duaux a 7, et font donc partie du simplexe
de T. L’argument est détaillé en Partie 2 de I’Annexe C. Nous concluons alors en faisant
appel a un résultat di & Kaimanovich et Masur [KM96, Lemme 1.5.5].

Unicité de la mesure stationnaire sur FZ.

Soit i une mesure de probabilité sur Out(Fy ), dont le support engendre un sous-groupe
non élémentaire de Out(Fy). La mesure de sortie sur FZ est la mesure p-stationnaire
définie par

v(5) :=P(E(®) € 95)
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,—[Interméde (L’argument des mesures stationnaires). ) \

Proposition 4.8. Soit u une loi de probabilité sur Out(Fy), dont le sup-
port engendre un sous-groupe de Out(Fyn) qui ne fixve virtuellement la classe
de conjugaison d’aucun facteur libre propre de Oul(Fy). Alors toute mesure
stationnaire sur OCVy est concentrée sur le sous-espace AT formé des arbres
arationnels.

Nous noterons gr(u) le sous-groupe de Out(Fy) engendré par le support de la
mesure . Notre démonstration de la Proposition 4.8 repose sur l'existence d’une
partition dénombrable de 0CVy en
— le sous-ensemble AT formé des arbres arationnels, et
— chacun des sous-ensembles formés des arbres T' dont 1’ensemble (fini) des fac-
teurs de réduction Per(7") U Dyn(T") est donné (nous renvoyons a l’encadré en
page 50 pour une définition des facteurs de réduction d’un arbre T' € 9C'Vy).
L’hypothese faite sur le support de la mesure p entraine que la gr(u)-orbite de
chacun des ensembles du second type est une réunion infinie dénombrable d’en-
sembles de ce type. Si'un de ces ensembles était de v-mesure non nulle, il y aurait
dans sa gr(u)-orbite un sous-ensemble de v-mesure maximale, ce qui contredirait
le principe du maximum du fait de la u-stationnarité de v. Plus précisément, nous
faisons appel au résultat suivant.

Lemme 4.9. (Ballmann [Bal89], Woess [Woe89, Lemme 3.4], Kaimanovich—
Masur [KM96, Lemme 2.2.2]) Soit G un groupe dénombrable, soit 1 une mesure
de probabilité sur G, et soit v une mesure de probabilité u-stationnaire sur un
G-espace X. Soit D un G-ensemble dénombrable, et © : X — D une application
mesurable G-équivariante. St EE C X est un sous-ensemble mesurable G-invariant
de X vérifiant v(E) > 0, alors O(E) contient une gr(p)-orbite finie.

Démonstration. Soit v := O,v, alors v est une mesure de probabilité u-
stationnaire sur D. Soit M C ©(FE) le sous-ensemble fini non vide formé des
éléments = € O(FE) pour lesquels v(x) est maximal. Pour tout x € M, nous avons

o)=Y pulg)o(g 'z) <v(x) Y ulg) = ().

geG geG

Ceci entraine que pour tout g € gr(u), nous avons (g~ 'x) = (z). L’ensemble

M est donc invariant par le semi-groupe engendré par fi. Etant fini, il est gr(u)-
invariant, et contient donc une gr(u)-orbite finie. O

Démonstration de la Proposition 4.8. Soit D l’ensemble dénombrable des fa-
milles finies de classes de conjugaison de facteurs libres propres de Fy. La Pro-
position 4.8 découle du Lemme 4.9 appliqué & la fonction © : 9C'Vy — D définie

par
OT) = 0 S%TE.AT o
Dyn(T)UPer(T) siT € 0CVn AT

En effet, le Théoreme 3.7 montre que O(T) = () si et seulement si T € AT, et
I’hypothese faite sur gr(u) entraine que la seule gr(u)-orbite finie dans 'image de
O est celle de I’ensemble vide. 0
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pour tout borélien S C FZ, ou {(®) € FZ désigne la limite de la suite (®,,.7)pen pour
n’importe quel x € C'Vy, qui est P-presque stirement bien définie grace au Théoreme 4.4.
Nous montrons 'unicité de la mesure p-stationnaire sur FZ en Partie 2.3 de I’Annexe C.

Théoréme 4.10. Soit ;1 une mesure de probabilité sur Out(Fy), dont le support en-
gendre un sous-groupe non élémentaire de Out(Fy). Alors la mesure de sortie est
lunique mesure p-stationnaire sur FL, et elle est non atomique.

4.3 Le bord de Poisson de Out(Fy)

Sous un certain nombre d’hypotheéses sur la mesure p, nous identifions le bord de
Poisson de (Out(Fy),p) avec 'espace mesuré (FZ,v), ou v désigne la mesure de sortie
sur FZ. Ceci fait ’objet de la Partie 3 de ’Annexe C.

r—[Théoréme 4.11.] N

Soit g une loi de probabilité sur Out(Fy) dont le support engendre un sous-
groupe non élémentaire de Out(Fy ), de premier moment logarithmique fini pour
la distance des mots, et d’entropie finie. Soit v la mesure de sortie sur FZ. Alors
(FZ,v) est le bord de Poisson de (Out(Fn), p).

\. J

Gréce aux travaux de Bestvina et Reynolds [BR13] et Hamenstédt [Ham14a], le Théo-
reme 4.11 montre que le bord de Gromov de F'Fy est un modele pour le bord de Poisson
de (Out(Fn), u).

Nous présentons un schéma de notre preuve du Théoreme 4.11. Le Théoreme 4.5 montre
que (FZ,v) est une p-frontiere (la métrisabilité de FZ, et donc sa séparabilité, a été mon-
trée par Bestvina et Reynolds [BR13, Corollaire 7.2]). Pour montrer le Théoreme 4.11, il
reste donc a en montrer la maximalité. Nous allons pour cela appliquer le critere des bandes
de Kaimanovich (Théoreme 4.2). Il s’agit donc d’associer a toute paire d’arbres libres et
arationnels distincts une bande suffisamment fine dans Out(Fy ), de maniére mesurable et
Out(Fy)-équivariante. Notre construction de ces bandes s’inspire de la construction par
Hamenstiadt de lignes de minima [Ham14b]. Elle utilise de maniére cruciale la finitude de
la dimension du simplexe des courants duaux & un arbre dans C'Vy muni d’une action
libre de Fy, rappelée au Théoreme 1.9, et la propriété d’unique dualité pour les courants
duaux a des arbres arationnels, rappelée au Théoreme 3.5.

Soit L > 1. Une paire de courants (n,7n’) € C'urr?\, est positive si pour tout T € covy,
nous avons (T,7) + (T,7') > 0. A toute paire positive de courants (1,7') € Curr3;, nous
associons un L-aze dans C'Vy. Celui-ci est défini comme ’ensemble des arbres T' pour
lesquels le facteur de dilatation Ay (T, 7") (introduit en Partie 1.2) donne une bonne
estimation de la distorsion Lip(7T,T") pour tout 77 € CVy (et L mesure la qualité de cette
estimation). Plus précisément, un arbre 7' € CVy est dans le L-axe de la paire (1,7') si
pour tout T" € C—VN, nous avons

: /
| < M <7
Ap i) (T, T7)

Cette définition est modelée de sorte que le L-axe d’'une paire de courants soit proche
d’étre une géodésique pour la distance symétrisée sur C'Vy, a ceci pres qu’il peut contenir
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des trous (si L est trop petit, le L-axe de la paire (n,7') peut méme étre vide). Cette
propriété constitue le point clé pour vérifier la condition de croissance des bandes dans le
critere de Kaimanovich.

Etant donné deux arbres T, T" € FZ, nous définissons alors le L-aze de (T, T") comme la
réunion (finie) des axes de (n,7n’), pour (n,n') variant dans ’ensemble fini Erg(T") x Erg(T”)
(on Erg(T') désigne I'ensemble des courants ergodiques duaux a 7). Ceci permet d’associer
une L-bande dans Out(Fy) & toute paire (T, 7") d’arbres arationnels libres : elle est définie
comme l'ensemble des automorphismes ® € Out(Fy) pour lesquels ®*cy, appartient
au L-axe de (T,T"), ol *cvy, est un point base fixé une fois pour toutes. En utilisant
I’ergodicité du décalage de Bernoulli dans I’espace des trajectoires bi-infinies de la marche
aléatoire, nous montrons alors qu’il est possible de choisir L de maniere uniforme, de sorte
que les bandes soient presque sturement non vides.

4.4 Autres propriétés de la marche aléatoire sur Out(Fy)

Nous terminons ce chapitre en présentant deux autres propriétés des marches aléatoires
sur Out(Fy ), concernant d’une part la vitesse de fuite de la marche aléatoire, et d’autre
part les propriétés typiques de I'automorphisme obtenu au temps n de la marche lorsque
n tend vers +oo.

Vitesse de fuite.

Soit G un groupe dénombrable, soit d une distance (pas nécessairement symétrique)
sur G, et soit p une loi de probabilité sur G, de premier moment fini pour la distance d.
11 découle du théoréeme ergodique sous-additif de Kingman [Kin68| que la limite

) 1
ngr-ir-loo Ed(& gn)

existe pour presque toute trajectoire (gn)nen de la marche aléatoire sur (G, u). Elle est
appelée la vitesse de fuite de la marche aléatoire. Nous étudions maintenant la vitesse de
fuite d’une marche aléatoire sur le groupe Out(Fl ), réalisée sur CVy ou sur F'Fy. L’étude
de la vitesse de fuite de la marche aléatoire sur un groupe d’isométries d’un espace hyper-
bolique au sens de Gromov est due & Maher [Mah12] (I’énoncé de Maher est donné dans
le contexte de 'action du groupe modulaire Mod(S) d’une surface compacte orientable S,
toutefois la démonstration s’adapte au cadre plus général d’un groupe d’isométries d’un
espace hyperbolique).

Théoréme 4.12. (Maher [Mah12]) Soit G un groupe agissant par isométries sur un com-
plexe simplicial X hyperbolique au sens de Gromov, et soit x € X. Soit i une mesure de
probabilité a support fini sur G. Supposons que P-presque toute trajectoire de la marche
aléatoire sur (G, p) converge vers un point de 0X, et que la mesure de sortie soit non ato-
mique. Alors il existe des constantes L > 0 et ¢ < 1 telles que P(d(z, gnx) < Ln) = O(c").
En particulier, la marche aléatoire a une vitesse de fuite strictement positive.

Il résulte alors du Théoreme 4.5 que la marche aléatoire a une vitesse de fuite stricte-
ment positive pour la distance simpliciale sur F'Fy. Soit *rp, un point base dans F'Fy.

Théoréme 4.13. (Calegari—-Maher [CM12]) Soit p une mesure de probabilité sur Out(Fy),
dont le support est fini et engendre un sous-groupe non élémentaire de Out(Fy). Alors il
existe des constantes L > 0 et ¢ < 1 telles que P(dpry (*Fry, Pnxrry) < Ln) = O(c").
En particulier, la marche aléatoire a une vitesse de fuite strictement positive.
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Nous déduisons alors un résultat analogue pour la marche aléatoire réalisée sur C'Vy.
Soit *cy, un point base dans CVy.

Théoréme 4.14. Soit ;1 une mesure de probabilité sur Out(Fy), dont le support est fini
et engendre un sous-groupe non élémentaire de Out(Fy). Alors il existe des constantes
L >0 et c <1 telles que P(dovy (xcvy, Prxcvy) < Ln) = O(c"). En particulier, la
marche aléatoire a une vitesse de fuite strictement positive.

Le passage du Théoreme 4.13 au Théoreme 4.14 utilise ’estimation suivante, qui relie
les distances sur C'Vy et sur F'F. Nous en donnons une démonstration en Partie 5.3 de
I’Annexe B. Celle-ci repose sur une estimation reliant la distance asymétrique sur C'Vy a
une notion de nombres d’intersection sur C'Vy [2, Proposition 2.8].

Proposition 4.15. Il existe K, L € R tels que pour tous ®, ¥ € Out(Fy), nous ayons

drry (Pxppy, Vippy) < Kdovy (Provy, Y*covy ) + L.

Généricité des automorphismes compléetement irréductibles.

Nous mentionnons enfin le résultat suivant, montré par Sisto [Sis13] et par Calegari et
Maher [CM12] par des méthodes différentes.

Théoréme 4.16. (Sisto [Sis13], Calegari-Maher [CM12, Théoréme 5.35]) Soit p une
mesure de probabilité sur Out(Fy), dont le support est fini et engendre un sous-groupe
non élémentaire de Oul(Fy). Alors la probabilité que I’élément obtenu au temps n de la
marche aléatoire sur (Out(Fyn),p) soit un automorphisme complétement irréductible de
Out(Fy) décroit exponentiellement en n.

Remarquons que Calegari et Maher montrent en outre que la longueur de translation
de 'automorphisme ® obtenu au temps n de la marche aléatoire, réalisé comme isomé-
trie de F'Fly, est bornée inférieurement par une fonction linéaire de n, avec probabilité
exponentiellement proche de 1 [CM12, Théoreme 5.35].



Chapitre 5

L’horofrontiere de ’outre-espace

Ce chapitre est consacré a la description d’un autre bord utile & 1’étude des marches
aléatoires sur Out(Fy), 'horofrontiére de CVy. La encore, nous commencerons par une
présentation générale de la construction de I'horofrontiere d’un espace métrique (non né-
cessairement symétrique), et un apergu des résultats connus a ce jour, avant de décrire
I’horofrontiere de C'Vyy. Nous expliquerons ensuite comment ’horofrontiere d’un espace
métrique intervient dans 1’étude de la marche aléatoire sur son groupe d’isométries, et
appliquerons ces principes a ’étude de la croissance des classes de conjugaisons d’éléments
de Fy sous l'action de produits aléatoires d’automorphismes extérieurs de F. Mention-
nons au passage d’autres applications possibles de 1’étude de ’horofrontiere d’un espace
métrique, d’une part a I’étude de son groupe d’isométries [KN09, LW11, Walll], d’autre
part & la théorie de Patterson—Sullivan [BM96].

5.1 L’horofrontiére d’un espace métrique

Définition.

Soit (X, d) un espace métrique, que nous ne supposons pas nécessairement symétrique.
Sous un certain nombre d’hypothéses sur d, nous construisons une compactification de
(X,d) au moyen d’horofonctions. La notion d’horofrontiére d’un espace métrique a été
introduite par Gromov [Gro80], le concept d’horofonction étant une généralisation de
la notion de fonction de Busemann [Busb5]. Intuitivement, il s’agit d’étendre a 'infini la
distance sur l'espace X. La généralisation au cas d’une distance asymétrique est traitée par
Walsh dans [Walll, Partie 2]. Nous suivons la présentation de Walsh de cette construction.

Fixons un point base b € X. A tout point z € X, nous associons une fonction continue

bo: X = R
x = d(x,z)—d(b,z) "

Soit C(X) l'espace des fonctions continues a valeurs réelles sur X. Nous munissons C(X)
de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de (X, dsym ), ot dgym est la
distance symétrisée sur X définie par dgym (z,y) := d(x,y) + d(y, z). Nous avons donc une
application

v X o C(X)
z =,

Cette application 1 est continue et injective. En effet, pour tous z,2’ € X et tout z € X,

81
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nous avons
W)Z'(x) - ¢Z(x)| = |d($, Z/) - d(b’ Z/) - d(x’ Z) + d(b’ Z)| < dsym('z’ Z/),

ce qui montre la continuité de ). Par ailleurs, si z # 2/, en supposant sans perte de
généralité que d(b, z) > d(b, 2"), nous obtenons

V. (2) —Y.(2) = d(2,2') — d(b,2') +d(b, z) > 0,

donc v, # 1),. Ceci montre I'injectivité de ¢. La proposition suivante donne des conditions
sous lesquelles 'application v est en fait un homéomorphisme sur son image, et permet
de définir une compactification de X. Un espace métrique est propre si les boules fermées
sont compactes.

Proposition 5.1. (Ballmann [Bal95, Chapitre I1.1], Walsh [Walll1, Proposition 2.2]) Soit
(X, d) un espace métrique, non nécessairement symétrique. Supposons que

e espace (X,d) est géodésique, et

o lUespace (X,dgym) est propre, et

e pour tout x € X et toute suite (z,)nen € XN, la distance d(z,,x) tend vers 0 si et

seulement si d(x, ) tend vers 0.

Alors 1 est un homéomorphisme de X sur son image, et l’adhérence de ¥(X) dans C(X)
est compacte.

L’espace 1(X) est appelé la compactification par horofonctions de (X,d), les éléments

de X (00) := (X)) \ ¢(X) sont des horofonctions.
Démonstration. (Walsh) Pour tous z,y,z € X, nous avons

W}z(x) - wz(y)’ = \d(x,z) - d(b7 Z) - d(y7 Z) + d(b7 Z)’ < 2d8ym(x7y)'

Par conséquent, toute fonction dans t(X) est 1-lipschitzienne pour la distance dgyy,. Par
).

(
ailleurs, nous avons |9, ()| < dsym(x,b). Comme dgyy, est propre, la compacité de 1(X)
découle du théoreme d’Arzela—Ascoli.

Pour vérifier que 1 est un homéomorphisme de X sur son image, nous montrons que
si (zn)nen est une suite d’éléments de X qui sort de tout compact de X, alors tout point
limite £ € C(X) de la suite (1, )nen est contenu dans ¥(X) \ ¢ (X).

Soit y € X. Nous allons montrer que § # . Comme dg,,, est propre, la distance
dsym (Y, 2n) tend vers 4o00. Soit r > d(b,y) + &(y). Pour tout n € N, choisissons un point
&y, sur une d-géodésique de y & z, tel que dgym (v, x,) = 7. Comme dgy,, est propre, quitte
a extraire, nous pouvons supposer que (Z,)neN converge vers un point x € X.

Pour tout n € N, nous avons v, (x,) = ¥, (y) — d(y,z,). Comme chacune des ap-
plications 1, est 1-lipschitzienne, nous pouvons passer a la limite pour obtenir &(x) =
&(y) — d(y, x). Par ailleurs, nous avons 1, (z) = d(z,y) — d(b,y), et donc ¢, () — &(z) =
dsym(x,y) — &(y) — d(b,y) > 0. Ceci montre que & # 1,,. O

Soit G un groupe d’isométries d’'un espace métrique (X, d) (non nécessairement symé-
trique) satisfaisant les hypotheses de la Proposition 5.1. Alors I'action de G s’étend en une
action par homéomorphismes sur X (c0), donnée par

9£(x) =E&(g'x) — E(g7'D)

pour tout g € G, toute horofonction £ € X (00) et tout x € X [Walll, Proposition 2.4].
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FIGURE 5.1 — La compactification par horofonctions de (R, |.|).

Quelques exemples simples de compactifications par horofonctions.

Afin d’illustrer la notion ci-dessus, nous donnons quelques exemples simples d’horo-
frontieres d’espaces métriques usuels.

Ezemple 1 (voir la Figure 5.1) : Soit X = (R,|.|) la droite réelle, munie de la distance
usuelle (nous choisissons 0 comme point base). Pour tout z € X la fonction ¢, (représentée
en Figure 5.1) est donnée par
U, (x) = |z — 2| — |7

pour tout x € X. Ainsi, la fonction 1, converge lorsque z tend vers +oo vers la fonction
Vi @ T +— —x, tandis qu’elle converge vers ¥_o : x +— x lorsque z tend vers —oo. La
compactification par horofonctions de X est donc isomorphe a la compactification a deux
points de la droite réelle.

Ezemple 2 (voir la Figure 5.2) : Soit X = (R?,||.||2) le plan muni de la norme euclidienne
(nous choisissons l'origine (0,0) comme point base). Alors pour tout z € X, la fonction v,
est la fonction dont les lignes de niveau sont les cercles centrés en z (en particulier, la ligne
de niveau 0 de 1., représentée sur la Figure 5.2, est le cercle centré en z et passant par 0).
Soit (2n)neny € XN une suite d’éléments de X. Quitte & extraire, nous pouvons supposer
que soit

e la suite (zy,)nen converge vers un point z € X, soit

e la suite (zj)nen sort de tout compact, et angle 6,, entre 'axe des abscisses et la
demi-droite [Oz,) converge vers un angle 6 € [0, 27).

Dans le second cas, en notant vy le vecteur unitaire sur la demi-droite formant un angle 6
avec la demi-droite horizontale, nous vérifions que la fonction v, converge lorsque n tend
vers 400 vers la fonction 1y = (., vg), dont les lignes de niveau sont les droites orthogonales
au vecteur vg. Ainsi, la compactification de X par horofonctions est homéomorphe au
disque, avec une horofonction au bout de chaque direction angulaire.

Exemple 3 (voir la Figure 5.3) : Soit X = (R2,||.||1) (nous choisissons de nouveau 1’ori-
gine (0,0) comme point base). Nous représentons en Figure 5.3 la ligne de niveau 0 d’une
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FIGURE 5.2 — La compactification par horofonctions de (R?, ||.||2).

fonction 1, avec z € X, qui est un carré centré en z. Nous voyons alors qu’il y a une
horofonction limite au bout de chaque demi-droite horizontale et une horofonction limite
au bout de chaque demi-droite verticale. A celles-ci s’ajoutent quatre autres horofonctions,
vers lesquelles une suite s’accumule lorsque ses deux coordonnées divergent. Ainsi, la com-
pactification par horofonctions de (R?,||.||1) est elle aussi homéomorphe au disque, mais
elle n’est pas isomorphe (en tant que compactification) & la compactification par horofonc-
tions de (R2,]|.||2) décrite ci-dessus. Cet exemple illustre le fait que la compactification
par horofonctions dépend vraiment de la distance sur X, et pas seulement de la topologie
sur X (et pas seulement non plus de la classe de quasi-isométrie de la distance).

Ezemple 4 (voir la Figure 5.4) : La compactification de I’espace hyperbolique H? par
horofonctions est isomorphe a la compactification de Gromov, qui est homéomorphe au
disque. Les lignes de niveau des horofonctions sont les horosphéres représentées en Figure
5.4.

Ezemple 5 (voir la Figure 5.5) : Soit X 1’échelle bi-infinie représentée en Figure 5.5, munie
de la distance géodésique qui rend chaque aréte du graphe X isométrique au segment
[0,1]. La compactification par horofonctions de X est obtenue en ajoutant un segment
vertical de longueur 1 a chaque bout de I’échelle. Remarquons que dans ce cas, ’espace X
est hyperbolique au sens de Gromov, et son bord de Gromov (qui consiste en un point &
chacun des deux bouts de ’échelle) est un quotient strict de son horofrontiere. En général,
le bord de Gromov d’'un espace hyperbolique (au sens de Gromov) géodésique et propre
est toujours un quotient de son horofrontiere, voir [CP01, Théoreme 3.10] ou [WWO05,
Théoreme 4.5] (lorsque 'espace X considéré n’est pas propre, on peut définir de méme
I’horofrontiere de X, qui n’est plus nécessairement compacte ; le bord de Gromov de X
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FIGURE 5.3 — La compactification par horofonctions de (R, ||.||1).
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FIGURE 5.4 — La compactification par horofonctions de l'espace hyperbolique H?.
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FIGURE 5.5 — La compactification par horofonctions de I’échelle bi-infinie.

s’exprime alors comme quotient d’un sous-ensemble de I'horofrontiere, voir [MT14, Partie

3]).

Points de Busemann. Soit (X, d) un espace métrique (qui peut étre asymétrique), qui
satisfait les hypotheses de la Proposition 5.1, de sorte que la compactification de X par
horofonctions est bien définie. Suivant la terminologie de Rieffel [Rie02], nous dirons qu’un
chemin v : Ry — X est un rayon presque géodésique si pour tout € > 0, il existe tg € Ry
tel que pour tous s,t > tg, nous ayons |d(y(0),v(s)) + d(~(s),7(t)) — t| < e. Rieffel a
montré que tout rayon presque géodésique dans X converge vers un point de X (o0). Une
horofonction £ € X (00) est un point de Busemann s’il existe un rayon presque géodésique
qui converge vers £. Dans les quatre premiers exemples ci-dessus, toutes les horofonctions
sont des points de Busemann. Le cinquieme exemple fournit un exemple d’espace métrique
pour lequel il existe des horofonctions qui ne sont pas des points de Busemann.

Exemples connus d’horofrontiéres.

Il y assez peu d’espaces métriques dont les compactifications par horofonctions sont
connues explicitement. Nous mentionnons quelques résultats connus a ce jour.

e L’horofrontiere d’un espace CAT(0) coincide avec le bord visuel, défini en termes de
classes d’équivalences de rayons géodésiques [BH99, Théoreme 8.13].

e Lorsque S est une surface hyperbolique compacte orientable, Walsh a identifié I’ho-
rocompactification de Teich(S) pour la distance asymétrique de Thurston a la com-
pactification de Thurston PMF [Walll]. Tous les points de PMF sont des points
de Busemann [Walll, Théoréeme 4.1], obtenus comme limites de lignes de stretch,
qui sont des géodésiques pour la distance de Thurston.

e Liu et Su ont identifié ’horocompactification de T'eich(S) pour la distance de Teichmiil-
ler avec la compactification de Gardiner-Masur [LS12]. Nous renvoyons également a
[Wall2] pour une autre démonstration de leur résultat et une étude de la géométrie
de cette compactification. Certains points de 'horofrontiére ne sont pas des points
de Busemann [Miy14].

e Klein et Nicas ont déterminé I’horofrontiére du groupe de Heisenberg pour la distance
de Carnot et Carathéodory [KN09].

e Il est souvent plus facile d’identifier les points de Busemann d’un espace métrique,
plutét que de décrire I'ensemble de son horofrontiere. Webster et Winchester ont
donné un critere sous lequel toutes les horofonctions d’un groupe de type fini sont
des points de Busemann [WWO06]. Mentionnons les travaux de Walsh portant sur
I’horofrontiere des espaces vectoriels normés de dimension finie [Wal07], des groupes
d’Artin diédraux [Wal09], de la géométrie de Hilbert [Wal08]. Dans chacun de ces
cas, Walsh a déterminé ’ensemble des points de Busemann, et donné une condition
nécessaire et suffisante sous laquelle tous les points de 'horofrontiére sont des points
de Busemann.
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e Blachere, Haissinsky et Mathieu ont montré que I’horofrontiere d’un groupe muni
de la distance de Green associée a une marche aléatoire est homéomorphe a la fron-
tiere de Martin ; lorsque la distance de Green est hyperbolique au sens de Gromov,
I’horofrontiere est aussi le bord de Gromov associé a cette distance [BHMOS]

5.2 L’horofrontiere de ’outre-espace

Nous renvoyons au Chapitre 2 pour une définition et une description de la compactifi-

cation primitive CVx' " de Poutre-espace. Le théoréme suivant fait l'objet de la Partie
3 de I’Annexe B.

r—[Théoréme 5.2.] N

11 existe un unique homéomorphisme Out(Fy)-équivariant de C’VNpMm vers ’ho-
rocompactification de C'Vy égal a l'identité en restriction a CVy. Pour tout

—~prim . R ,
z € CVy , ’horofonction associée a z est donnée par

llgll= llgll=

Y, (z) = log sup —log sup (5.1)
9Py ll9ll aePy [l9llo
pour tout z € C'Vy (identifié avec son représentant de covolume 1).

Remarquons que les suprema qui interviennent dans ’expression des horofonctions
peuvent étre pris sur 'ensemble fini des éléments de Py qui sont des candidats dans x et
dans b. Il est également possible de remplacer z € CVN'™™ par 'un quelconque de ses
représentants dans cuy, et de prendre les suprema sur Fy. L’horofonction v, peut alors
également s’écrire comme

¥, (x) = log Lip(z, z) — log Lip(b, z).

Idée de la démonstration. L'unicité vient de la densité de C'Vyy dans CVN""™, et Iéqui-
variance est immédiate. Pour tout z € CVNp”m et tout x € C'Vy, posons

Y (w) = log sup llgll- —log su lgll=
9EPN Hng gePN HgHb

(si bien que nous avons 1, = v, pour tout z € CVy). Montrons que pour tout z €

CVN""™, la fonction !, est continue sur C'Vy. Soit z € CVN"™™, et soit (zn)neN € CV]I\\;
une suite d’éléments de C'Vy qui converge vers z. Nous fixons un représentant dans les

classes d’homothétie de z et de chacun des arbres z,. Pour tout n € N, nous avons

Y. (z) =log sup |lgll- log sup lgll-
geF () |19llz ser ) 119115

ou F(z) (resp. F(b)) est 'ensemble fini des candidats dans = (resp. dans b). Par définition
de la topologie sur PR?V | il existe une suite (An)nen de réels tels que pour tout g €
Pn, la suite (Anl|g]|2, Jnen converge vers ||g||z, si bien que v () converge vers ¥ (z).
L’application 1/, est donc la limite ponctuelle des applications 1-lipschitziennes w;n, elle
est donc continue.
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La fonction 1 : CVy — C(C'Vy) s’étend donc en une fonction ¢ : CVy' " — C(CVy).
La continuité de cette extension s’obtient par un argument similaire & celui présenté ci-
dessus pour montrer la continuité de chacune des applications v,.

Nous montrons maintenant l'injectivité de v : CVN"™ — C(CVy). Soit 2,2 €
CVN"™"™ tels que 1, = 1,/. Nous cherchons & montrer que le rapport % est constant sur
Pn. Soit g € Py, et soit x € C'V une rose dont I'un des pétales représzente g. Pour tout
€ > 0, soit x, la rose dans C'Vy obtenue a partir de x en attribuant au pétale représentant
g la longueur €, tandis que tous les autres pétales sont de méme longueur.

Si ||lgl|l. # 0, alors pour € > 0 suffisamment petit, nous avons ¥,(z.) = log e”é'|(|zz),

. — IEIIE
ot C(2) = supyep, Tolls

I'inverse, si ||g||; = 0, alors ¥, (z¢) est borné, indépendamment de € > 0. Comme ), = 1)/,
ceci montre que ||g||,» = 0 si et seulement si ||g||, = 0, et dans le cas contraire le rapport

||||gg||||zz/ - % ne dépend pas de g € Py. Donc z = 2.

. En particulier ¢,(x.) tend vers +oo lorsque € tend vers 0. A

L’application v : C’VNpMm — C(CVy) est donc une injection continue, et comme
CVNT™™ est compact, ¢’est un homéomorphisme sur son image (en particulier, cette image
est fermée dans C(CVy)). La continuité de ¥ montre que ¥(CVy) C (CVN" ") C

Y(CVy), ce qui montre le résultat souhaité. O

Nous déterminons également les points de Busemann de la compactification de C'Vy
par horofonctions (Partie 3.5 de I’Annexe B).

Théoreme 5.3. Pour tout T € CVNprim, I’horofonction Y est un point de Busemann
si et seulement si T est a orbites denses.

5.3 L’horofrontiere inverse de 1’outre-espace

Comme la distance sur C'Vy est asymétrique, il est naturel de se poser la question de
la description de I’horofrontiere correspondant la distance d*®** donnée par d***(T,T") =

—~7back . . .
d(T',T). Nous notons C'Vy ““" 1a compactification de C'Vy par horofonctions correspon-
dante. Etant donné un sous-ensemble S C My de courants dans I’ensemble minimal My,
nous définissons une application

fs: CVy — R
T = fs(T)=logsup,cs(T,n) — log supnes<b,n> ’

ou nous identifions les arbres b et T' a leurs représentants de covolume 1.

Théoréme 5.4. Pour tout £ € C’VNbaCk, il existe un sous-ensemble S C My tel que

§=fs.

Le Théoreme 5.4 est démontré en Partie 4 de ’Annexe B, qui est consacrée a une
étude de quelques propriétés de I’horofrontiere inverse de C'Vy. En particulier, nous y
montrons que la dimension topologique de C—VNbGCk est infinie des que N > 3. Soit ~ la
relation d’équivalence sur My qui identifie deux courants p et p' si (T, u) = (T, 1') pour
tout T' € CVi (cette relation a été étudiée dans [KLSS07]). Nous montrons l'existence
d’un plongement topologique de I'espace PMy /~, qui est de dimension topologique infinie,

dans C' VNbGCk. I1 découle au contraire des travaux de Gaboriau et Levitt [GL95] et de notre
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description de I’horofrontiere de CVyy (Théorémes 2.5 et 5.2) que CVy'  est de dimension
topologique finie, égale & 3N —4 (le bord étant de dimension égale a 3N —5). Ainsi, les deux
compactifications obtenues sont de nature topologique différente. Il semble en fait qu’il y
ait une sorte de dualité entre ces deux compactifications. Ainsi, si (T},)nen € CV}\\; est une
suite qui converge vers T € CVy, alors tout point d’accumulation de la suite ( %fk)neN
est de la forme fg avec S C Dual(7T"). Toutefois, le probleme de la description des points

de C—VNka reste ouvert (en particulier, quels sont les ensembles S C My pour lesquels
fs est une horofonction 7). Reiner Martin a aussi construit une compactification de CVy
de dimension infinie en termes de courants [Mar95]. Les deux compactifications obtenues
sont-elles isomorphes ? Notons que ce probleme de la description de ’horofrontiere inverse
est aussi ouvert dans le cadre des espaces de Teichmiiller, munis de la distance asymétrique
de Thurston. '

Afin d’illustrer la différence entre C'—VNpmm et C—VNbaCk, nous donnons des exemples de
deux suites d’éléments de C'Vy convergeant vers le méme point de I'une de ces compacti-
fications, mais vers des points différents de ’autre compactification.

Ezemple 5.5. Nous donnons un exemple de deux suites (T),)nen, (T))nen € C'V3N qui

o . —<7Prim . . .. —~57back
convergent vers le méme point dans CV5""™"™  mais vers des points distincts dans CV5 .

Pour tout n € N, soit 7,, (resp. T},) la rose associée & une base {a,b,c} de F3, ayant des
pétales de longueurs 1, L et 2 (resp. 1, & et 1). Alors les suites (T),)nen et (T);)nen
convergent toutes deux dans CV5" ' vers la rose dans laquelle les pétales étiquetés par

b et c ont été écrasés, mais (Ty,)nen (vesp. (T),)nen) converge vers frry (vesp. fyp)y) dans

C—‘/gb(wk .

Ezemple 5.6. Nous donnons maintenant un exemple de deux suites (7,)nen, (T))nen €
CV})N qui convergent vers le méme point dans C'—ngaCk, mais vers des points distincts dans
CV5""™™ . Pour tout n € N, soit T}, (resp. T") la rose associée & une base {a,b,c} de F,
ayant des pétales de longueurs 1, 2 et % (resp. 2, 1 et %) Alors les suites (7},)nen et

—~57back .
(T!)nen convergent toutes deux vers J{igy dans C'V3 ““* mais elles convergent vers des

arbres distincts dans CVs' .

Description de I’horofrontiére inverse de C'V,. De méme que nous avons donné une

description explicite de I’horofrontiere de C'V, en Partie 2.2, nous donnons maintenant

.. .. N . . . —~back
une description explicite de I'horofrontiere inverse de CVa. La compactification CVa

est représentée en Figure 5.6. Elle est de dimension topologique égale a 2. Elle n’est pas
isomorphe & la compactification CV5" ", toutefois les parties réduites de ces compac-
tifications (obtenues en ne considérant pas les graphes en halteéres dans outre-espace)
sont isomorphes. Nous renvoyons a la Partie 4.3 de I’Annexe B pour des arguments plus
détaillés.

Soit (T} )neN € CVQN une suite d’arbres dans C'V5 qui converge vers une horofonction &
dans CVY%*(00). Quitte & extraire, nous pouvons supposer que la suite (7}, ),en converge
également vers un arbre T dans C'V5.

Si 'arbre T est simplicial, et si le graphe quotient 7'/F, a I'une des quatre premiéres
formes représentées sur la deuxieme ligne de la Figure 2.3, alors § = fy,3. En particulier,

les simplexes de CV; écrasés dans C—Vgp rim le sont aussi dans C—ng(wk. Par ailleurs, les
simplexes associés a des graphes en haltéres semi-dégénérés (correspondant a la quatrieme
forme présentée en Figure 2.3) sont aussi écrasés dans C—ngGCk (alors qu’ils ne le sont pas
dans CV5"""™).
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FI1GURE 5.7 — L’adhérence du simplexe d’un graphe en halteres dans CngaCk.

Si 'arbre T est un arbre de Bass—Serre associé au scindement libre Fy = (a) * (b),
alors ¢ est de la forme fyy (q 25> @vec A1 + A2 = 1. Toutes ces fonctions s’obtiennent
comme limites de suites (T},)pen € C VQN, en définissant 7}, comme le graphe en halteres
dont le lacet étiqueté par a (resp. par b) a pour longueur /\+n (resp. )\%n) Ainsi, le point
de C'V; correspondant au scindement Fp = (a) * (b) est éclaté en un simplexe de dimension

v back p . , .
1 dans CVa . Nous représentons sur la Figure 5.7 Padhérence du simplexe d'un graphe
N ——-back
en halteres dans C'Vo .
Enfin, lorsque 'arbre T' est dual a une lamination minimale arationnelle sur un tore
ayant une composante de bord, il existe un unique courant n € My dual a T', et ce courant

1 n’est dual & aucun autre arbre 77 € C'V5. Nous avons alors £ = Ty

5.4 Horofrontieres et marches aléatoires sur les groupes

Soit (X,d) un espace métrique (possiblement asymétrique). Nous supposerons que
(X, d) satisfait les hypotheses de la Proposition 5.1, de sorte & pouvoir définir la compac-
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tification de X par horofonctions. Soit G un groupe localement compact agissant sur X
par isométries. L’étude de I’horofrontiere de ’espace métrique (X, d) a des applications a
I’étude des marches aléatoires sur le groupe G. Typiquement, une trajectoire de la marche
aléatoire sur (G, u) est dirigée asymptotiquement par une horofonction (aléatoire). C’est
I'objet du Théoreme 5.7, di a Karlsson et Ledrappier, qui s’énonce dans le cadre plus
général de cocycles intégrables. Notons que l'extension du théoréeme de Karlsson et Le-
drappier au cas d’une distance asymétrique est due a Karlsson [Karl4]. Nous rappelons
au préalable la notion de cocycle intégrable.

Soit (£2,0) un espace de probabilité lebesguien standard, et soit 7' : @ — € une
transformation ergodique de §2, qui préserve la mesure 6. Soit G un groupe dénombrable,
et g : 0 — GG une application mesurable. Pour tout n € N et tout w € €2, nous poserons

In(w) =g(w)... g(T"_lw),

et nous dirons que (gn)nen est un cocycle ergodique. Soit d une distance (que nous ne
supposons pas symétrique a priori) invariante a gauche sur G. Le cocycle (gn)nen est
intégrable pour d si

/ dsym (e, g(w))df(w) < +o0.
Q

Dans le cas ou p est une loi de probabilité sur G, ou (£2,0) est ’espace de probabilité
produit (G, u®N"), et o1

T: Q — Q
(Sn)neN = (Sn+41)neN

est 'opération de décalage, I’élément g, (w) est 1’élément obtenu au temps n de la marche
aléatoire a droite sur (G, p).

Soit (gn)nen un cocycle intégrable. L’inégalité triangulaire et 'invariance a gauche de
la distance d assurent que pour tous m,n € N, nous avons

d(e, gnim(w)) < d(e, gm(w)) + d(gm (W), Gntm(w))
= d(e, gm(w)) + d(e, gn (T™ (w)))-

Le théoreme ergodique sous-additif de Kingman [Kin68] assure alors l’existence de la limite

lim d(e, gn(w))

n—-+o0o
pour f-presque tout w € 2. Cette limite est appelée la vitesse de fuite du cocycle g,.

Théoréme 5.7. (Karlsson—Ledrappier [KL06]) Soit (£,60) un espace de probabilité, soit
T : Q — Q une transformation ergodique qui préserve la mesure 6. Soit G un groupe
localement compact agissant par isométries sur un espace métrique asymétrique (X,d)
vérifiant les hypothéses de la Proposition 5.1, et soit b € X. Soit (gn)nen un cocycle
ergodique, intégrable pour la distance d(g,q') = d(g.b,g".b). Alors pour 6-presque tout
w € Q, il existe une horofonction (aléatoire) h,, € X (00), qui dépend de maniére mesurable
de w, telle que . .
e T eon)0) = B (B gn ()

De maniere informelle, le Théoreme 5.7 exprime 1'idée que presque toute trajectoire de
la marche aléatoire sur (G, u), réalisée sur lespace X via l'action de G, a une direction
asymptotique déterminée par une certaine horofonction (aléatoire) hy, : la vitesse a laquelle
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une trajectoire typique de la marche aléatoire fuit 'origine b est aussi égale a la vitesse a
laquelle cette trajectoire se rapproche de ’horofonction h,.

Nous mentionnons quelques applications du Théoreme 5.7, et renvoyons a [KLO06,
KL11a] pour une démonstration de ce théoréme, et une discussion plus précise de ses
applications. Dans le cas ot G = R et (X,d) est la droite réelle munie de la distance
usuelle, le Théoreme 5.7 se spécifie en la loi des grands nombres. Le Théoréme 5.7 peut
donc étre vu comme une généralisation de la loi des grands nombres au cadre non com-
mutatif. Appliqué & action du groupe GL(N,R) sur l'espace symétrique X = Pos(N,R),
le Théoreme 5.7 permet de retrouver le théoreme d’Oseledets [Ose68]. 11 a aussi des appli-
cations intéressantes lorsque G = X = R, mais la distance d sur R n’est pas la distance
usuelle.

Sous certaines hypotheses de courbure négative pour l’espace X (par exemple lorsque
X est un espace hyperbolique au sens de Gromov ou un espace CAT(0)), I’égalité fournie
par le Théoreme 5.7 se traduit en un résultat d’approximation des trajectoires de la marche
aléatoire par des rayons géodésiques (aléatoires).

Karlsson a appliqué le Théoreme 5.7 a 'action du groupe modulaire d’une surface
fermée S de genre g > 2 sur l'espace de Teichmiiller Teich(S), en utilisant la description
par Walsh de I’horofrontiere de Teich(S) pour la distance asymétrique de Thurston. Ceci
permet de déduire des résultats sur la croissance de la longueur des classes d’isotopies de
courbes fermées simples (i.e., la longueur de 'unique représentant géodésique dans cette
classe d’isotopie, pour une métrique hyperbolique sur S choisie une fois pour toutes),
sous l'action de produits aléatoires d’éléments du groupe modulaire de la surface. Nous
nous sommes inspirés des travaux de Karlsson pour établir des résultats analogues pour
le groupe Out(Fy).

5.5 Application a ’étude de marches aléatoires sur Out(Fly)

Croissance des éléments de Fy sous l’action d’un cocycle d’automor-
phismes.

Pour tout g € Fly, nous désignerons par ||g|| la longueur d’un mot cycliquement réduit
qui représente la classe de conjugaison de g dans une base de Fy. Le groupe Out(Fy) agit
sur ’ensemble des classes de conjugaison d’éléments de Fy. En utilisant notre description
de I'horofrontiere de C'Vy (Théoréme 5.2), nous appliquons le théoréeme de Karlsson et
Ledrappier pour obtenir le résultat suivant. Cette étude est menée en Partie 5.2 de I’Annexe
B.
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r—[Théoréme 5.8.} N

Soit (P, )nen un cocycle intégrable d’éléments de Out(F ), et soit [ sa vitesse de
fuite. Alors pour #-presque tout w € €2, il existe un arbre (aléatoire) T'(w) € CVy
tel que

1. pour tout g € Fy hyperbolique dans T'(w), nous ayons

. 1 _
lim —log|®, (9)l| =1,

n—-+o00

2. pour tout g € Fy elliptique dans T'(w), nous ayons

1
limsup — log ||®;, (g)|| < 1.

n—+oo T

\ J

Démonstration. Soit ®,, = ¢1...¢, un cocycle intégrable d’éléments de Out(Fy). Soit
b € CVy un arbre de Cayley de Fy, de sorte que ||g|| = ||g]|5- Soit

1
l:= lim —d(b,®,.b)

n—+oo n

sa vitesse de fuite. Pour tout g € Fi, nous avons

q)fl
o 19 @I gl

< d(b, ®,,.b).
gl [lglls

Par conséquent, si [ = 0, la croissance de ||®,,1(g)|| est sous-exponentielle. Nous supposons
donc maintenant que [ > 0. Le Théoreme 5.7 donne 'existence, pour #-presque tout w,
d’une horofonction hy,, associée a un arbre T'(w) € C'Vy(c0), telle que

1
lm  ——he(®,.b) = L.

n—-+4oo n

Pour tout € > 0, il existe ng € N tel que pour tout n > ng, nous ayons

19117 (w) 19117 (w)

log sup —log sup < —(=é€)n.
geFy |19lle,b geFy |l9llo
Posons gl
Clw) ™t = sup ST
geFy 191l
alors
g/l ()

C(w)—le—(l—s)n7

IN

geFy 19l b

et pour tout g € Fjy, nous avons donc

12a(9lly = C(@)llgllree=".

Par ailleurs, il découle de la définition de [ et de la distance sur CVy que pour tout n € N
suffisamment grand, et tout g € Fly, nous avons également

12n(9)11b < [lglle ™.

Le Théoreme 5.8 est une conséquence des deux inégalités précédentes. O
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Le cas d’une marche aléatoire sur un sous-groupe non élémentaire de
Out(FN)

Nous précisons maintenant le Théoreme 5.8 dans le cas ou les incréments sont indépen-
dants, i.e. dans le cas de la marche aléatoire sur (G, i), ou p est une loi de probabilité sur
G. Nous supposons dans un premier temps que le sous-groupe de Out(Fy) engendré par le
support de u est non élémentaire. Dans ce cas, nous montrons que tous les éléments de Fly
ont le méme taux exponentiel de croissance le long d’une trajectoire typique de la marche
aléatoire. Ce taux de croissance est déterministe (i.e. il ne dépend pas de la trajectoire
considérée), il est égal a la vitesse de fuite de la marche aléatoire. Nous montrons un ana-
logue pour le groupe Out(Fy ) d'un résultat de Furstenberg pour les produits aléatoires de
matrices inversibles [Fur63a], et d’un résultat de Karlsson pour les produits aléatoires dans
le groupe modulaire d’une surface fermée orientable, que nous mentionnons ci-dessous afin
de mettre en valeur I’analogie entre ces différents cas. Un sous-groupe G C SL(N,R) est
irréductible s’il ne fixe virtuellement aucun sous-espace vectoriel propre (i.e. différent de

RN et de {0}) de RY.

Théoréme 5.9. (Furstenberg [Fur63b, Théorémes 8.5 et 8.6]) Soit p une loi de probabilité
sur SL(N,R), dont le support engendre un sous-groupe irréductible de SL(N,R), et telle
que

| toglgllduts) <+
SL(N,R)

»

Alors il existe A > 0 tel que pour tout v € RN ~ {0} et P-presque toute trajectoire (A,)nen
de la marche aléatoire sur (SL(N,R), ), nous ayons

1
lim —log||A, || = A

n—+oo n

Si de plus, le sous-groupe engendré par le support de i est non compact, alors A > 0.

Soit S une surface fermée orientée de genre g > 2, et p une métrique hyperbolique sur
S. Pour toute courbe fermée simple o sur S, nous désignerons par l,(«) la longueur de
I'unique représentant géodésique dans la classe d’isotopie de o pour la métrique p.

Théoréme 5.10. (Karlsson [Kar14, Corollaire 4]) Soit S une surface fermée orientée de
genre g > 2. Soit p une mesure de probabilité sur le groupe modulaire Mod(S), de premier
moment fini pour la distance de Thurston sur Teich(S), dont le support engendre un sous-
groupe de Mod(S) qui contient un sous-groupe libre engendré par deuz homéomorphismes
de S. Alors il existe un réel A > 1 tel que pour toute courbe fermée simple o sur S,
toute métrique riemannienne p sur S, et P-presque toute trajectoire (9, )nen de la marche
aléatoire sur (Mod(S), i), nous ayons

lim 1,(®; a)" = A.

n—-+o0o
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r—[Théoréme 5.11.] <

Soit i une mesure de probabilité sur Out(Fy ), dont le support est fini et engendre
un sous-groupe non élémentaire de Out(Fy). Alors il existe A > 0 tel que pour
tout g € Fy, et pour P-presque toute trajectoire (®,)nen € Out(Fy)Y de la
marche aléatoire sur (Out(Fy), 1), nous ayons

.1 -
lim —log||@, " (g)l| = A

n—-+o0o

Ici, le taux de croissance A\ est égal a la vitesse de fuite de la marche aléatoire sur
(Out(Fn ), ) pour la distance asymétrique sur CVy.

Pour déduire le Théoreme 5.11 a partir du Théoreme 5.8, nous remarquons que lorsque
gr(u) est non élémentaire, I'action T'(w) associée a I'horofonction donnée par le théoreme de
Karlsson et Ledrappier peut étre supposée libre. En effet, il découle des travaux de Karlsson
et Ledrappier [KL11b] qu’il existe une mesure v sur C'Vy(oo) qui est p-stationnaire, et
telle que larbre T'(w) puisse étre choisi dans un ensemble de v-mesure pleine. En utilisant
la non-élémentarité du sous-groupe engendré par le support de p, nous montrons alors
par un argument similaire & celui présenté dans I’encadré en page 77 que toute mesure
p-stationnaire sur C'V(co) est concentrée sur ’ensemble des actions libres. Le fait que
A > 0 vient du fait que la vitesse de fuite de la marche aléatoire est strictement positive
(Théoreme 4.14).

Le cas d’une marche aléatoire quelconque sur Out(Fly).

Nous continuons maintenant de supposer que les incréments sont indépendants, mais ne
faisons plus d’hypothese de non-élémentarité du sous-groupe engendré par le support de p.
Dans ce cas, plusieurs taux de croissance peuvent apparaitre. Nous montrons un analogue
pour Out(Fy) d'un théoreme du a Furstenberg et Kifer [FK83] et Hennion [Hen84] sur les
produits aléatoires de matrices, dont nous rappelons I’énoncé.

Théoréme 5.12. (Furstenberg—Kifer [FK83, Théoréme 3.9/, Hennion [Hen84]) Soit p
une loi de probabilité sur GL(N,R), telle que

| ttog* lgll +1og" llg™!dut) < +ox.
GL(NR)

)

Alors il existe des sous-espaces vectoriels (déterministes) {0} = Lo C L1 € --- C L1 C
L, = RN, et une suite de réels (déterministes) 0 < B (u) < --- < B"(u), tels que pour
tout i € {1,...,r}, tout v € L;\ L;_1, et P-presque toute trajectoire (Ap)nen de la marche

aléatoire sur (GL(N,R), 1), nous ayons

i log |4, o] = B(u).

Le théoreme de Furstenberg—Kifer et Hennion est une version du théoreme multiplicatif
d’Oseledets [Ose68] dans le cas d’incréments indépendants. La différence avec le théoreme
d’Oseledets est que la filtration obtenue est déterministe, i.e. elle ne dépend pas de 'aléa
w. Nous renvoyons a [FK83, Partie 5] pour une comparaison plus détaillée de la différence
entre ces deux théoremes.
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Dans le cas d’un produit aléatoire d’automorphismes extérieurs d’un groupe libre Fi
de type fini, 'analogue & la suite des sous-espaces emboités L; est donnée par la notion
suivante d’une filtration de Fy. Une filtration de Fy est un arbre enraciné, étiqueté par
des sous-groupes (possiblement triviaux) de Fy, tel que 'étiquette de la racine soit Fy,
et si H' est un fils de H, alors H' C H.

r—[Théor‘eme 5.13.] \

Soit p une mesure de probabilité sur Out(Fy ), de premier moment fini pour
la distance dgy . Alors il existe une filtration (déterministe) 7/ de Fy, et des
exposants de Lyapunov (déterministes) N, > 0 associés a tous les sommets de la
filtration, avec Ay < Ay si H' est un fils de H, et vérifiant la propriété suivante.
Pour tout g € F ayant un conjugué dans un sous-groupe H C Fy de la filtra-
tion, mais n’ayant aucun conjugué dans un descendant de H, et P-presque toute

trajectoire de la marche aléatoire sur (Out(Fy), i), nous avons
lim +log 1@, (g)]] = X
n—+oo n n H

De plus, le nombre d’exposants de Lyapunov non nuls est borné par %.

Nos arguments donnent des précisions sur la filtration qui apparait dans le Théoréme
5.13 : a chaque étape, les descendants de H forment une famille de représentants des classes
de conjugaison de stabilisateurs de points d'un H-arbre tres petit. De plus, la gr(u)-orbite
de la classe de conjugaison de tout sous-groupe de F associé a un nceud de la filtration
est finie.

Dans le cas ou la mesure p est une mesure de Dirac supportée sur un automorphisme
® € Out(Fy), le Théoreme 5.13 se spécifie en un théoreme da a Levitt [Lev09] sur les
taux exponentiels de croissance possibles d’un élément de Fn sous l'itération d’un auto-
morphisme de Fy (dans ce cas, Levitt étudie également les degrés de croissance polyno-
miale possibles). La borne obtenue sur le nombre d’exposants de Lyapunov non nuls est
optimale. En effet, Levitt a donné un exemple d’automorphisme ® pour lequel il y a %{2
taux de croissance distincts : ’'automorphisme ® est induit par un homéomorphisme d’une
surface obtenue par recollement de L{Q sous-surfaces ¥; qui sont des tores épointés et
des spheres a 4 composantes de bord, et la restriction de ® a chacune des sous-surfaces
Y; est un homéomorphisme pseudo-Anosov de la sous-surface. Cet exemple est présenté
dans I’'Exemple 6.26 de ’Annexe B. Au contraire, dans le cas opposé ou le sous-groupe de
Out(Fy) engendré par le support de la mesure p est non élémentaire, nous avons vu que
tous les éléments de Fly ont le méme taux de croissance.

Nos techniques s’appliquent également au cas de produits aléatoires d’éléments du
groupe modulaire d’une surface compacte orientable. Soit S une surface compacte orien-
table de genre g, ayant s composantes de bord. Cette fois, ’analogue de la filtration sera
une décomposition de S en sous-surfaces. La complerité de S est £(S) := 3g + s — 3.
Etant donné une métrique hyperbolique p sur S, pour laquelle S est a bord totalement
géodésique, et une courbe fermée simple o sur S, nous désignerons par /,(«) la longueur
de 'unique représentant géodésique dans la classe d’isotopie de a pour la métrique p.
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r—[Théoréme 5.14.] N

Soit S une surface hyperbolique compacte orientable a bord totalement géodé-
sique (ou sans bord) pour une métrique hyperbolique p. Soit p une loi de probabi-
lité sur Mod(S), de premier moment fini pour la distance de Thurston symétrisée
sur Teich(S). Il existe une décomposition (déterministe) de S en sous-surfaces
St ..., Sy, et pour tout ¢ € {1,...,k}, un exposant de Lyapunov (déterministe)
A, de sorte que pour presque toute trajectoire (®,,)nen de la marche aléatoire
sur (Mod(S), i), toute courbe fermée simple « sur S, la limite

3=

. -1
Tim 1,(®; ()
existe, et soit égale au plus grand exposant de Lyapunov d’une sous-surface S;
croisée par « (lorsque « est 'une des courbes intervenant dans la décomposition
de S, cette limite vaut 1). De plus, le nombre d’exposants de Lyapunov est borné
par la complexité £(S).

Idée de la démonstration du Théoréme 5.13. La démonstration des Théoremes 5.13
et 5.14 fait 'objet de la Partie 6.4 de I’Annexe B. Dans le cas du groupe Out(Fy), l'ar-
gument se fait par induction sur le rang N du groupe libre. Nous expliquons ici comment
construire une filtration aléatoire de Fyy (i.e. qui dépend de 'aléa w) qui vérifie les condi-
tions souhaitées. Nous renvoyons le lecteur a I’Annexe B pour un argument permettant de
montrer que celle-ci peut en fait étre choisie déterministe.

Soit (P, )nen une trajectoire typique de la marche aléatoire sur (Out(Fy), p). Nous
savons déja, par le Théoreme 5.8, qu’il existe un arbre (aléatoire) T'(w) tel que tout élément
de Fy qui est hyperbolique dans T croisse avec une vitesse (maximale) donnée par la vitesse
de fuite, sous l'action des automorphismes ®,,. Il s’agit de comprendre la croissance des
éléments elliptiques dans T'(w). Il résulte des travaux de Karlsson et Ledrappier [KL11b]
qu’il existe une mesure v sur CVy(oco) qui est p-stationnaire, et telle que 'arbre T'(w)
puisse étre choisi dans un ensemble de v-mesure pleine. Par un argument analogue a celui
présenté dans ’encadré en page 77, nous montrons que la mesure v est concentrée sur
I’ensemble des arbres T pour lesquels la gr(u)-orbite de toute classe de conjugaison de
stabilisateur de point dans T est finie. Soit A C gr(u) le stabilisateur de I'une de ces
classes de conjugaison H. Comme A est d’indice fini dans gr(u), nous pouvons considérer
la mesure p” déterminée par le premier retour en A d’une marche aléatoire sur gr(u). Le
rang de H étant strictement inférieur & N par un théoreme di & Gaboriau et Levitt [GL95,
Corollaire I11.4], nous obtenons par récurrence une filtration 7% de H pour la mesure pA.
La filtration 7(w) recherchée a pour racine l'arbre 7(w), et ses fils sont les racines des
filtrations 7.

La borne sur le nombre d’exposants de Lyapunov utilise un argument de comptage qui
nous a été inspiré par les travaux de Levitt [Lev09]. O
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Introduction

Dans un article de 1972 devenu célebre [Tit72], Jacques Tits a démontré une conjecture
due a Bass et Serre, qui affirme que tout sous-groupe d’un groupe linéaire de type fini (sur
un corps arbitraire) contient soit un sous-groupe résoluble d’indice fini, soit un sous-groupe
libre non abélien. L’alternative de Tits est un résultat profond, qui a eu de nombreuses
applications a I’étude de la structure des sous-groupes des groupes linéaires. Elle a notam-
ment été utilisée par Gromov pour établir son célebre théoreme selon lequel tout groupe
de type fini & croissance polynomiale est virtuellement nilpotent [Gro81]. Maints travaux
ont porté depuis sur diverses généralisations de cette alternative.

En particulier, cette méme alternative a été montrée pour les sous-groupes d’autres
classes de groupes, parmi lesquels nous mentionnerons les groupes hyperboliques (Gro-
mov [Gro87]), les groupes modulaires de surfaces compactes (Ivanov [Iva84], McCarthy
[McC85]), le groupe Out(Fy) (Bestvina, Feighn et Handel [BFH00, BFHO05]), les groupes
agissant librement et proprement sur un complexe cubique C'AT'(0) (Sageev et Wise
[SWO05]), le groupe Aut[C?] des automorphismes polynomiaux du plan complexe (Lamy
[Lam01]), les groupes d’automorphismes biméromorphes de variétés complexes compactes
kéhleriennes (Oguiso [Ogu06]), les groupes de transformations birationnelles de surfaces
complexes compactes kihleriennes (Cantat [Canll]).

Etant donné une collection C de groupes, nous dirons plus généralement qu’un groupe
G satisfait Ualternative de Tits relativement a C si pour tout sous-groupe H C G, soit
H € C, soit H contient un sous-groupe libre non abélien. L’alternative de Tits classique
correspond au cas ou C est la collection des groupes virtuellement résolubles.

Il est également intéressant de montrer des propriétés de stabilité de I'alternative de
Tits, permettant d’établir 'alternative de Tits pour un groupe G construit a partir de
groupes plus simples pour lesquels celle-ci est connue. Des résultats de stabilité de 'al-
ternative de Tits pour les produits graphés de groupes ont été montrés par Antolin et
Minasyan [AM13].

Dans cet esprit, le résultat principal de cette these, que nous exposons au Chapitre 8, et
dont la démonstration détaillée fait I'objet de ’Annexe G, est le suivant. Un groupe G est
librement indécomposable 8’il ne se scinde pas en un produit libre de la forme G = A * B,
ol A et B sont tous deux non triviaux.
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— Théoréeme. N

Soit {G1, ..., G} un ensemble fini de groupes dénombrables, librement indécom-
posables et non isomorphes a Z, soit F' un groupe libre de type fini, et soit

G:Gl**Gk*F

Soit C une collection de groupes qui est stable par isomorphismes, contient Z,
et est stable par passage aux sous-groupes, aux extensions, et aux surgroupes
d’indice fini. Supposons que pour tout ¢ € {1,...,k}, les groupes G; et Out(G;)
satisfassent l'alternative de Tits relativement a C. Alors Out(G) et Aut(G) satis-
font l'alternative de Tits relativement a C.

Ce théoreme s’applique en particulier a la collection C des groupes virtuellement réso-
lubles, qui est le cas classique de ’alternative de Tits. En particulier, nous donnons une
nouvelle démonstration, plus courte, de I’alternative de Tits pour le groupe Out(Fy ). Notre
théoreme permet de déduire l'alternative de Tits pour les groupes d’automorphismes (ex-
térieurs) de certaines classes intéressantes de groupes, comme les groupes d’Artin & angles
droits ou les groupes relativement hyperboliques toriques.

Par des techniques similaires, nous montrons également une autre alternative pour les
sous-groupes de Out(Fy ), qui est due & Handel et Mosher dans le cas des sous-groupes de
type fini de Out(Fy). Un élément de Out(Fy) est complétement irréductible s’il ne fixe
virtuellement la classe de conjugaison d’aucun facteur libre propre de Fly.

— Théoréme. N

Pour tout sous-groupe H C Out(Fy) (non nécessairement de type fini), soit

e le groupe H contient deux automorphismes completement irréductibles qui
engendrent un sous-groupe libre non abélien de H, soit

e le groupe H est virtuellement cyclique, virtuellement engendré par un au-
tomorphisme complétement irréductible de Fy, soit

e le groupe H fixe virtuellement la classe de conjugaison d’un facteur libre
propre de Fl.

La démonstration de ce théoreme est exposée au Chapitre 6, et fait ’'objet de I’Annexe
D. Cette démonstration pourra étre lue de maniere indépendante, ou comme un préambule
a notre démonstration de l’'alternative de Tits pour les groupes d’automorphismes de
produits libres.

Afin de passer du cadre du groupe Out(Fy) au cadre plus général du groupe des
automorphismes extérieurs d’un produit libre de groupes dénombrables, nous serons amené
a généraliser a ce cadre certains des espaces introduits dans la premiere partie de cette
these, ainsi que des résultats portant sur leur géométrie. Ces divers résultats, dont les
démonstrations font I'objet des Annexes E et F, sont exposés au Chapitre 7. Nous y
étudions en particulier I’adhérence de 'outre-espace associé a un produit libre de groupes
(introduit par Guirardel et Levitt dans [GLO7b]). Nous définissons également les analogues
des graphes des scindements libres et des scindements (maximalement)-cycliques pour les



103

produits libres. Nous en montrons I'hyperbolicité, et déterminons le bord de Gromov des
graphes de scindements cycliques.






Chapitre 6

Une alternative pour les
sous-groupes de Out(Fy)

En préambule a la démonstration de l'alternative de Tits pour les groupes d’automor-
phismes de produits libres, nous démontrons une autre alternative pour les sous-groupes
de Out(Fy), par des techniques similaires. Ceci fait 'objet de I’Annexe D. Nous rappelons
qu’un automorphisme ® € Out(Fy) est complétement irréductible si aucune puissance non
nulle de @ ne fixe la classe de conjugaison d’un facteur libre propre de Fiy. Dans le cas ou
H est un sous-groupe de type fini de Out(Fl ), le résultat suivant a été obtenu par Handel
et Mosher [HMO09] par des méthodes différentes.

r—[Théoréme 6.1.] N

Soit H C Out(Fy) un sous-groupe (pas nécessairement de type fini) de Out(Fy).
Alors soit H contient un automorphisme completement irréductible de Fl, soit
H fixe virtuellement la classe de conjugaison d’un facteur libre propre de Fl.

Dans le cas ou le sous-groupe H C Out(Fy) contient un élément completement irré-
ductible, le Théoreme 6.1 se précise de la maniere suivante. Le résultat suivant est da a
Bestvina, Feighn et Handel [BFH97] et a Kapovich et Lustig [KL11a] (une autre démons-
tration, reposant sur des arguments de marches aléatoires sur le complexe F'Fy, est due
a Sisto [Sis13]).

Théoréme 6.2. (Bestvina—Feighn—Handel [BFH97], Kapovich-Lustig [KL11a, Corollaire
1.3/, Sisto [Sis13, Théoréme 6.8]) Soit H C Out(Fy) un sous-groupe (pas nécessairement
de type fini) de Out(Fy) qui contient un automorphisme complétement irréductible de Fi.
Alors soit H contient deux automorphismes complétement irréductibles qui engendrent un
sous-groupe libre de rang 2, soit H est virtuellement cyclique.

Le Théoreme 6.1 a trouvé plusieurs applications. Par exemple, Bridson et Wade 1'uti-
lisent pour montrer que si I' est un réseau irréductible d’'un groupe de Lie semi-simple de
rang réel supérieur ou égal a 2, alors tout morphisme de I" dans Out(Fy ) est d’image finie
[BW11]. Carette, Francaviglia, Kapovich et Martino ont appliqué le Théoréme 6.1 & des
questions de rigidité spectrale [CFKM12].

La démonstration par Handel et Mosher du Théoreme 6.1 dans le cas ou H est de
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type fini fait appel a la théorie des réalisations ferroviaires, initiée par Bestvina et Handel
[BH92| et développée dans [BFH97, BFH00, BFHO5], ainsi qu’a la théorie de I'attraction
faible, initiée par Bestvina, Feighn et Handel dans [BFH00]. L’argument de Handel et
Mosher pour construire un élément completement irréductible des lors que H ne fixe vir-
tuellement la classe de conjugaison d’aucun facteur libre propre de Fly, fait appel a des
arguments de ping-pong sur un espace de lignes géodésiques.

Notons que récemment, en développant des versions relatives des techniques de [HM09],
Handel et Mosher ont montré un résultat de classification plus précis pour les sous-groupes
de type fini de Out(Fy) [HM13b, HM13c, HM13d, HM13e, HM13f], analogue au théoréme
d’Ivanov de classification des sous-groupes du groupe modulaire d’une surface compacte
orientable [Iva92].

Schéma de notre démonstration des Théorémes 6.1 et 6.2. Notre démonstration
des Théoremes 6.1 et 6.2 repose sur I’étude de la dynamique de 'action du groupe Out(Fy)
sur le complexe (hyperbolique) des facteurs libres propres de F. Nous en donnons un
apergu.

Supposons dans un premier temps connue la propriété suivante : étant donné un sous-
groupe H C Out(Fl), soit H possede une orbite finie dans F'Fy, soit l’ensemble limite
de H dans OF Fiy est non vide. Nous affirmons que les Théorémes 6.1 et 6.2 se déduisent
de cette propriété, en utilisant le théoreme de classification des groupes d’isométries d’un
espace hyperbolique présenté dans I’encadré ci-apres, et illustré en Figure 6.1.

En effet, dans le cas borné, le groupe H admet en fait une orbite finie, i.e. H fixe
virtuellement la classe de conjugaison d’un facteur libre propre de Fy.

Dans les cas horocyclique, linéal ou focal, le groupe H a une orbite finie dans 0F Fly, et
fixe donc virtuellement la classe d’équivalence d’un arbre arationnel dans C'Vy. Or, nous
savons qu’une telle classe d’équivalence est un simplexe de mesures dans CVy, et H fixe
donc virtuellement 'un de ses points extrémaux. Nous concluons alors grace au Théoreme
3.6 que H est virtuellement cyclique, virtuellement engendré par un automorphisme com-
pletement irréductible (sinon les H-orbites seraient bornées). Remarquons en particulier
que, puisque tout automorphisme completement irréductible de Fjy agit sur F'F avec une
dynamique nord-sud, les cas horocyclique et focal sont exclus.

Enfin, dans le cas ou H est de type général, le groupe H contient deux isométries
loxodromiques qui engendrent un groupe libre non abélien, qui sont deux automorphismes
completement irréductibles par le Théoreme 3.2.

Il nous reste donc & montrer la propriété annoncée ci-dessus, a savoir : si les orbites
de H sont bornées, alors H possede une orbite finie. La difficulté provient de I’absence de
finitude locale du complexe F' Fy.

Si X est un complexe hyperbolique localement fini, et G un groupe d’isométries de X,
la propriété recherchée est toujours vérifiée. Dans ce cas en effet, I'espace X := X UOX est
compact, donc soit les orbites de GG sont finies, soit I’ensemble limite de G dans X est non
vide. Remarquons que la propriété recherchée est également vérifiée pour ’action du groupe
modulaire sur le complexe des courbes C(S) : c’est 'objet du théoréme de classification
des sous-groupes de Mod(S) de McCarthy et Papadopoulos [MP89, Théoreme 4.6]. En
revanche, il existe des complexes X pour lesquelles la propriété ci-dessus est mise en défaut.
Ainsi, nous avons vu en Partie 3.2.2 qu’une isométrie du complexe des scindements libres
F Sy peut avoir toutes ses orbites bornées sans avoir aucune orbite finie, voir [HM14a,
Exemple 4.2].

Notre argument pour contourner le défaut de compacité locale de FFl, et montrer
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Le lecteur trouvera une preuve du théoreme suivant, qui donne une classification
des groupes d’isométries d’un espace hyperbolique, dans [CACMT13] ou [Ham13],
ou la terminologie est introduite. Les différentes possibilités sont illustrées en
Figure 6.1.

Théoréme 6.3. (voir [CACMT13, Proposition 3.1] ou [Ham13, Théoréme 2.7])
Soit X un espace métrique hyperbolique géodésique, et G un groupe agissant par
isométries sur X. Alors G est soit

borné, i.e. toutes les G-orbites sont bornées dans X, soit

horocyclique, i.e. G n’est pas borné et ne contient pas d’élément loxodro-
mique; dans ce cas AxG est réduit a un point, soit

linéal, i.e. G contient un élément loxodromique, et deuz tels éléments ont
les mémes points fizes dans 0X ; dans ce cas AxG consiste en ces deux
points, soit

focal, i.e. G n’est pas linéal, et G contient un élément loxodromique, et
deuz éléments loxodromiques quelconques ont un point fire commun dans
0X ; dans ce cas AxG est non dénombrable, et G a un point fize dans 90X,
soit

de type général, i.e. G contient deuz éléments loxodromiques sans point fize
commun ; dans ce cas Ax G est non dénombrable, et G n’a pas d’orbite finie
dans 0X. De plus, le groupe G contient deux isométries loxodromiques qui
engendrent un sous-groupe libre de rang 2.

(@ (9O

Borné Horocyclique Linéal
Focal Type général

FIGURE 6.1 — Classification des groupes d’isométries d’un espace hyperbolique. Dans cha-
cun des cas, nous avons représenté ’ensemble limite en rouge.
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Pexistence d’un point limite dans 0F Fy des lors que H ne fixe virtuellement la classe de
conjugaison d’aucun facteur libre propre de Fly, passe par 'étude des mesures station-
naires sur C'Vy effectuée dans ’encadré en page 77. Cette étude nous permet de montrer
que toute H-orbite dans CVy a un point limite qui est un arbre arationnel. Grace a
la description de Bestvina—Reynolds et Hamenstddt du bord de Gromov de FFl, ceci
montre existence d’un point limite dans OF Fiy. Plus précisément, soit H un sous-groupe
de Out(Fy) ne fixant virtuellement la classe de conjugaison d’aucun facteur libre propre
de Fl, et p une mesure de probabilité sur Out(Fy), dont le support engendre H. La
Proposition 4.8 montre que toute mesure p-stationnaire sur CVy est concentrée sur 1’en-
semble AT des arbres arationnels. Soit g € CVy. Comme CVy est compact, la suite des
moyennes de Cesaro des mesures *" *d,, a un point d’accumulation v, qui est une mesure
p-stationnaire sur CVy vérifiant v(Hzg) = 1. Ceci entraine que la H-orbite de tout point

zg € CVx a un point d’accumulation dans AT. En utilisant le Théoréme 3.3, nous en
déduisons que la H-orbite de tout point x € F'F a un point limite dans OF Fy. ]

En préparation a notre démonstration de 'alternative de Tits pour le groupe des
automorphismes d’un produit libre de groupes, il nous parait intéressant de rassembler
ci-dessous les arguments qui nous ont servi dans notre démonstration des Théoremes 6.1
et 6.2, que nous serons amenés a généraliser. Nous avons utilisé de maniere cruciale

1. la description des mesures p-stationnaires sur I'espace compact C'Vy, lorsque p est
une mesure de probabilité engendrant un sous-groupe non élémentaire de Out(Fy),
effectuée dans I’encadré en page 77. Cette description repose elle-méme de maniere
cruciale sur la possibilité d’associer a tout arbre non arationnel un ensemble fini
canonique de facteurs de réduction (voir l'encadré en page 50).

2. I’hyperbolicité du complexe F'Fy des facteurs libres de Fu, et la détermination de
son bord de Gromov, ainsi que le lien entre la topologie de C'Vy et la topologie de
FFy (Théoreme 3.3).

3. le théoreme de classification des sous-groupes d’isométries d’un espace hyperbolique
au sens de Gromov (Théoreme 6.3).

4. 'étude des stabilisateurs d’arbres arationnels dans C'Vyy (Théoréme 3.6).

5. l'existence d’'un ensemble fini de représentants canoniques dans la classe d’équiva-
lence d’un arbre arationnel (& savoir les points extrémaux du simplexe de longueurs
associé).

6. l'identification des éléments de Out(Fy) agissant de maniere loxodromique sur le
complexe F'Fy avec les éléments completement irréductibles (Théoreme 3.2).

Nous pouvons préciser encore un peu le résultat de classification des sous-groupes de
Out(F) énoncé ci-dessus. Un automorphisme ® € Out(Fl) est atoroidal s'il ne fixe la
classe de conjugaison d’aucun élément de Fl. Les éléments irréductibles qui ne sont pas
atoroidaux sont représentés par des homéomorphismes d’une surface ayant une composante
de bord, et fixent cette composante de bord, voir [BH92, Théoréme 4.1]. Un résultat
d’Uyanik affirme que tout groupe qui contient un élément complétement irréductible, et
n’est pas réalisable comme un sous-groupe du groupe modulaire d’une surface, contient en
fait un élément complétement hyperbolique atoroidal [Uyal4, Théoréme 5.4]. En utilisant
en outre un théoréeme du a Kapovich et Lustig [KL11a, Théoréme 5.6], nous obtenons le
résultat suivant. Les sous-groupes de groupes modulaires de surfaces sont compris gréace
au résultat de McCarthy et Papadopoulos [MP89].
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Théoréme 6.4. Soit H un sous-groupe de Out(Fy) (pas nécessairement de type fini).
Supposons que le groupe H n’est pas un sous-groupe du groupe modulaire d’une surface
compacte ayant une composante de bord. Alors soit

e le groupe H contient un sous-groupe libre non abélien, engendré par deuzr automor-
phismes complétement irréductibles atoroidaux, soit

e le groupe H est virtuellement cyclique, virtuellement engendré par un automorphisme
complétement irréductible atoroidal, soit

e le groupe H fize virtuellement la classe de conjugaison d’un facteur libre propre de
Fy.

Remarque 6.5. Le Théoreme 6.2 établit 'alternative de Tits pour un sous-groupe de
Out(Fy) qui contient un automorphisme complétement irréductible de Fy. Afin d’éta-
blir I'alternative complete pour Out(Fy ), il est naturel de vouloir raisonner par récurrence
sur N. Ainsi, si H C Out(Fy) est un sous-groupe préservant la classe de conjugaison d’un
facteur libre propre Fj, & Fl, comme Fj est égal a son propre normalisateur dans Fly,
tout élément de H induit un élément bien défini de Out(Fy). Ceci permet de définir par
restriction un morphisme 6 : H — Out(F}). La difficulté provient du fait que Fj ne pos-
sede pas de facteur libre supplémentaire canonique dans Fyy (& I'inverse du cas des surfaces
ou toute sous-surface possede une sous-surface complémentaire). Par conséquent, le noyau
de 6, contenu dans le groupe Out(Fy, F; ét)) des automorphismes qui induisent une conju-
gaison sur FJ, ne s’identifie pas & un sous-groupe de Out(Fy_). Nous allons donc étre
amenés a étudier des versions relatives de 'outre-espace et des complexes hyperboliques
correspondants pour le groupe Out(Fy, F, ét)). Ceci fait 'objet du chapitre suivant, dans
lequel nous nous plagons dans le contexte plus général des automorphismes relatifs d’un
produit libre de groupes dénombrables.






Chapitre 7

Produits libres, systemes de
facteurs libres, complexes relatifs

L’objectif de ce chapitre est d’étendre la définition d’espaces topologiques munis d’ac-
tion de Out(Fx) que nous avons rencontrés jusqu’ici ('outre-espace, le graphe des scin-
dements libres, le graphe des scindements cycliques et ses variantes) au cadre de produits
libres de groupes, et d’étendre certains résultats concernant la géométrie des espaces liés a
Out(Fy) a ce contexte plus général. Ceci nous fournira les outils nécessaires pour établir
I’alternative de Tits pour le groupe des automorphismes extérieurs d’un produit libre au
chapitre suivant.

7.1 Produits libres de groupes

Décomposition de Grushko d’un groupe de type fini. Une motivation pour I’étude
des produits libres de groupes vient de I'existence d’une décomposition de Grushko associée
a tout groupe de type fini. Un groupe G est librement indécomposable s’il ne se scinde pas
en un produit libre G = A * B, avec A et B tous deux non triviaux. Le théoréme suivant
est dit & Grushko; Stallings en a proposé une preuve topologique dans [Sta65].

Théoréme 7.1. (Grushko [Gruj0]) Soit G un groupe de type fini. Il existe des groupes
G1,...,Gg non triviaux, librement indécomposables, et non isomorphes a Z, et un groupe
libre I de type fini, tels que

G=Gi*---xGxF.

De plus, Uentier k et le rang de F' sont uniquement déterminés par G, et les classes de
conjugaison des groupes G; sont uniquement déterminées a permutation pres.

Systémes de facteurs libres. Soit G un groupe dénombrable, qui se scinde en un
produit libre de la forme

G:Gl**Gk*F,

ou F est un groupe libre de type fini. Nous notons F := {[G1], ..., [Gk]} la collection (finie)
des classes de conjugaison de sous-groupes G; intervenant dans cette décomposition de G.
Cette collection est appelée un systéme de facteurs libres de G. Le rang du groupe libre F’
apparaissant dans la décomposition de G ne dépend que de G et de F, nous I'appelons le
rang libre de (G, F) et le notons rky(G, F). Le rang de Kurosh de (G, F) est par définition

ki (G, F) :=rks (G, F) + | F|.
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gN

g1

FIGURE 7.1 — L’arbre T9 est 'arbre de Bass-Serre du graphe de groupes représenté
ci-dessus.

Les éléments de G (et plus généralement les sous-groupes de G) qui sont conjugués a un
élément (ou un sous-groupe) de l'un des éléments de F sont dits périphériques. Lorsque
G = Gy *Go et F = {[G1],[G2]}, ou G = G1* et F = {|G1]}, nous dirons que (G,F) est
sporadique.

Le scindement de G écrit ci-dessus assure I’existence d’un arbre simplicial 7', muni d’une
action simpliciale et minimale de G, dont les stabilisateurs de points sont exactement les
conjugués des sous-groupes G, et a stabilisateurs d’arétes triviaux. L’exemple typique
d’un tel arbre est donné par I’arbre de Bass-Serre 79 du graphe de groupes représenté
en Figure 7.1, ou {g1,...,g9n} désigne une base de F.

Sous-groupes d’un produit libre de groupes. Soit G un groupe dénombrable,
comme au paragraphe ci-dessus. La structure des sous-groupes de G a été étudiée par
Kurosh [Kur34]. Soit H C G un sous-groupe. En considérant le sous-arbre H-minimal de
larbre T9¢f nous obtenons 'existence d’un ensemble J, et pour tout j € J, d’un entier
i; € {1,...,k}, d’un sous-groupe non trivial H; C G;; et d'un élément g; € G, ainsi que
d’un groupe libre (non nécessairement de type fini) F’, tels que

H = *]EJng]g]_l * FI.

Le rang de Kurosh de H est défini comme rkg (H) := rk(F’) + |J|. Il peut étre infini en
général. Nous notons Fyr 'ensemble des H-classes de conjugaison des sous-groupes de H
de la forme ngjgj_1 avec j € J.

Automorphismes relatifs. L’étude algébrique des groupes d’automorphismes de pro-
duits libres remonte aux travaux de Fouxe-Rabinovitch [FR40, FR41] et Gilbert [Gil87],
qui ont déterminé des présentations de ces groupes.

Soit G un groupe dénombrable, et F un systeme de facteurs libres de G. Nous notons
Out(G, F) le sous-groupe de Out(G) formé des automorphismes qui préservent la G-classe
de conjugaison de chacun des sous-groupes périphériques. Nous notons Out(G, F (t)) le
sous-groupe de Out(G,F) formé des automorphismes qui agissent par conjugaison (par
un élément de G) sur chacun des sous-groupes périphériques.

Tout sous-groupe périphérique H C G est égal a son propre normalisateur dans G. Tout
élément de Out(G) qui préserve la classe de conjugaison de H induit donc par restriction
un automorphisme extérieur de H bien défini. Il existe donc un morphisme (surjectif)
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de Out(G,F) vers le produit direct des groupes Out(H), le produit étant pris sur un
ensemble de représentants des classes de conjugaison dans F. Par définition, le noyau de
ce morphisme est le sous-groupe Out(G, F)).

7.2 L’outre-espace relatif

Un (G, F)-arbre est un arbre réel muni d’une action de G, dans lequel tous les sous-
groupes périphériques de G sont elliptiques. Un (G, F)-arbre de Grushko est un (G, F)-
arbre simplicial métrique minimal, & stabilisateurs d’arcs triviaux, dans lequel tous les
stabilisateurs de sommets non triviaux ont leur classe de conjugaison dans F. L’exemple
typique d'un (G, F)-arbre de Grushko est I’arbre T9°f représenté en Figure 7.1, muni
d’une distance simpliciale. L’outre-espace PO(G, F) est l'espace des classes d’homothétie
G-équivariante de (G, F)-arbres de Grushko. Cet espace a été introduit par Guirardel et
Levitt [GL07a], en vue de montrer des propriétés de finitude pour les groupes d’auto-
morphismes de produits libres. De nouveau, 'outre-espace peut étre muni de plusieurs
topologies, dont la topologie faible, la topologie des axes (i.e. la topologie issue du plon-
gement de PO(G, F) dans PR® via les fonctions longueurs de translation), et la topo-
logie de Gromov—Hausdorff équivariante. Ces deux dernieres topologies sont équivalentes
[Pau89]. Cependant, comme PO(G, F) n’est pas localement fini, la topologie faible n’est
pas équivalente aux deux autres topologies [GLO7b, Partie 5]. Nous munirons dans la suite
loutre-espace de la topologie des axes, et nous définirons 'adhérence PO(G, F) pour cette
topologie. Nous nous proposons désormais de décrire les points de cette adhérence.

Définition 7.2. Un (G,F)-arbre T est tres petit si tous les stabilisateurs d’arcs de T
sont triviauz, ou mazximalement cycliques et non périphériques, et tous les stabilisateurs
de tripodes de T sont triviauz.

Rappelons que dans le cas ou G = Fiy et F = (), la compactification de Culler et Morgan
de l'outre-espace C'Vyy s’identifie a ’espace des classes d’homothétie équivariante d’actions
minimales et treés petites de Fyy sur des arbres réels (voir la Partie 1.1). L’adhérence CViy
est de dimension topologique finie, égale & 3N — 4, et la frontiere 9CVy := CVy ~ CVy est
de dimension topologique égale & 3N — 5. Nous étendons ces résultats au cas de 'outre-
espace PO(G,F). La démonstration du théoréme suivant fait 'objet de I’Annexe E. Elle
est inspirée des travaux analogues de Bestvina et Feighn [BF94] et Gaboriau et Levitt
[GL95] dans le cas d’un groupe libre de type fini. Nous étudions en particulier une notion
de (G, F)-arbres géométriques.

r—[Théoréme 7.3.} N

Soit G un groupe dénombrable, et F un systeme de facteurs libres de G. L’adhé-
rence PO(G,F) est l'espace des classes d’homothétie G-équivariante de (G, F)-
arbres minimaux tres petits. Elle est compacte, de dimension topologique finie
égale a 3rky(G, F) 4 2|F| — 4, et la frontiere 9PO(G, F) est de dimension topo-
logique égale a 3rk¢(G,F) + 2|F| — 5.

Au cours de la démonstration du Théoreme 7.3, nous établissons une borne sur le
nombre d’orbites de points de branchement et de centres d’inversions dans un (G, F)-
arbre minimal et tres petit, ainsi que sur le rang de Kurosh des stabilisateurs de points.
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Proposition 7.4. Soit T un (G, F)-arbre minimal, trés petit. Alors T contient au
plus 21k (G, F) — 2 orbites de points de branchement et de centres d’inversion. Tout
stabilisateur de point dans T a un rang de Kurosh inférieur ou égal a rki (G, F).

Lorsque T est a stabilisateurs d’arcs triviaux, la borne sur les rangs de Kurosh des
stabilisateurs de points dans 7" est méme stricte.

7.3 Graphes de scindements relatifs

7.3.1 Hyperbolicité

Un (G, F)-scindement libre est un (G, F)-arbre simplicial minimal dont tous les stabi-
lisateurs d’arétes sont triviaux. Notons Z la collection des sous-groupes de G qui sont soit
triviaux, soit cycliques et non périphériques. Notons Z™** la collection des sous-groupes
de G qui sont soit triviaux, soit cycliques, non périphériques et stables par racine. Nous
utiliserons la notation Z (™) pour désigner soit la classe Z, soit la classe Z™**. Un Z (maz}_
scindement de (G, F) est un (G, F)-arbre simplicial minimal dont tous les stabilisateurs
d’arétes sont dans Z(m*) Deux (G, F)-scindements sont équivalents s’il existe un homéo-
morphisme G-équivariant entre eux. Etant donné deux (G, F)-scindements T et T”, nous
disons que T” est un raffinement de T si T s’obtient & partir de 7 en écrasant en un point
chaque composante connexe d’un sous-ensemble G-invariant d’arétes de T”. Le graphe des
scindements libres FS(G, F) (vesp. le graphe des Z(%®) _scindements F Z(™%*) (G, F)) est
le graphe dont les sommets sont les classes d’équivalence de (G, F)-scindements libres (resp.
de Z2(ma?)_scindements de (G, F)) & une orbite d’arétes, deux sommets étant reliés par une
aréte si les scindements correspondants ont un raffinement commun. Le groupe Out(G, F)
agit naturellement a droite sur chacun de ces complexes par précomposition des actions.
La démonstration du théoréeme suivant fait I'objet des Parties 2 et 3 de ’Annexe F. Nous
suivons les arguments de Bestvina et Feighn [BF14c, Appendice] pour la démonstration
de 'hyperbolicité du complexe des (G, F)-scindements libres, et ceux de Mann [Man13]
pour la démonstration de 'hyperbolicité de FZ(G,F) et FZ™* (G, F). L’hyperbolicité
de F'S(G,F) a été obtenue de maniere indépendante par Handel et Mosher [HM14b], qui
ont aussi établi I’hyperbolicité du graphe des facteurs libres relatifs.

r—[Théoréme 7.5.] N

Soit G un groupe dénombrable, et F un systeme de facteurs libres de G. Alors
les graphes F'S(G,F), FZ(G,F) et FZ™* (G, F) sont hyperboliques au sens de
Gromov.

7.3.2 Bord de Gromov du graphe des Z-scindements

Nous déterminons également le bord de Gromov des graphes FZ(G, F) et FZ™** (G, F).
Une idée des techniques employées pour la description du bord de Gromov de FZy et
FZ3{* a été donnée au Chapitre 3. Nos techniques s’étendent au contexte plus général de
(G, F)-arbres.

Un arbre T' € O(G, F) est Z-compatible s'il est compatible avec un Z-scindement de
(G, F), et Z-incompatible sinon. Il est Z-étranger s’il n’est compatible avec aucun arbre

Z-compatible dans O(G, F) (1a encore, deux (G, F)-arbres T, T sont compatibles s’il existe
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un (G, F)-arbre T qui admet des applications G-équivariantes préservant 1’alignement vers
T et T"). Nous noterons X (G, F) le sous-espace de O(G, F) formé des arbres Z-étrangers.
Deux arbres T, 7" € X(G,F) sont équivalents, ce que nous noterons T ~ T, ¢’ils sont
tous deux compatibles avec un méme troisieme arbre. Ici encore, il y a une application

naturelle (grossierement définie) ¢ : O(G, F) — FZ(G, F).

~ Théoreme 7.6. ) N

Soit G un groupe dénombrable, et F un systeme de facteurs libres de G. Alors il
existe un unique homéomorphisme Out(G, F)-équivariant

O : X(G, F)/~ — OFZ(G, F)

tel que pour tout T € X(G, F), et toute suite (T, )nen € O(G,F)N qui converge
vers T, la suite (¢(7},))nen converge vers 0v(T).

En travaillant avec la classe Z™** au lieu de la classe Z, nous définissons de la méme
maniere la notion d’arbre Z™%-étranger. L’analogue du Théoreme 7.6 pour cette classe
de groupes est également satisfait. L’inclusion naturelle de FZ™%* (G, F) dans FZ(G, F)
n’est pas une quasi-isométrie lorsque rk¢(G, F) > 1 et rkg (G, F) > 3. Par contre, lorsque
rkf(G,F) = 0, les complexes FZ(G,F) et FZ™*(G,F) sont quasi isométriques. Nous
renvoyons pour ces faits & la Partie 5.6.1 de I’Annexe F.

Nous montrons également que chaque classe d’équivalence d’arbres Z-étrangers contient
un simplexe de représentants mélangeants. Rappelons qu'un arbre T' € O(G, F) est mé-
langeant si pour tous segments I, J C T, il existe un ensemble fini {g1,...,9,} C G tel
que J C g1IU---Ugel et pour tout i € {1,...,r — 1}, nous ayons g;I N gip1I # 0. Etant
donné deux arbres réels T et T”, une application f : T — T préserve l'alignement si elle
envoie les segments de T sur des segments de T". Deux (G, F)-arbres T, 7" € O(G,F)
sont faiblement homéomorphes s’il existe des applications G-équivariantes f : T — T" et
g: T — T, continues en restriction aux segments de T et T”, et inverses 'une de I'autre.

Proposition 7.7. Pour tout T € X (G, F), il existe un arbre T € X(G,F) mélangeant
tel que tout arbre T' € X (G, F) équivalent a T admette une application G-équivariante
préservant Ualignement vers T. De plus, deux tels arbres mélangeants sont faiblement
homéomorphes.

Lorsque G = Gy * G et F = {[G1], [G2]}, les graphes FZ(G,F) et FZ"™**(G,F) sont
réduits & un point. Lorsque G = Gix et F = {[G1]}, le graphe FZ™* (G, F) est une
étoile de diametre 2 : le centre de cette étoile est le scindement G = G1%, et ses sommets
extrémaux sont les scindements de la forme G = G1 * (g1t), ou t € G \ G; est fixé, et g1
varie dans G1. Le graphe FZ(G, F) est lui aussi borné dans ce cas, de diametre 4. Dans
tous les autres cas, nous construisons des exemples d’arbres dans X' (G, F). Le Théoréme
7.6 montre alors que les bords de Gromov des complexes FZ(G, F) et FZ™* (G, F) sont
non vides, et en particulier les graphes FZ(G, F) et FZ™* (G, F) sont non bornés.

Proposition 7.8. Soit G un groupe dénombrable, et F un systeme de facteurs libres
de G. Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. Nous avons G = Fy et F # 0, ou rkx (G, F) > 3.
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2. L’ensemble X (G, F) est non vide.
3. Le compleze FZ(G,F) est non borné.
4. Le bord de Gromov OFZ(G, F) est non vide.

Nous présentons maintenant notre construction d’arbres Z™**-étrangers. Cette construc-
tion est détaillée a la Proposition 5.6 de I’Annexe F. Lorsque G = Fy et F = (), tout arbre
dual a une lamination mesurée arationnelle sur un tore ayant une composante de bord est
arationnel, et donc Z™**-étranger.

Supposons maintenant que rkx (G, F) > 3. Soit N := rk;(G, F), et soit {G1,...,Gy}
un systeme de représentants des classes de conjugaison dans F, de sorte que

G:Gl**Gk*FN

Pour tout i € {1,...,k}, soit g; € G;~ {e}. Nous notons p; ordre de g; dans G;, et notons
i1,...,14; les indices pour lesquels p; < +o00. Soit S l'orbisurface obtenue a partir d’une
sphere avec N + (k — 1) + 1 composantes de bord, a laquelle nous ajoutons une singularité
conique d’ordre p;; pour tout j € {1,...,l}. Remarquons que lorsqu’aucun des G; n’est un
groupe de torsion, la construction peut étre faite de sorte que S soit une surface compacte.
L’hypothese sur le rang de Kurosh de (G, F) assure 'existence d’un feuilletage arationnel
F sur Porbisurface S. Nous définissons un arbre T' comme un graphe d’actions G de la
maniere suivante (voir la Figure 7.2). L’un des arbres de sommets de G est 'arbre Y dual
au feuilletage F. Nous attachons pour tout i € {1,...,k} une copie d’'un G;-arbre trivial
en le point x; correspondant dans Y, qui est associé a une composante de bord de S si
p; = 400, ou a un point conique d’ordre p; sinon. Le générateur du stabilisateur de x; dans
Y est identifié a g; dans le graphe de groupes sous-jacent. L’arbre 1" dual au complexe
mesuré ainsi défini est alors un (G, F)-arbre, dont nous montrons qu’il est Z™%*-étranger
a la Proposition 5.6 de I’Annexe F.

A partir de cette construction, nous donnons également des exemples d’arbres Z™**-
étrangers qui ne sont pas Z-étrangers, lorsque rk¢(G,F) > 1 et rkx(G,F) > 3. Ceci
montre