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Résumé

On traite dans cet exposé d’une construction analytique d’instantons
gravitationnels ALF (Asymptotically Locally Flat), ou variétés complétes de
dimension 4, hyperkéhlériennes, & croissance cubique du volume. On donne
la construction d’instantons ALF diédraux, mal connus par contraste avec
leurs homologues cycliques, récemment classifiés.

Nous verrons en particulier comment le traitement d’une équation de
Monge-Ampére complexe, donné pour des variétés kidhlériennes ALF assez
générales, nous permet sur nos exemples de corriger un prototype simple
pour obtenir la métrique hyperkéhlérienne recherchée.

1 Introduction

Commencons par définir les instantons gravitationnels du titre :

Définition 1.1 On appelle instanton gravitationnel une wvariété riemannienne
(M, g) hyperkdhlérienne, de dimension réelle 4, compléte, et dont le tenseur de
courbure vérifie une certaine condition de décroissance a linfini (typiquement,
Rm? est L? pour une certaine mesure pondérée, ot la pondération tient compte de
la croissance du volume des boules a l'infini).

Pour mémoire, est hyperkdahlérienne une métrique qui est kdhlérienne pour
trois structures complexes, I, J, K disons, vérifiant les relations de quaternions,
re. IJK = —1.

Cette condition implique I’annulation du tenseur de Ricci; réciproquement, sur
une variété simplement connexe, une métrique kiahlérienne Ricci-plate est hyper-
kahlérienne.
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Motivation. — Les instantons gravitationnels sont issus de la physique théorique;
ils ont été introduits par Hawking [Haw| comme blocs élémentaires en Gravité
quantique. Ils apparaissent plus récemment en théorie des cordes, voir par exemple
[CK, CH].

D’un point de vue plus interne a la géométrie différentielle, un intérét a étudier
de tels objets réside en leur apparition comme limites aprés changement d’échelle
— on parle de « processus d’éclatement » — de familles de métriques d’Einstein en
dimension 4.

Revenons sur ’annulation du tenseur de Ricci évoquée plus haut. Lorsque tel est
le cas, le théoréme de Bishop-Gromov implique une croissance du volume des boules
au plus euclidienne ; autrement dit, si xy € M, le volume de B(xg,r) est au plus
crt, avec ¢ le volume de la boule unité de R*. Lorsque cette borne est effective (on
a une borne inférieure analogue), on parle alors d’instantons gravitationnels ALE,
pour Asymptotiquement Localement Euclidiens. Ces variétés sont bien comprises :
elles sont totalement classifiées par Kronheimer [Kro2|, qui en donne de plus une
construction explicite par quotient hyperkéhlérien [Krol|. Leur topologie est celle
d’une résolution minimale C?/T" avec T' sous-groupe fini de SU(2).

Lorsque la borne en r* n’est pas atteinte, on passe directement & une borne en
r3 (résultat de V. Minerbe [Minl]). Si cette nouvelle borne est effective, on parle
d’instantons gravitationnels ALF, pour Asymptotically Locally Flat, au sens o :

Théoréme 1.2 (Minerbe [Minl]) Hors d’un compact, M est l’espace total d’une
fibration en cercles m au-dessus de R ou de R3/+ moins une boule. De plus, la
longueur des fibres tend vers une constante L > 0 a ['infini, et la métrique est
asymptote a T grs +n?, avec n une 1-forme de connexion pour T.

Exemple 1.3 (La métrique de Taub-NUT sur (C% 1)) On reprend une des-
cription due a LeBrun [LeB] : étant donné un parameétre m > 0, on a une fibration
en cercles ™ = (y1,v2,y3) : C> — R® hors des origines, avec y; = %(u? —v?), ot u

2
et v sont définies par

21| = €™y, |20] = €™y,
et ys + 1y3 = iz122. St l'on pose encore V = %, avec R = “2"2“’2, alors n =
VIdy, est une 1-forme de connexion pour w, et
(1) hiy = V(dyi + dy; +dy3) + V"'

est une métrique kdhlérienne pour I, de méme volume forme que la métrique eu-
clidienne de R*, et donc Ricci-plate.
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Dans le théoréme 1.2, deux situations dont possibles pour les instantons gravi-
tationels ALF :

1. on a a l'infini une fibration au-dessus de R? : c’est le cas cyclique ; ces ins-
tantons sont classifiés par Minerbe [Min2|, et on en a une description parti-
culiérement explicite par 1'ansatz de Gibbons-Hawking |GH];

2. la fibration a l'infini est au-dessus de R3/+ : c’est le cas diédral ; une clas-
sification est dans ce cas conjecturée, qui entend mimer celle des instantons
ALE diédraux (de méme que dans le cas cyclique); on n’a en général pas,
par ailleurs, les symétries autorisant une description aussi élémentaire que
dans le cas précédent.

C’est donc pour mieux comprendre la transition entre géométries ALE et ALF
des instantons, en particulier diédraux, qui semble étre au cceur de la classification
évoquée, que j’ai entrepris une construction analytique directe des instantons ALF
diédraux a partir des instantons ALE diédraux. Mentionnons néanmoins ici les
constructions précédentes par Cherkis-Kapustin [CK]| et Cherkis-Hitchin [CH], qui
utilisent des méthodes twistorielles; la classification espérée parait cependant ici
nécessaire pour affirmer que les variétés qu’ils construisent, et celles proposées dans
cet exposé, sont bien les mémes.

2 Résultats

Définition 2.1 (Groupe binaire diédral) Soit k& > 2. On appelle groupe bi-
naire diédral d’ordre 4k, et [’'on note Dy, le sous-groupe fini de SU(C) engendré

par les matrices 7 := (9 ') et ¢ = (eig/k ok )
Remarque 2.2 Pour tout m > 0, la métrique h,, de [’exemple 1.3 est invariante
sous Dy,.

On se donne un instanton gravitationnel ALE (X, 9o, 11, I, _73) ; d’aprés Kron-
heimer, c¢’est une déformation de I'orbifold (C2 /Dy, I, J, K ), difféomorphe a la ré-
solution minimale de (CQ /Dy, I ) On a en particulier un difféomorphisme ® entre
les infinis de X et C?/Dy, sous lequel gy est asymptotiquement euclidienne, et I
(resp. Iy, I3) est asymptote a I (resp. J, K).

La construction que je propose donne :

Théoréme 2.3 (A. [A1,A2]) On peut choisir le difféomorphisme ® ci-dessus
de sorte que pour tout m > 0, il existe une métrique g,, hyperkdhlérienne pour un
triplet (Ji*, J3", J3"), asymptote a hy, via ®, et telle que g, (J7"+, ) soit cohomologue
ago(L-,-), 7=1,2,3.
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Pour démontrer ce résultat, j'utilise ce second énoncé :

Théoréme 2.4 (A. [Al]) Soit (Y, gy, Jy,wy) une variété kihlérienne ALF dié-
drale. Soit f wune fonction lisse sur Y telle que pour un B € (0,1), VIf =
O(pfﬁfj”) pour tout j > 0. Alors il existe o lisse surY telle que Vg = O(p’ﬁ’j)
pour tout j > 0, vérifiant ’équation

(2) (wy + ddcgo)2 =elw?.

Commentaires sur le théoréme 2.4. — Précisons pour commencer le vocabulaire ;
« variété kiahlérienne ALF diédrale » reprend la terminologie du théoréme 1.2, cas
R3/+, en demandant de plus, si 7 = (y1, %2, ¥3), la condition de compatibilité entre
structures kihlérienne et ALF : Jydy, ~ 1, Jydys ~ dys. Par ailleurs, la fonction
p de I'énoncé est une fonction distance a un point donné.

Mentionnons ensuite que 1’équation (2) est une équation de type Monge-Ampére,
trés usuelle en géométrie kihlérienne : résoudre cette équation permet en effet de
construire des métriques kiahlériennes a courbure de Ricci prescrite.

Ajoutons enfin que ce résultat est a rapprocher d’un théoréme de méme nature
de H. J. Hein |[Hei|, plus général mais moins précis dans les asymptotiques, qui me
sont nécessaires dans le théoréme 2.3 pour affirmer que « g,,, est asymptote a h,, ».

3 Démonstrations

3.1 Démonstration du théoréme 2.3

On commence par le cas ot (X, I1) est une résolution minimale de (C2/Dk, I),
de sorte que I'on puisse supposer que le difféeomorphisme & I'infini ® est holomorphe
pour le couple (I, I1) ; en supposant les voisinage de X et de C?/Dj, ainsi identifiés,
on a donc [; = 1.

L’idée naturelle est alors de recoller, via les potentiels, h,, & go, avant de corriger
la métrique I;-kdhlérienne obtenue en une métrique hyperkéhlérienne. Notons que
les géométries tres différentes de h,, et go (ou de la métrique euclidienne sur C?/Dy,)
nous empéchent de faire ce recollement & Ricci proche de 0, ce pourquoi nous
utilisons le théoréme 2.4, qui n’est pas de nature perturbative. On procéde en trois
étapes :

1. soient wg := go(I1-, ), Wm = hm(I+,-); soit encore ¢, un potentiel pour h,,,
également donné dans [LeB]. A I'aide de fonctions de coupure, on construit
une forme symplectique I1-hermitienne @,, de la forme w,, = wy + dd°®,,, ou
Pm est obtenu a partir de ¢,,.
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On peut ajuster judicieusement les parameétres de la construction de sorte
que @W,, > 0 au sens des (1,1)-formes /;-hermitiennes, et que Vflm (d)m—wm) =
O(R™3) pour j =0,...,3, o R est une fonction distance pour h,,.

2. on améliore la régularité du prototype w,, pour appliquer le théoréme 2.4 ;
on procéde en deux sous-étapes :

a) on modifie @, en @, tel que W, := wy + dd°p,, soit positive, de métrique
Gm, et vérifie (&,,)? = w2 a linfini ; le prix a payer pour ce faire est une perte
sur la finesse des asymptotiques, puisque @, — w, € C3* N C’ll_fé N C’gfé,
avec a, 0 > 0 quelconques tels que oo + 9 < 1.

b) on met &,,, qui est Ricci-plate au voisinage de l'infini (car &y, et wy y ont
méme forme volume, et wy est Ricci-plate), en jauge de Bianchi par rapport
a h,,. La jauge, et 'annulation du tenseur de Ricci, nous permettent alors
de considérer un difféeomorphisme ¥ de X asymptote a I'identité tel que
U* G, — hy, ait la régularité voulue.

3. on peut alors appliquer le théoréeme 2.3 & w,, pour la corriger en une métrique
I;-kéhlérienne Ricci-plate g,,, et plus précisément de méme forme volume
que go. On vérifie alors qu’en posant J! = I; et JI telle que g, (J7", ) =
go(I;-,-), 7 = 2,3, on obtient la structure hyperkéhlérienne voulue.

Le cas général est plus délicat ; en effet, on n’a plus la coincidence entre I et [,
comme ci-dessus. On peut toutefois inclure les termes d’erreur dans une progression
similaire, au prix d’un calcul explicite de ces termes d’erreur — ce qui nécessite une
compréhension fine de la construction des instantons ALE de Kronheimer, et utilise
la théorie des déformations des métriques de Kdhler-FEinstein, cf. |Bes, ch. 12| —
et éventuellement dune rotation préalable sur les structures complexes. U

3.2 Démonstration du théoréme 2.4

On utilise une méthode de continuité, classique pour les équations de Monge-
Ampeére depuis la résolution par S. T. Yau du probléme analogue a (2) sur les va-
riétés kihlériennes compactes et en toute dimension [Yau|. Cette méthode consiste
a résoudre de proche en proche, pour t € [0, 1], 'équation

(1) (wy +ddp,)” = e w

avec ; vérifiant les mémes conditions asymptotiques que la fonction ¢ de ’énoncé.

Plus formellement, si A est 'ensemble des ¢ tels que I’équation (*;) admette

une solution, on veut démontrer que A est ouvert et fermé, ce qui permettra de

conclure, car alors A = [0, 1], puisque 0 € A # & de maniére évidente. Examinons
les arguments successivement :

— "argument d’ouverture est relativement simple : il consiste a remarquer que

la linéarisation de I’équation de paramétre ¢ est de la forme A;) = u, ou A,
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est le laplacien scalaire associé & w + dd®p;, puis a inverser ce laplacien, ce
qui est fait dans [BM];

— l’argument de compacité est plus technique, et repose sur des estimations a
priori des ; ; c’est déja ainsi que Yau procede, ainsi que Joyce, qui résout le
probléme en géométrie ALE [Joy|. L’estimation cruciale est Uestimée C° des
solutions, qui utilise un jeu d’intégrations par parties avec I’équation (x;),
ainsi qu’une injection de Sobolev ad hoc, qui s’énonce : fY lul*p~t vol? <

C’(|du|2volgy)2. O
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