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1 Définitions et rappels

Définition 1 (Espace affine euclidien). Un R-espace affine & est dit euclidien si sa direction E
est un espace vectoriel euclidien (et donc de dimension finie n).

Ainsi, il existe sur E un produit scalaire noté (-,-) de norme associée || - ||. Ce produit scalaire

permet de munir lespace affine £ d’une distance définie par d(A, B) = HEH et de la topologie
qui lui est associée.

Remarque 2. Puisque E est de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes sur E. Ainsi,
les distances correspondantes sur € définies par d(A, B) = ||/@H sont uniformément équivalentes.
L’espace € est ainsi muni d’une topologie canonique, que toute norme de E permet de définir. D ot
lintérét d’étudier une norme euclidienne associée a un produit scalaire, plus facile a manipuler et
riche en applications.

On appelle repére orthonormé de £ un repére cartésien R = (O, €1,...,6;,) ou (€1,...,65)
est une base orthonormée de F.

But : Etudier les transformations de & qui préservent a la fois la structure affine (applications
affines, cf. chapitre précédent) et la distance (notions d’isométrie...).

Lemme 3. Soient (E,(-,-)) et (E',(-,-)") deuz espaces vectoriels euclidiens et f : E — E' une
application. Les assertions suivantes sont équivalentes.
I¥

1. f est linéaire et pour tout x € E, ||f(x)|| = ||z].

2. [ est additive et pour tout x € E, ||f(z)|" = ||z||.
5. f(0) = 0 et pour tous z et y € B, |f(z) — F)II = |z — gl
4. Pour tous = ety € B, (f(z), f3))' = (&,9).

Démonstration.

La démonstration est assez immédiate, notamment en ce qui concerne (1) = (2) =
(3) = (4). 1l faut se rappeler que si f est additive, f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0), et donc
£(0) =o0.

Rappelons aussi les formules de polarisation :siz ety € E, (z,y) = 1 (|lz+y|*—z[*~ly[?).
et on a d’autres égalités en faisant intervenir ||z — y||%.

Pour démontrer (4) = (1), supposons que f préserve le produit scalaire. Comme alors f
conserve automatiquement la norme, il reste & montrer que f est linéaire.

Sizetye E, Aet p €R, pour tout z € E, (f(Ax + py) — Af(z) — pf(y), f(z)) = (f(Az +
1y), [(2)) = M(f (@), £(2)) = w(f (), [(2)) = Ao + py, 2) — N, 2) = u(y, z) = 0.

Ainsi, u = f(Ax+py)—Af(x)—pf(y) est dans Porthogonal de f(E), donc aussi dans 'orthogonal
de Vect f(E). Comme u € Vect f(E), (u,u) = ||ul|> =0 et u = 0. O

Proposition et Définition 4 (Isométries affines). Soient £ et F deuz espaces affines euclidiens
et f: & — F. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.



1. f conserve les distances.

2. f conserve les distances et f est affine.
3. f est affine et ? conserve le produit scalaire.

Une telle application f est appelée une isométrie affine. L’ensemble des isométries affines de
& dans F est noté Is(E,F).

Remarque 5. Si f : & — F est une isométrie, alors elle est injective (car ? lest). Si & et F
ont méme dimension, elle est bijective et son inverse est encore une isométrie.

Ainsi, Ts(E) est un groupe et pour toute isométrie f € Is(E), 7 € O(E).

Notons Zs™ (&) = {f € Zs(&), ? € SO(E)} (respectivement Zs~(£) = {f € Zs(&), ? €
O~ (E)}) : ce sont les déplacements de & (respectivement les antidéplacements).

Bien siir, en géométrie affine euclidienne, le théoréme suivant est toujours valable.

Théoréme 6 (Pythagore). Si les droites (AB) et (BC) sont orthogonales, alors d(A,C)* =
d(A, B)? 4+ d(B,C)?, et réciproquement.

Nous avons vu en géométrie affine la notion de projection affine. Si F est un sous-espace affine
d’un espace affine euclidien £, de direction F', on définit pr = p la projection orthogonale sur
F comme étant le projecteur affine sur F selon la direction F*.

Siz € &, p(x) est égal a'unique élément y de F tel que d(z,y) = d(z, F) = min{d(z, z), z € F}.
(C’est une conséquence directe du théoreme de Pythagore.)

ATTENTION : p : £ — F n’est pas une isométrie, ni p vue comme application affine de &
dans lui-méme des que F est un sous-espace affine propre. Par contre, un projecteur orthogonal
«raccourcit» les longueurs, dans le sens ol pour tous points A et B de &, p(A)p(B) < AB.

De méme, on définit la symétrie affine orthogonale par rapport a F, qui elle est un
élément de Zs(&). Si F est un hyperplan, on parle de réflexion (hyperplane).

2 Forme réduite des isométries

2.1 Enoncé

Rappel du cours de Géométrie Affine : Si f € A(E), Fix(f) 'ensemble des points fixes de f est
soit vide, soit un sous-espace affine de direction ker( - idE). De plus, si ker (7 - idE) = {0},
alors Fiz(f) est un singleton.

Lemme 7. (1) Si @ € E, notonst = tg la translation de vecteur @. Soit h € A(E). Alorstoh = hot
si, et seulement si @ € ker(h —idg).
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(2) Si f € Zs(E), alors E = ker (7—idE) @Im (7—idE) (la somme est directe et orthogonale).
Démonstration.

(1) E_():rire toh = hot équivaut a dire que pour tout point A € &, h(A) —|_—>ﬁ =h(A+14) =
h(A) + h (). Ceci équivaut encore a dire que (h —idg) (@) =0, soit @ € ker (h —idg).

(2) Si f est une isométrie, il suffit de voir que ker (7 —id E) et Im (? —id E) sont orthogonaux,
pour des raisons de dimensions ces espaces seront supplémentaires.

Si x € ker (7 —idg), et z = 7(y) —y €lIm(f —idg), alors (z,2) = (m,?(y)) —(z,y) =
(7@, T W) = (@y) =0car | € OB) et a = (a). =

Théoréme 8 (Forme réduite des isométries). Soit & un espace affine euclidien et f une isométrie

de E. Alors :

1. 1l eziste un unique couple (t,h) € Is(E)? ot t est une translation, h admet un point fize, tel
que f =toh="hot.



2. Il existe un unique couple (t,h) € Is(£)? ou t est une translation de vecteur @ € €, h admet
un point fixe, tel que f =toh et u € ker (? — idE).

3. 1l existe un unique couple (t,h) € Is(E)? out est une translation de vecteur @ € £, h admet
un point fize, tel que f = hot et @ € ker (? — idE),
Démonstration. o
En remarquant que ? = h, le premier point du lemme montre que les trois assertions sont en

réalité équivalentes. Il faut donc montrer I'existence et 'unicité de t et h vérifiant les propriétés du
théoreme.

Analyse : Si A € £ est un point fixe de h, alors f(A) = h(A)+ 4 = A+ si bien que 4 = Af(A;.
De plus, s’il existe un point A € & tel que 4 = Af(A; € ker (? — idE), alors en posant
h=t_zo f, h est une isométrie et h(A) = f(A) — Af(A) = A donc A est un point fixe de h.

Ainsi, si I'on pose I' = {4 € €, Af(A) € ker (? —idg)}, alors Pexistence de h et t revient &
montrer que I' est non vide.

De plus, le vecteur de la translation 4 est égal a Af(A) pour un point A € I'. Montrer 'unicité
revient alors & montrer que pour tous points A et B de F, Af(A)=Bf(B

Synthese : Si A et B € T, Af( ) Bf B € ker (? — idE) d’apres la définition de I'. Mais

Af( ) Bf(B) = — AL - f(A B; € Im(f —idg). Comme d’aprés le point (2) du Lemme, ces

deux espaces sont orthogonaux en fait Af (A — Bf(B) =0, ce qui montre 1'unicité.
Pour l'existence, prenons un point M € £. Si A est un autre point de &, par la relation de

Chasles, Af(A) = AM + Mf(M) + F(M)F(A) = MF(M) + (f —idg) (MA)

Comme on a une somme directe, on décompose M f(M) = @+ ¥ ou 4 € ker (7 - idE) et
U= (7 —1dE)(B) € Im (?—idE). Ainsi, en prenant pour point A = M — 0, Af(Aj = Mf(M§ +
(F —idg) (MA) = i+ (F —idg) (@) +(f —idp) (- %) = @ € ker (f —idg), et donc A€ T £ @. O

Corollaire 9. Si f = hot est la forme réduite de f € Ts(E), alors f admet un point fize si, et
seulement si t = idg.

Ce corollaire découle directement de 'unicité de la forme réduite de f.

2.2 Application : classification des isométries en dimension 2 et 3
2.2.1 En dimension 2

e Déplacements

Si f € ZsT(£?), alors ? est un élément de SO;. Si ? = idg, [ est soit I'identité, soit une
translation.

Sinon, 7 est une rotation vectorielle d’angle 6 €]0, 27| et ker (7 — idE) = {0}. Ainsi f a un
unique point fixe A. On obtient alors la rotation de centre A et d’angle 6.

Isométrie ker (7 —id E) Points fixes

ide B £

translation | E aucun

rotation {0} un point, le centre

e Antidéplacements

Si f € Is~(&?) alors 7 € O est une réflexion par rapport a la droite vectorielle ker (? fidE).
Ainsi, si f =t oh est la forme réduite de f, soit t = idg et alors f est une symétrie axiale d’axe
la droite des points fixes de f, soit f n’a aucun point fixe et est la composée d’une symétrie axiale
d’axe D dirigé par ker ( — idE) et d’une translation de vecteur @ parallele a D. On dit alors que
f est une symétrie glissée. La droite D est laissée globalement invariante par f, et est appelée
P’axe de la symétrie glissée.



Isométrie ker (7 —id E) Points fixes
symétrie axiale | une droite vectorielle une droite affine D, 'axe
symétrie glissée | une droite vectorielle dirigeant ’axe | aucun

2.2.2 En dimension 3

e Déplacements
De méme, si f € ZsT(E3), ? € SOs3 est soit 'identité, soit une rotation vectorielle dont ’axe

est la droite ker (? — idE).

Dans le premier cas, on retrouve l’identité et les translations. Dans le second cas, si la partie
translation est triviale, il s’agit d’une rotation autour de la droite des points fixes de f, appelée
I’axe de f. Sil’angle de la rotation est 7, ¢’est un retournement : f est une symétrie orthogonale
par rapport a un sous-espace affine de codimension 2 (donc une droite ici!).

Lorsque la partie translation est non triviale, f est appelée vissage. C’est la composée d’une
rotation d’axe une droite affine D et d’une translation dont le vecteur est parallele & D. La droite
D est alors globalement invariante par f On 'appelle encore 'axe du vissage.

D
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Isométrie ker (7 —id E) Points fixes
identité E &
translation | F aucun
rotation une droite vectorielle une droite affine, 'axe
vissage une droite vectorielle dirigeant ’axe | aucun




° Antidé%)lacements

Comme f est un élément de Oy, il existe une base orthonormée dans laquelle la matrice de 7
-1 0 0 -1 0 0
est soit 0 1 0 |, soit 0 cos(f) —sin(d) |, 6 €]0,2x].
0 01 0 sin(f) cos(f)

Dans le premier cas, f est soit une réflexion plane et admet un plan affine de points fixes,
soit la composée d’une réflexion plane et d’une translation de vecteur parallele a ce plan.

Dans le second cas, 1 n’est pas valeur propre de f et donc f admet un unique point fixe. Ainsi,
il existe un plan affine H tel que f = r o gy ou oy est la réflexion de plan H et r une rotation
d’angle 6 et d’axe D, une droite affine orthogonale a H. Le point O d’intersection de H et D est
I'unique point fixe de f.

Dans le cas ou 0 = , = —idg et f est une symétrie centrale, de centre O 'unique point
fixe de f.
D
M
// ><
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H H X 0]
|
on(M) @ (M) P
oo on(M)_ | O for)
Isométrie ker (7 —id E) Points fixes
réflexion plane un plan vectoriel | un plan affine
composée d’une réflexion et d’une translation | un plan vectoriel | aucun
composée d'une réflexion plane et d'une {0} un point unique
rotation d’angle 6 # 7
symétrie centrale {0} un point unique, le centre

3 «Construction» d’isométries.

Si Ao, ..., A sont des points distincts d’un espace affine euclidien £ et f € Zs(E), alors pour
tous indices 0 < i < j <k, d(f(A:), f(4;)) = d(A;, Aj). Ainsi, si By, ..., By sont d’autres points
de &, une condition nécessaire pour qu’il existe f une isométrie de & telle que f(A;) = B; pour
tout 4 est que pour tous indices 0 < i < j < k, d(B;, Bj) = d(4;, Aj). En réalité, cette condition
est également suffisante, et c’est I'objet de ce paragraphe. Observons des a présent que 'on ne
demande aucune contrainte sur k.

Théoréme 10. Soient (A;, i € I) et (By, i € I) deux familles de points distincts de £ un espace
affine euclidien de dimension n. Alors il existe f € Ts(E) telle que pour tout i, f(A;) = B; si, et
seulement si pour tous indices i et j, d(A;, A;) = d(B;, Bj).

Corollaire 11 (Cas d’égalité du triangle). Deuz triangles sont isométriques si, et seulement si les
longueurs de leurs cotés sont deux a deuz égales.

Lemme 12. Soient £ et F deuz espaces affines euclidiens, (Ao, ..., Ay,) un repere affine de & et
(Bo,...,Byn) € F tels que pour tous i et j avec 0 <i < j <n, d(A;, Aj) = d(B;, B;).

Alors il existe une unique isométrie f telle que pour tout i, f(A;) = B;. De plus, les points
(Bo, ..., Bn) sont affinement indépendants et dim(F) > dim(E).



Démonstration du lemme.
Unicité : Si une telle isométrie f existe, c’est une application affine, donc uniquement déterminée
par son image sur un repere affine, d’ou I'unicité.

Ezistence : 11 existe une application f € A(E,F) telle que pour tout indice i, f(A;) = B;. 1l reste
donc & montrer que f est une isométrie.

Si 4, j et k sont trois indices, A; Ay = A;A; + Aj;, Ay et par polarisation, Q(TAJ,M) =
d(Ai, Aj)* + d(A;, Ax)? — d(A;, Ay)® = d(B;, B;)* + d(B;, Br)? — d(B;, By)? = 2(1TB;7 M)

Si P et @ sont deux points de &, il existe (z1,...,z,) € R™ tel que ]@ =>", xle—AZ

Alors f(P)f (Q) > 1%30—: puisque f est affine, et

n
2 2
PG| = HZ;CZ-AOA Z 232, (Ao Ay, Ag Ay Z zi2;(BoB;, BoB,) = || F(P)F(Q)|”-
i=1 j ,7=0
Ainsi, f est une isométrie. en particulier, f est injective et les points (By, . .., B;,) sont affinement
libres. O

Corollaire 13. Soient £ et F deux espaces affines euclidiens avec dim(F) > dim(€) =n et p un
entier tel que 0 < p <n—1.

Si (Ao,...,A,) € EPTL sont affinement indépendants et (By, ..., By) € FP*1 avec pour tous i
et j, d(A;, A;) = d(B;, Bj), alors il existe une isométrie f telle que B; = f(A;) pour tout i, et de
plus les points (By, ..., Bp) sont affinement libres.

Lorsque F = &, de plus on peut choisir f € st (E) ouIs™(E), et sip =n — 1, ce choiz est
unique.

Démonstration.

Soit A = Aff(Ao,...,A,) la sous-variété affine de dimension p engendrée par les points
(Ao, ..., A,). Soit A sa direction et (ep+1,...,e,) une base orthonormée de AL, En notant pour
tout ¢ € [1,p] 4; = Ap + e;, on obtient un repere affine (Ao, ..., A,) de &.

De méme, si B = Aff(Bo,...,Bp), c’est un sous-espace affine de F de dimension au plus p.
Si B est sa direction, il existe donc (fp11, ..., f) une famille orthonormale de B+ et on pose de
méme B; = By + f; pour tout i € [p+ 1,n].

Vérifions que pour tous indices i et j avec 0 < i < j < n, d(4;, Aj) = d(B;, Bj).

Si0<i<j<p,'égalité est vraie par hypothese.

Sii < petj>p,parle théoreme de Pythagore, d(A4;, A;)? = d(Ao, Ai)*+||e;||* = d(Bo, Bi)* +

= d(Bi, Bj)*.

Si p<i<j<n, d(Ai,Aj)Q = ||€j — €i||2 =2= d(Bl,BJ)z

On applique alors le lemme précédent : il existe une isométrie f telle que pour tout 4, f(A;) = B;.
De plus, comme alors (By, ..., By) est affinement libre, (By, ..., B,) l'est aussi.

A présent, si &€ = F, soit H Uhyperplan engendré par (By,...,Bn—_1). Si s est la réflexion
orthogonale d’hyperplan H, s o f est encore une isométrie et pour tout ¢ € [0,n — 1], so f(4;) =
s(B;) = B; puisque B; € H. Ainsi a la fois f et so f conviennent : on peut choisir l'isométrie
directe ou indirecte.

Sip=n—1etque f et g sont deux isométries convenant, pour tout i € [0,n—1], fog= (B;) =
B;. Comme H est engendré par (B, ..., B,_1), fog |y = idy.

Si H est la direction de H, H* est une droite, donc f o g~ |51 est égale & +idy1 ou —idyL et
fog ' =ide ou fog ! =s, doilt I'unicité. O

Nous avons a présent tous les outils pour démontrer le théoreme énoncé en début de paragraphe.

Démonstration du théoréme.

Soient (A;, i € I) et (B;, i € I) deux familles de points distincts de € un espace affine euclidien
de dimension n, tels que pour tous indices i et j, d(A;, A;) = d(B;, Bj).

Soit A = Aff(A;, i € I). On extrait de la famille (A;, i € I) un repére affine de A, noté pour
plus de commodité (Ao, ..., A4,).




Il existe d’apres le corollaire 13 une isométrie f : & — & telle que pour tout ¢ € [0,7],
f(4;) = B;. Ainsi, (By,...,B,) est une famille affinement libre de B = Aff(B;,i € I). En
particulier, dim B > dim A.

Comme les points A; et B; jouent des roles symétriques, si extrait de la famille des (B;, i € I)
une famille qui soit un repere affine de B, on trouve une isométrie de £ qui envoie ce repére sur les
points A; correspondants, et on en conclut que dim.A > dim B. D’ou finalement dim A = dim B et
la famille (By, ..., B;) est un repeére affine de 5.

Reste & montrer que pour tout indice j € I\ [0,7], f(A,) = B;. Supposons par absurde qu’il
existe un tel indice j avec f(A;) # B;. Remarquons que f(A) = B d’apreés ce qui précede : ainsi,
f(A;) € B. De plus, pour tout i € [0,7], d(B;, f(A;)) = d(f(A:), f(A;)) = d(A;, A;) = d(B;, Bj).
Ainsi, les points (By, ..., B;) sont sur 'hyperplan médiateur de B; et f(A;) dans B. Mais comme
(Bo, ..., By) est un repére affine de B, il ne peut pas étre contenu dans un sous-espace affine strict
de B, d’ou la contradiction. O

4 Etude du groupe des isométries

Comme pour ’étude du groupe affine, on a la suite exacte scindée :

{1} —=E——15(6) O(E) {1}

L’application E — Zs(&) est @ — tg, et 'application Zs(E) — O(E) est f — ? Comme pour le
groupe affine, si ’on choisit un point A de &, il fournit une section s4 : v+ (f : M — A—i—v(m)).
Autrement dit, & v une isométrie vectorielle, s4 associe I'unique isométrie affine ayant A pour point
fixe et de direction v.

Si l’'on considere le sous-groupe des déplacements, cela fournit deux suites exactes également

scindées, la premiere étant {1} —— ZsT (&) Zs(E) det {1} {1}. Sir est une ré-
flexion hyperplane ou un élément quelconque de Zs~ (&), une section est donnée par Papplication
qui & —1 associe r.

L’autre suite exacte scindée est la restriction & Zs™(£) de la premiere suite de ce paragraphe :

{1} —= F ——=7Is"(§) ——= SO(FE) —— {1}, et une section s4 est obtenue de la méme
maniere que pour la suite du groupe des isométries correspondantes pour tout choix d’un point

Aecé.

e Centre

Si f € Z(Zs(€)), alors comme l'application Zs(£) — O(E) est surjective, 7 € Z(O(F)) =
{+idg}.

Si f = —idg, f est une symétrie centrale, de centre A € £. En particulier, f2 =idg et f~! = f.
Mais pour tout vecteur @@ € E, sit = tg, to f ot~! est la symétrie centrale de centre A + . Ainsi,
sit#ide, tofot™t# fet fn'est pas dans le centre de Zs(&).

De méme, si = idg, f est une translation de vecteur © € E. De méme, si u # ﬁ, f ne
commute pas avec les symétries centrales, et n’est donc pas dans le centre.

On obtient ainsi que Z(Zs(€)) = {id¢}. Un raisonnement analogue prouve que Z(Zs™(£)) =
{ide} dés que dim £ > 2; il faut cependant travailler un peu plus en dimension 2, car SO(2) est
commutatif.

e Composantes connexes

Le groupe des isométries de € se décompose en produit semi-direct £ x O(FE). Ainsi, Zs(E) a
deux composantes connexes, Zs*(£) = det ' ({1}) et Zs~(£) = det ' ({—1}). Le sous-groupe des
déplacements Zs*(£) ~ E x SO(FE) est connexe par arcs. Si r € Zs~ (€), 'application f + 7o f
est un homéomorphisme entre Zs~ (&) et Zs*(€).

e Générateurs du groupe des isométries et du groupe des déplacements.([T] et [RDO])



Proposition 14. Soit v € O(F) et 0 = codim ker(v — idg). Alors v est produit de o réflexions
hyperplanes, et ce nombre est minimal.

Démonstration.
Cette proposition est un résultat d’algebre linéaire. On sait qu’il existe une base orthonor-
L, 0 - - 0
0 -I, :
mée de E dans laquelle la matrice de v s’écrit M = L Ry . : ou Ry =
: L :
0
0 0 Ry,
cost —sing et p+ q + 2r = n la dimension de E
sinf cosp ) PTH o '
Avec ces notations, o = codim ker(v — idg) = g + 2r.
Si pour i € [1,q], s; est la réflexion d’hyperplan (e,4;)", sa matrice s’écrit dans la base considé-
I, 0 - - 0
0 I
rée : 1 -, : .De méme, si j € [1,7], soit r; la rotation d’angle 6, dans le plan
: Iy 0
0 - .- 0 I
I, 0 0
0 I
engendré par epiq12j—1 €t epyq12;, 4.€. dont la matrice s’écrit o Ly_s 0
. . Rej 0
0 -0 .. 0 Iy

Cette rotation r; est la composée de deux réflexions hyperplanes s;» et s}’ .
Ainsi, v = s10...05508 08/ 0---08/ 05! est la composée de ¢+ 2r = o réflexions hyperplanes.

Autre démonstration : par récurrence sur o.
Sio = 0,v = idg est produit de 0 réflexions hyperplanes et ce nombre est bien entendu minimal !
Sio >0, il existe © € E tel que ||z|]| = 1 et v(z) # x. Puisque v est une isométrie, v(z) — x
et v(z) + z sont orthogonaux; en effet, (v(z) — z,v(z) + z) = |jv(z)||? — [|z]|* = 0. Soit donc s la

réflexion par rapport a (v(z) — z)*. s(v(z) — ) = 2 — v(x) et puisque v(z) + z € (v(z) — :E)J',
s(v(z) + z) = v(x) + z. Donc s(v(z)) = z.

5/ 1 (v(x) —z)l
il
v(z)

Ainsi, codim ker(sowv —idg) = codim ker(v —idg) — 1 = o0 — 1. Par hypothese de récurrence, il
existe s1,..., Sy_1 réflexions hyperplanes telles que sov = sj0---08,_1, et donc v = s0s70---08,_1
est produit de o réflexions hyperplanes.

Ce nombre est minimal : si v = s1 0 --- 0 s est la composée de k réflexions hyperplanes, pour
tout ¢, soit H; ’hyperplan de s;. Alors ker(v — idg) 2 ﬂle H; et donc o = codim ker(v — idg) <
codim N_, H; < k. O

Théoreme 15. Soit f € Zs(E). Notons Fiz = {M € &, f(M) = M} Uensemble des points fizes
de f et 0 = codim ker (7 — idE).



e Si Fix # @&, alors [ est le produit de o réflexions hyperplanes affines, dont l’intersection des
hyperplans est Fiz. De plus, ce nombre est minimal.

o Si Fix = @, alors f est produit de o + 2 réflexions hyperplanes.

Dans tous les cas, [ est produit d’au plus dim €+1 réflexions hyperplanes, et ¢’est optimal (dans
le sens ot il existe des isométries qui ne sont pas le produit de moins de dim & + 1 réflexions).

Démonstration.
e Si Fliz # @&, on applique le résultat obtenu dans le cas vectoriel. Si A € Fiz, nous avons vu
que O(E) est en bijection avec I's4(€), ensemble des isométries de £ fixant le point A.

e Si Fiz = @, d’apres la décomposition en forme réduite, il existe une translation ¢ = ¢; non
triviale et une isométrie h € Is4(€) fixant un point A de € avec f =t o h.

Comme 7 = Z), d’apres ce qui précede, il existe si,...,s, réflexions hyperplanes telles que
h=sj0...05, (et ce nombre est minimal pour h).

Une translation est le produit de deux réflexions hyperplanes. En effet, si H est un hyperplan
affine orthogonal & @ et H' = H + %ﬁ, si s est la réflexion d’hyperplan H et s’ celle d’hyperplan
H, ty =5 os.

Ainsi, f = s’ 0sosj0---0s, est produit de o + 2 réflexions hyperplanes.

Puisque si ker ( f —idg) = {0}, f admet un unique point fixe, si Fiz = &, nécessairement
oc<n=dimFE et f est le produit d’au plus (n + 1) réflexions hyperplanes.

Par exemple en dimension 2, une symétrie glissée n’est pas le produit de moins de 3 réflexions (si
elle pouvait s’écrire comme un produit de moins de trois réflexions, comme c’est un antidéplacement,
elle serait nécessairement égale a une réflexion ; mais une symétrie glissée n’a pas de point fixe alors
qu'une réflexion admet toute une droite de points fixes, c¢’est donc absurde). De méme, un vissage
en dimension 3 n’est pas le produit de moins de 4 réflexions : dim € + 1 est optimal. O

Corollaire 16. Les réflexions hyperplanes engendrent Ts(E) le groupe des isométries de E.

Question : Qu’en est-il du groupe des déplacements ? Les réflexions hyperplanes étant des antidé-
placements, il faut les remplacer par des déplacements. C’est la notion de retournement.

Définition 17 (Retournements). Un retournement est une symétrie orthogonale par rapport a
un sous-espace affine de codimension 2 de £. En particulier, c’est un déplacement.

En dimension 2, un retournement est une symétrie centrale. Comme la composée de deux
symétries centrales est une translation, le sous-groupe engendré par les retournements en dimension
2 ne contient pas les rotations.

En dimension 3, un retournement est une symétrie par rapport & une droite, ou symétrie axiale.
Une rotation peut s’écrire comme le produit de deux symétries axiales, ainsi qu’une translation (les
axes sont alors paralléles). Un vissage s’obtient alors immédiatement comme produit de 4 symétries
axiales.

Proposition 18. Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n > 3. Soit v € SO(E).
Notons o = codim ker(v — idg). Si ker(v — idg) # {0}, v est le produit de o retournements, et ce
nombre est minimal. Si ker(v — idg) = {0}, v est produit d’au plus (n — 1) retournements.

Dans tous les cas, v est produit d’au plus (n — 1) retournements.

Lemme 19. Soient Hy et Hy deuz hyperplans de E tels que Hi- 1 Hs-. Alors sy, o sg, =
SH, © SHy, = SH\NH;-

Démonstration du lemme.
La condition d’orthogonalité implique que pour i # j, Hi* C H;. Ainsi, il existe une base
(e1,...,e,) de E avec Hy = Vect(ey,...,en_1), Hy = Vect(ea,...,e,), e1 € H N Hy et e, €

1 0 ... 0

H, N Hit. Dans cette base, la matrice de sg, s’écrit 0 ’ o et celle de sp, s’écrit
D 1 0
0 0 -1



, ce qui démontre le résultat par calcul matriciel. O

Démonstration de la proposition.

e Cas ou ker(v — idg) # {0}.

Il existe donc une droite vectorielle D C ker(v—idg). Soit s la symétrie hyperplane d’hyperplan
D+,

D’apres ce qui précede, il existe s1, . . ., So¢ des réflexions hyperplanes, ot 2¢ = ¢ = codim ker(v—
idg) telles que v = s1 0+ -+ 0 9.

Pour tout 4, s; est une réflexion d’hyperplan D;- ot D; est une droite vectorielle. Df- D ker(v—
idg) 2 D donc les droites D et D; sont orthogonales. D’apres le lemme, so0s; = 5,058 = $(pyp,)- =
r; est un retournement.

Il vient v = (s108)0(s083)0---0(sp_108)0(s08s) =r10ry0---0ry est une décomposition
de v en produit de 2¢ = ¢ retournements.

e Cas ou ker(v — idg) = {0}.

Cela implique nécessairement que n = dim F est pair : avec les notations de la démonstration
de la proposition 14, on a p = 0 donc dim E = ¢ + 2r, tandis que 1 = detv = (—1)4.

Soit « € E unitaire. Par hypothese, v(x) # x. Comme n > 3, il existe un hyperplan H contenant
a la fois @ et v(z). Soit V l'orthogonal de la droite dirigée par (v(z) — ) dans H. Comme V est
un sous-espace de codimension 2 de E, r = sy est un retournement et comme précédemment,
r(v(z)) = =

En posant v = rowv, v € SO(E) et v'(x) = z, donc codim ker(v' — idg) < n — 2. Montrons
qu’on a exactement codim ker(v' —idg) =n — 2.

Sinon, dimker(v' — idg) > 3 et donc comme V est de codimension 2 dans F, il existe y # 0
tel que y € V Nker(v' —idg). Mais c’est absurde car alors r o v(y) = y et comme y € V, v(y) =
r?2ov(y) = r(y) = y donc y € ker(v —idg) # {0}.

Ainsi, codim ker(v' —idg) =n—2et v  =ry0---or,_o ol les r; sont des retournements. On
a bien alorsv =roryo---or,_o : v est le produit de n — 1 retournements. O

Théoréme 20. Soit £ un espace affine euclidien de dimension n > 3.

Si f € IsT(E) est un déplacement autre qu’une translation, alors f est le produit de p retour-
nements, avec p < min(o,n — 1), ot ¢ = codim ker (? — idE),

Dés que n > 3, le groupe des déplacements de & est engendré par les retournements.

Démonstration.
Soit F'iz 'ensemble des points fixes de f.

e Si Fix # &, alors on se rameéne comme précédemment au cas vectoriel et f est le produit de
p = min(o,n — 1) retournements.

e Si Fix = @, on écrit f = tz o h sous forme réduite. En décomposant ¢ et h en produit de
réflexions hyperplanes, on obtient f = (s 0 s5311) © (831, © $3, 0 -+~ 0 531, ). Comme @ € ker ( f —
idg) = ker(ﬁ —idg), si 'on considere les directions, H{* et Hj- sont orthogonaux & Hi- et Hs-.
Ainsi, f = (s 0 83,) 0 (51 0 53,) © (Spy © -+ 0 8y,) = 71 O0T90g, avec 11 = Sy O Sy, et
Ty = Sy, O SH, des retournements (car pour i = 1 et 2, H; + H! = E et donc H; N H} est un
sous-espace affine de codimension 2) et g = sy, 0 -0 sy, . Comme ker (? — idE) D HsN---NH,,
codim ker(? —idE) < o0 — 2. De plus, h admet un point fixe A€ HiN---NH, CHzN---NHy
et donc g admet aussi des points fixes. D’apres le premier cas, ¢ est alors produit d’au plus (o — 2)
retournements, ce qui permet de conclure.

Comme une translation est le produit de deux retournements, ceci acheve la démonstration du
théoreme. O
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5 Angles en géométrie

Les références pour ce paragraphe sont [F] et [B].

5.1 Comment définir un angle ?

Les angles sont utilisés en géométrie affine euclidienne, mais concernent en réalité les directions
des sous-espaces affines considérés. Aussi nous placons-nous dans le cadre vectoriel.

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension finie n > 2. On définit un demi-sous espace
vectoriel de E comme lintersection d’un sous-espace vectoriel avec un ensemble de la forme
{z € E, ¢(x) > 0}, ol ¢ est une forme linéaire de E*.

Soit F ’ensemble des sous-espaces vectoriels et des demi-sous espaces vectoriels de E. Le groupe
linéaire GL(FE) agit sur F via l’action naturellement définie par g-F = g(F)sig € GL(E) et F € F.
Les orbites sont uniquement déterminées par la dimension du sous-espace et par le fait qu’il soit
ou non un demi-espace (c’est le théoréme de la base incompléte!).

En appliquant le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, Paction de O(FE) et de SO(E)
par restriction de celle de GL(FE) sur F déterminent les mémes orbites.

Que se passe-t-il a présent si I'on étudie les orbites de ces actions sur les couples d’éléments
de F 7 Comme on est en géométrie, on ne conservera que des couples dont les bords s’intersectent
de manieére «raisonnable» s’ils sont des demi-espaces. C’est la définition d’une figure. Un couple
(F,G) € F? est une figure si le bord de I'un est contenu dans le bord de 'autre (avec la convention
que le bord d’un sous-espace vectoriel est vide). Ainsi, Fig = {(F,G) € F2, 0F C G oudG C 9F}.
En pratique, on regarde les figures constituées par deux sous-espaces vectoriels ou deux demi-sous
espaces vectoriels (par exemple pour considérer des angles de demi-droites).

Le groupe GL(FE) agit sur Fig par g - (F,G) = (g(F),g(G)). Les orbites de cette action pour
les sous-espaces vectoriels sont caractérisées par (dim F,dim G,dim F N G). Par restriction, les
sous-groupes O(F) et SO(FE) agissent encore sur Fig. Quelles sont les orbites ?

Définition 21 (Angles). Soit (F,G) € Fig. L’angle non orienté de (F,G) est l'orbite de (F,G)
sous laction de O(FE).
L’angle orienté de (F,G) est lorbite de (F,G) sous l'action de SO(E).

But : Caractériser les angles par des fonctions (& valeurs réelles? continues?) injectives sur une
orbite ; ceci passe comme souvent par une recherche d’invariants.

5.2 Le cas des angles de (demi-)droites en dimension au moins égale a 3

Soient (D, D’) deux droites de E et (A, A’) deux demi-droites de E. Ce sont des éléments de
Fig.

On définit (D, D’) = arccos Hli"ﬁjﬁ;),‘ﬂ [0, 7] pour  un vecteur directeur de D et 2’ de D’ (le
résultat est indépendant du choix de ces vecteurs).

De méme, si x et x’ sont des vecteurs directeurs de A et A’ (au sens évident ot A = Rz et

A" =R,z'), on définit (A, A’) = arccos (@.2) ¢ [0, 7]

[EIRED

Proposition 22. Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n. Soient (D, D’) et (D1, D7)
quatre droites de E (respectivement (A, A’) et (A1, A}) quatre demi-droites de F ).

e Angles non orientés : les angles non orientés (D, D) et (D1, D}) coincident si, et seulement
si (D, D"y = (Dy, D). De méme pour les demi-droites : les angles non orientés (A, A') et (A1, AY)
coincident si, et seulement si (A, A") = (Aq, A}).

e Angles orientés : ATTENTION sin > 3, alors les angles orientés (D,D’) et (D1, D7)
coincident si, et seulement si (D,D') = (D1, D}). De méme pour les demi-droites : les angles
orientés (A, A") et (A1, A}) coincident si, et seulement si (A, A) = (A1, AY).

En particulier, on a toujours (D,D') = (D', D) et (A, A") = (A’,A) si ces angles sont vus
comme non-orientés, ou lorsque dim E& > 3.
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ATTENTION : le résultat est faux en dimension 2 pour les angles orientés.

Démonstration.
La démonstration est faite dans le cas des droites, mais n’est pas trés différente pour des demi-
droites (cf [B]).

e Cas des angles non orientés.
Tout d’abord, remarquons que le réel (D, D’) est constant sur les orbites sous 'action de O(FE).

En effet, si g € O(E), comme g préserve le produit scalaire, (g(D),g(D’)) = (D, D’).

Soient x et @’ des vecteurs directeurs unitaires de D et D', et x1 et x} des vecteurs directeurs
unitaires pour Dy et D}. Par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, il existe y et
y1 unitaires tels que (z,y) soit une base orthonormée de Vect(D,D’) et (z1,y;) soit une base
orthonormée de Vect(Dy, D). Il existe alors un élément g € O(F) envoyant (x1,y1) sur (x,y).

On peut donc se ramener au cas ou Vect(Dy, D)) = Vect(D,D’) et Dy = D.

Ainsi, z1 =z, 2’ = (o', )z + (¢, y)y et 2} = (2}, 2)z + (2}, y)y. Or (D,D’) = (D, D}), donc
(@', 2)] = (21, 2)] et [(2', )] = [(z1, )] puisque (7, 4)? = 1—(2', 2)2. Tl existe done (e, ¢,) € {=1}
avec (2, 2) = e, (2, ) et (27,y) = €,(2',y). Il y a donc quatre cas & distinguer.

O Si(€g,6y) € {(1,1),(—=1,-1)}, 2} =2’ ou &} = —a’. Dans ces deux cas, D] = D’ et les deux
couples de droite sont bien dans la méme orbite sous l'action de O(E).

O Siey =1et e, = —1, soit s la symétrie orthogonale par rapport & la droite D. Alors ) = s(z’)
et D] = s(D’), D = s(D). Ainsi, les deux couples de droites sont dans la méme orbite.

D/

D
!
Dy
& Sie, = —1 et ¢, = 1, le raisonnement est identique avec s’ la symétrie orthogonale par
y
rapport a la droite dirigée par y.
D/

D;

Ainsi, dans tous les cas, les couples (D, D’) et (D1, D}) sont dans la méme orbite sous 'action
de O(E), ce qui montre le résultat pour les angles non orientés.

e Cas des angles orientés lorsque dim £ > 3.

En reprenant le raisonnement précédent, on peut de plus choisir g € SO(E) tel que g(z1) =«
et g(Vect(Dl, Di)) = Vect(D, D’), donc on peut supposer que x1 = . Si de plus 2} = 2/, alors
Di =D’ etiln’y arien & prouver.

Sinon, puisque dim E > 3, si ’on considere la symétrie orthogonale dans le plan engendré par
D et D’ qui envoie D} sur D’, on peut la prolonger en un retournement de F et donc les couples
de droites (D, D’) et (D1, D}) sont bien dans la méme orbite sous 'action de SO(FE). Ceci devient
donc faux lorsque dim E' = 2 puisque 'on ne peut pas prolonger la réflexion en retournement. [
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En toute dimension, I’ensemble des demi-droites de E s’identifie naturellement & ’ensemble des
vecteurs unitaires, ou spheére unité, de E, soit S(E) = {x € E, ||z| = 1}. Dés que dimE > 3,
langle orienté entre deux vecteurs z et a’ est caractérisé par arccos(z,x’).

Ainsi, si (z,2') et (y,y") € S(F)?, il existe g € SO(E) tel que g(r) = y et g(a’) = ¥ si, et
seulement si (z,2") = (y,y’), ce qui équivaut encore & ||z — 2’| = ||y — ¥’|| puisque tous les vecteurs
sont de norme 1. Cette propriété est utilisée par D. Perrin lors de la démonstration de la simplicité
de SO3 [P, p. 149].

Remarque 23. Les angles entre droites permettent aussi de caractériser les angles entre hyperplans
de E : (D, D') et (D1, D}) sont dans la méme orbite sous laction de O(E) (respectivement SO(E))
si, et seulement si (D+, D'%) et (D1, DY) le sont. Ainsi peut-on caractériser les angles non orientés
et les angles orientés d’hyperplans par leur mesure dans [0, 7. En particulier, cela permet de définir
les angles entre plans de l’espace euclidien.

5.3 Angles du plan
5.3.1 Cas des demi-droites

On sait que I'ensemble X des demi-droites de R? s’identifie au cercle unité S' de R2, et le
groupe G = SO agit sur X de fagon simple et transitive. (La transitivité est immédiate, pour la
simplicité, si g € SOy est telle qu'il existe v € S! avec g(v) = v, alors +1 est valeur propre de g et
donc g = id.)

Cette action détermine deux relations d’équivalence.

e La premiere est associée & ® : X x X — G qui & un couple (d,d") de demi-droites associe
l'unique rotation g € G telle que g(d) = d'. Soit Ry la relation d’équivalence associée & ®. Par
définition, (d,d")R1(d1,d}) si, et seulement s'il existe une rotation g € SO5 telle que d’ = g(d) et
dy = g(di).

Comme dans le chapitre de géométrie affine, ® permet de munir 'ensemble X X X /R, d’une
structure de groupe isomorphe a G par transfert de structure.

e D’autre part, 'action de G sur X fournit une action de G sur X x X définie par g - (d,d’) =
(9(d), g(d")). Soit Ry la relation d’équivalence associée. Par définition, (d,d’) et (di,d}) sont dans
la méme orbite si, et seulement si ces couples de demi-droites forment le méme angle orienté.

dq d dq h d

dy I \9 d d d

Rl R2

Définition 24. Si R, et Ry sont deux relations d’équivalence sur un ensemble Y, on dit que R4
est plus fine que Ry si pour tous x et y € Y tels que xRy, noté Ry = Ro, alors xRay.

Ceci équivaut a dire que le graphe de Ry peut se plonger comme un sous-graphe du graphe de
Rs,ouencore quesipourt=1et 2, m : Y — Y/Ri, mo se factorise par ;. Cette relation sur les
relations d’équivalence de Y est une relation d’ordre.

Lemme 25. Soit G un groupe agissant simplement et transitivement sur un ensemble X, Ry et
Ro les deuz relations d’équivalence sur X x X définies plus haut. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(l) Ro — Ri1.

(Z’L) R1 = Ros.

(i4i) R1 = Ra.

(iv) Le groupe G est commutatif.
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Démonstration.

(14) = (iv). Solent get h € G, z € X.

On a (z,g(z))R1(h(x),gh(x)), donc par hypothese aussi (z,g(z))Rz2(h(x),gh(z)). 1l existe
donc k € G tel que h(xz) = k(x) et gh(xz) = kg(x). Comme l'action est simple, k = h et gh = hg,
montrant que G est abélien.

(iv) = (i1). Supposons G abélien. Si (z,y)R1(z’,y’), il existe g € G tel que y = g(x) et
y' = g(z'). Comme laction est transitive, il existe en outre h € G tel que 2’ = h(x). Ainsi, y' =
g(z') = gh(z) = hg(x) = h(y) puisque le groupe est abélien. Ceci montre bien que (z,y)Ra(z’,y).

Pour (i) = (iv) et (iv) = (i), on applique les mémes idées. Enfin, comme la relation «étre
plus fine» est une relation d’ordre, (i) et (#¢) impliquent (i4i). O

Comme dans le cadre des angles, le groupe étudié est SOz, commutatif, les propriétés du lemme
sont vérifies. Ainsi, si A est I'ensemble des angles orientés de demi-droites du plan, par définition
A=XXX/p, ~XxX /R, ~S0,.

La bijection A — SO5 est de fagon explicite application qui au couple (d,d’) de demi-droites

D

du plan associe I'unique rotation g € SO5 telle que d’ = g(d), notée (d, d’).
Comme une rotation g € SO5 est uniquement caractérisée par un angle 6 défini modulo 27 tel

. L s —sind . .
que la matrice de g dans une base orthonormée directe est Ry = o8 st ), on identifie

sinf  cos6

souvent g = @d\’) et I'angle 6 défini modulo 27. Ainsi, il n’y a pas besoin d’orienter I'espace R?
pour parler d’angles orientés de demi-droites, par contre pour les mesurer dans R/9,7 il faut choisir
une orientation de I’espace R? pour considérer la matrice de g dans une base orthonormée directe.
Par exemple, le plan complexe est isomorphe au corps de rupture R[X]/(x2,1). Cette écriture ne
permet pas de distinguer les deux racines du polynéme X2 4 1. Choisir laquelle sera i revient &
choisir une orientation du plan complexe.

La loi de groupe sur A héritée de celle de SOy est souvent notée +, et est commutative. La
structure de groupe abélien sur 4 conduit a un certain nombre de propriétés utiles.

(i) Relation de Chasles : (@) + (m) = (ﬁ)
(7i) L’angle (d,d’) est nul si, et seulement si d = d'.

(19) (d',d) = —(d,d").
(iv) Regle du parallélogramme : (d,d’) = (di,d}) si, et seﬂlc;ment si (d,dy) = (d',d}). Ceci

équivaut encore a dire qu’il existe une demi-droite ¢ telle que (d,d) + (6,d’) = (d,d1) + (d,d}), ou
encore que cette derniere propriété est vraie pour toute demi-droite 4.

(v) Sioc e Oy, (o(d),o(d)) =—(d,d).
La seule propriété qui n’est pas immédiate est la propriété (v). Soit r € SO la rotation telle
que r(d) = d’. La rotation qui envoie o(d) sur o(d’) est coroo~!
o€ 0y, 0?=1id. Or également, cor € O, . Ainsi, (cor)?

—_—

Cela signifie bien que (o(d),o(d’)) = —(d,d’).

= ¢ or o ¢ puisque comme

=gorogor =id et donc coroo = r— L.

—

Définition 26. Sid et d’ sont deux demi-droites, une bissectrice de (d,d’) est une demi-droite §

—_—

telle que (d,d) = (6,d").

Remarque 27. Dire que § est la bissectrice de (d,d') équivaut & dire que § vérifie I’équation

—_—

(d,d") = 2(d,9), ou encore que si s5 est la réflexion orthogonale d’azxe contenant 6, ss(d) = d'.
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En effet, (d, 35(d)) =(d,d)+ (6, sa(d)) =(d, )+ (55(5),55(65)) =(d,d) — (6,d) = 2(d,9).

Ainsi, chercher une bissectrice, c¢’est résoudre dans A 1’équation 2z = «, ou encore I’équation
h? = g dans SOs.

Comme ces deux groupes sont abéliens, s’il existe une solution zq, les autres solutions sont
toutes de la forme zy + y ol y parcourt ’ensemble des solutions de ’équation 2y = 0. Dans SOa,
cette équation se réécrit h? = id, donc h est une réflexion orthogonale, et comme h € SO, h = +id.
La solution dans A associée/?a\h = —id dans SO est notéwt appelée 'angle plat. Ainsi, s’il
existe une bissectrice ¢ de (d,d’), Pautre est —d et I’angle (d, —0) est égal & w.

Pour montrer I'existence, il suffit de trouver une réflexion orthogonale s telle que s(d) = d'. Or,
sid =R,z et d =R,y avec x et y unitaires, la réflexion s par rapport a la droite dirigée par x +y
vérifie bien s(x) = y et donc s(d) = d'.

5.3.2 Cas des droites

L’ensemble des droites de R? s’identifie & P*(R), la droite projective réelle. On peut aussi décrire
PY(R) = St / r ~ —x, le cercle quotienté par la relation d’antipodie. L’action reste transitive, mais
n’est plus simple car —id agit aussi trivialement sur P!(R).

Sip : SOy — Gpig) est le morphisme définissant I'action de SO, son noyau est ’ensemble
des éléments g € SO, tels que pour tout € PY(R), g(x) = . Comme un endomorphisme laissant
toute droite globalement invariante est une homothétie, on en déduit que ker ¢ = {£id}. De plus,
comme SO; est abélien, pour tout point x € P}(R), le stabilisateur de z est également {+id}.

En posant PSO; = SOZ/{j:id}, ce groupe est encore abélien et agit sur P}(R) de fagon simple

et transitive. Le méme raisonnement qu’en 5.3.1 montre alors que si A est ensemble des angles
orientés des droites du plan, A est en bijection avec PSO5. Pour tout couple de droites (D, D’) du
plan, il existe un unique élément g € PSO, tel que g(D) = D'.

Ainsi, les raisonnements et résultats pour les angles orientés de demi-droites s’adaptent dans le
cas des angles orientés de droites. Notamment, on a existence de deux bissectrices, orthogonales.

5.4 Les similitudes

Une similitudes conserve les angles (non orientés lorsque la dimension de 1’espace est 2), mais
dilate les longueurs. Cela parait naturel de considérer ces transformations car dans notre espace
physique il n’y a pas de longueur unité bien définie et qu’il faudrait préserver. Plutot que de
conserver les longueurs, il parait plus naturel de conserver seulement les rapports entre les longueurs.

Définition 28 (Similitudes vectorielles). Soit v € GL(E) ot E est un espace vectoriel euclidien
de dimension n. L’application v est appelée similitude de rapport u > 0 si pour tout © € F,
[o(@) || = pll]-

Le groupe des similitudes est noté GO(E), c¢’est un sous-groupe de GL(E). On note GO (E) =
GO(E)NGL™(E) le groupe des similitudes directes et GO~ (F) = GO(E)NGL™ (E) l’ensemble
des stmailitudes indirectes.

Une homothétie de rapport A € R* est une similitude de rapport |A|. D’autre part, siv € GO(FE)
est de rapport u, alors en posant ¢ = pu~'v, g € O(FE) est une isométrie et v = go (u-idg) =
(p-idg) o g. Ainsi le groupe GO(E) est isomorphe au produit direct O(E) x RY.
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Proposition 29. (i) Les similitudes conservent les angles non orientés de droites et de demi-
droites, ainsi que les angles orientés lorsque n = dim(F) > 3.

(ii) Lorsque dim(F) = 2, les similitudes directes conservent les angles orientés de droites et de
demi-droites, les similitudes indirectes les renversent.

(i9i) Les similitudes conservent l'orthogonalité : si v € GO(E) et D et D' sont deuz droites
orthogonales, alors v(D) et v(D') sont orthogonales.

(tv) Réciproquement, si n = dim(E) > 2 et v € GL(E) conserve l'orthogonalité des droites,
alors v est une similitude.

Démonstration.

Seul le point (iv) n’est pas une conséquence immédiate de la décomposition en produit direct
GO(E) ~O(E) x R%.

Soit donc v € GL(E) conservant 'orthogonalité. Cela signifie que pour tous x et y € E tels que
(I7y) =0, (U(I),’U(y)) =0.

Soit € E\ {0} fixé. La forme linéaire ¢, : y — (v(z),v(y)) s’annule sur 'hyperplan z=.
Par dualité, cela implique qu’il existe A, € R* tel que ¢, = A\zz* ot 2* : y — (z,y); en effet, si
(€1,...,en_1) est une base de H = x*, (e1,...,e,_1,) est une base de E et donc (e}, ..., e |, 2%)
est une base de E* et les (n — 1) premieres coordonnées de ¢, sont nulles sur cette base.)

Ainsi, pour tout € E \ {0}, il existe A, € R* tel que ¢, = A, x*. Montrons que ce réel est
indépendant de z.

Siz et 2’ € E sont linéairement indépendants, (v(z+z'),v(y)) = Aptor (z+2',y) = (v(z),v(y))+
(v(z"),v(y)) = Aal(®,y) + Ao (2/,y), et donc (Apyar — A2)2™ + (Apgar — Apr)2’™ = 0. Comme les
formes linéaires z* et 2'* sont linéairement indépendantes, Ayyr = Az = Apr = A. Ainsi v est une
similitude, de rapport A. O

Proposition et Définition 30 (Similitudes affines). Soit & un espace affine euclidien de dimen-
sionn > 2 et f : & — E une application non constante telle que pour tous points (M, N, M' N') €
E si M # N et f(M) # f(N), alors f(M')f(N')/f(M)f(N) = M'N'/MN (autrement dit f
préserve les rapports des longueurs).
Cela équivaut a dire que [ est une application affine de & et que ? est une similitude vectorielle.
Dans ce cas, f est appelée similitude affine. Son rapport est celui de f . C’est une similitude
directe si f € GOT(E), indirecte sinon.

Nous noterons Sim/(&), Sim™*(€) et Sim™(€) les groupes des similitudes et similitudes directes,
et I’ensemble des similitudes indirectes.

Démonstration.

Si f est non constante, il existe A # B tels que f(A) # f(B). Alors pour tout autre couple de
points (M, N) € €2, f(M)f(N) = (f(A)f(B)/AB)-MN. Ainsi, en posant u = (f(A)f(B)/AB) €
R%, pour tous points M et N € &, f(M)f(N) = puMN, et f est bijective. Si h est une homothétie
de rapport =1, ho f est une isométrie de &, et donc f est affine et 7 € GO(FE) est une similitude
vectorielle (de rapport p). O

Le sous-groupe des dilatations (les homothéties et translations) et celui des translations sont
distingués dans le groupe des similitudes. De plus, on a comme pour le groupe affine une structure
de produit semi-direct : le groupe des similitudes affines est isomorphe au produit semi-direct
E x GO(E), ou E correspond au sous-groupe des translations. Si A est un point de £, une section
est donnée par Papplication qui & v € GO(FE) associe la similitude affine f telle que f(A) = A et

=w.

L’ensemble des similitudes de rapport 1 est exactement I’ensemble des isométries, et c¢’est aussi
un sous-groupe distingué. Cela correspond a la suite exacte {1} = Zs(€) — Sim(E) — (R%, x) —
{1}. Un point A € & fournit une section via lapplication qui & p > 0 associe 'homothétie de centre
A et de rapport p.

Proposition 31. Soit f € Sim(E).
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Si f n’est pas une isométrie, alors f admet un unique point fize.

Réciproqguement, si f admet un unique point fize A, il existe un unique couple (h,g) ot h une
homothétie de rapport positif et g une isométrie avec f = hog = goh. De plus, h est I’homothétie
de centre A et de rapport p le rapport de f.

Démonstration.

Si f n’est pas une isométrie, alors ker (? —id E) = {0} (car ? est une similitude vectorielle de
rapport g > 0, et p # 1). Par suite f admet un unique point fixe.

Une autre démonstration est de considérer p > 0 le rapport de f. Si f n’est pas une isométrie,
i # 1.S1 p <1, f est une application contractante de £ dans £, R-espace métrique complet, et
donc f admet un unique point fixe. Si g > 1, f~! est contractante.

Pour montrer la réciproque, si A est I'unique point fixe de f, en posant i I’homothétie de centre
A et de rapport pu, g = h™' o f est une isométrie et f = hog. Comme f et h~! fixent A, g fixe
égalemerﬁ A et donc g et h commutent si, et seulement si ? et ﬁ commutent, ce qui est le cas
puisque h = p-idg € Z(GL(E)).

Sif=nog =g oh'est une autre décomposition de f en une homothétie de rapport positif
et une isométrie, nécessairement le rapport de h’ est u. Soit A’ le centre de h/. Alors ¢’ o h' 0 g'~!
est ’homothétie de rapport u et de centre g'(A’). Comme g’ o b/ o g~ = h', ¢g'(A") = A" et A’
est aussi un point fixe de ¢g’. Par suite, A’ est aussi un point fixe de f = h/ o ¢’ et donc A’ = A
Finalement A/ = h puisque ces deux homothéties ont méme centre et méme rapport, et donc g’ = g,
d’ot1 I'unicité d’une telle décomposition. O

Ezemple : En identifiant le plan affine euclidien réel a C, une similitude directe est une application
de la forme f : z — az + b ou (a,b) € C* x C. Si @ = 1, c’est une translation. Sinon, f admet
un unique point fixe d’affixe w = b/(1 — a) et c’est la composée de '’homothétie de centre w et de
rapport |a| avec la rotation de centre w et d’angle arg(a).

Les similitudes indirectes sont de la forme f : z — aZ + b ol (a,b) € C* x C. Si |a| = 1, c’est
une réflexion orthogonale ou une symétrie glissée. Si |a| # 1, f admet un unique point fixe, qui est
aussi celui de la similitude directe f2, d’affixe w = (ab+ b)/(1 — |a|?); f est alors la composée de
I’homothétie de centre w et de rapport |a| et d’une symétrie ou symétrie glissée dont 'axe passe
par w.

Application : si U est un ouvert de C contenant z, une fonction f U — C est holomorphe en z
si, et seulement si elle est R-différentiable, et sa différentielle en z est une similitude directe.
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