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1
Géométrie différentielle

Dans ce chapitre, on présente quelques notions de bases sur la géométrie différentielle. On étudiera
les notions de fibrés vectoriels, de champs de vecteurs et de dérivations sur les variétés.
Dans la première partie, nous donnerons les définitions de variétés et sous-variété réelle. Dans la deuxième
partie, on présentera la notion de fibré vectoriel qui sera utile pour définir l’espace tangent d’une variété.
La troisième partie s’articulera autour des notions de champs de vecteurs et dérivations sur une variété.
Nous terminerons ce chapitre par démontrer le théorème de Frobenius ; ce théorème sera utile dans la
démonstration du théorème 3.17 de Newlander – Nirenberg.

Dans ce chapitre, on note n, m, p trois entiers entiers positifs tel que n,m > 0 et k un élément de
N∗ ∪ {+∞}.

1.1 Variétés différentielles

On commence cette partie par présenter les théorèmes de formes normales et définir les sous-variété
de Rn. Dans un second temps, nous généraliserons ces notions dans le cadre des variétés.

1.1.1 Immersion et submersion

Soit f : Rn −→ Rm une fonction de classe C k et x0 ∈ Rn.
Théorème 1.1 (Inversion locale). On suppose que n = m. Si la différentielle dx0f de f en x0 est bi-
jective, alors il existe un voisinage U de x0 et un voisinage V de f(x0) tel que f : U −→ V soit un
C k-difféomorphisme.

Définition 1.2. On dit que f est une immersion en x0 si la différentielle dx0f est injective. Dans ce cas,
on a n ≤ m.
La fonction f est une submersion en x0 si la différentielle dx0f est surjective. Dans ce cas, on a n ≥ m.
Théorème 1.3 (Formes normales). On suppose ici que x0 = 0.

1. Si f est une immersion en x0, alors il existe un difféomorphisme local φ : Rm −→ Rm tel que
φ ◦ f(x) = (x, 0).

2. Si f est une submersion en x0, alors il existe un difféomorphisme local ψ : Rn −→ Rn tel que
f ◦ ψ(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xm).

Démonstration. On se ramène au théorème d’inversion locale à travers l’algèbre linéaire. On écrit f =
(f1, . . . , fm) où les fj : Rn −→ R sont des fonctions à valeurs réelles. Soit A = (ajl) la matrice de

Mm,n(R) définie par ajl =
∂fj
∂xl

(0) pour j ∈ {1, . . . , m} et l ∈ {1, . . . , n}. On a

d0f : Rn −→ Rm
h 7−→ Ah

.

1



2 1.1. Variétés différentielles

Premier point. La matrice A est de rang n. Il existe une matrice inversible P ∈ GLm(R), tel que pour
tout X ∈ Rn, PAX = t(X, 0). Soit g : Rm −→ Rm la fonction définie par g(x) = Px ; c’est un
isomorphisme linéaire. Quitte à utiliser la fonction g ◦ f , on peut supposer que d0f(h) = (h, 0). Soit Ψ
l’application définie par

Ψ : Rn × Rm−n −→ Rm
(x, y) 7−→ f(x) + (0, y)

.

On a d0Ψ(x, y) = (x, y). Par le théorème 1.1 d’inversion locale, Ψ est un difféomorphisme local en 0.
On pose φ = Ψ−1. Comme Ψ(x, 0) = f(x), nous avons φ ◦ f(x) = (x, 0).

Second point. Il existe P ∈ GLn(R) tel que pour tout X = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, APX = (x1, . . . , xm).
Soit g : Rn −→ Rm la fonction définie par g(x) = f(Px). On a d0g(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xm).Quitte
à utiliser la fonction g, on peut supposer que d0f(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xm). Soit Ψ l’application
définie par

Ψ : Rm × Rn−m −→ Rn
(x, y) 7−→ (f(x, y), y)

.

Sur un voisinage de 0,Ψ est un difféomorphisme local. On pose ψ = Ψ−1, nous avons [f ◦ψ](x, y) = x.
En effet : siΨ(x, y) = (X, Y ) oùX = f(x, y) et Y = y, nous avons [f ◦ψ](X,Y ) = [f ◦ψ◦Ψ](x, y) =
f(x, y) = X .

1.1.2 Sous-variétés de Rn

Théorème 1.4. On suppose p ≤ n. SoitM une partie de Rn. Les définitions suivantes sont équivalentes :

Définition par redressement. Pour tout x ∈M , il existe un voisinage U de x dans Rn, un voisinage V de
Rn et un C k-difféomorphisme φ : U −→ V tel que φ(M ∩U) = V ∩ (Rp ×{0}). Une telle application φ
est appelé carte deM .

Définition par fonction implicite. Pour tout x ∈M , il existe un voisinage U de x dans Rn et une applica-
tion f : U −→ Rn−p de classe C k qui est une submersion en x, tel que U ∩M = f−1(0).

Définition 1.5. On dit qu’une partieM de Rn est une sous-variété de Rn de dimension p et de classe C k

si elle vérifie l’une des deux définitions du théorème 1.4.

Exemple 1.6. Soit Sn = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 | x21 + . . .+ x2n+1 = 1} la sphère unité de Rn+1 et

f : Rn+1 −→ R
(x1, . . . , xn+1) 7−→ x21 + . . .+ x2n+1 − 1

.

Pour tout x ∈ Sn, la différentielle dxf est surjective et Sn = f−1(0), donc Sn est une sous variété de
Rn+1 de dimension n.

1.1.3 Variétés différentielles

Définition 1.7. SoitM un espace topologique et I un ensemble. Un atlas de carte C k à valeurs dans Rn
surM est un ensemble A de couples (Uα, φα) pour α ∈ I tel que

1. (Uα)α∈I est un recouvrement deM par des ouverts,

2. φα : Uα −→ φα(Uα) ⊂ Rn est un homéomorphisme et pour tout α, β ∈ I , l’application

φαβ : φα(Uα ∩ Uβ) −→ φβ(Uα ∩ Uβ)
x 7−→ φβ ◦ φ−1

α (x)

est un C k-difféomorphisme.

Pour α, β ∈ I , l’application φα est appelée une carte et l’application φαβ est appelé application de
transition ou changement de carte.
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Soient A et B deux atlas de cartes de classes C k. Les atlas A et B sont C k-compatibles si leur
réunion est encore un atlas de classe C k ou de manière équivalente, le changement de carte entre une
carte de A et une carte de B est un C k-difféomorphisme. Être C k-compatible est une relation d’équi-
valence.

Définition 1.8. Une variété différentielle de classe C k et de dimension n est un espace topologique sépa-
rable muni d’un atlas dénombrable de cartes de classe C k à valeurs dans Rn (ou de manière équivalente
d’une classe d’équivalence d’atlas de cartes C k à valeurs dans Rn).

Exemple 1.9. Une sous-variétéM de Rn de dimension p ( p ≤ n ) est une variété différentielle.

On peut généraliser la notion de sous-variété de Rn aux variétés abstraites.

Définition 1.10. On suppose p ≤ n. Soit M une variété de dimension n et N ⊂ M une partie de M .
On dit que N est une sous-variété de M de dimension p si l’une des deux définitions équivalentes est
vérifiée.

Définition par redressement. Pour tout x ∈ N , il existe φ : U −→ V ⊂ Rn une carte deM telle que U
contient x et φ(N ∩ U) = (Rp × {0}) ∩ V ⊂ Rp × Rn−p .

Définition par fonction implicite. Pour tout x ∈ N , il existe un ouvert de carte U deM tel que x ∈ U
et une application f = fU : U −→ Rn−p de classe C k qui est une submersion en x vérifiant U ∩N =
f−1(0).

SoientM etN deux variétés de classe C k et de dimensionm et n respectivement. Soit f :M −→ N
une application continue.

Définition 1.11. L’application f est de classe C r (r ≤ k) si pour toute carte φ : U −→ Rm de M et
ψ : V −→ Rn de N , l’application f lue dans les cartes (U, φ) et (V, ψ) est de classe C r , c’est-à-dire :
l’application

g : φ(U ∩ f−1(V )) −→ ψ(V )
x 7−→ (ψ ◦ f ◦ φ−1)(x)

est de classe C r .

Soit x ∈M , (U, φ) une carte deM en x et (V, ψ) une carte de N en f(x).
L’application f est une immersion en x si l’application f lue dans les cartes (U, φ) et (V, ψ) est une
immersion au point φ(x). De même, f est une submersion en x si l’application f lue dans les cartes
(U, φ) et (V, ψ) est une submersion au point φ(x).

Comme généralisation du théorème 1.3, on a :
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Théorème 1.12. 1. Si f est une immersion en x alors pour toute carte locale φ en x telle que φ(x) = 0,
il existe une carte locale ψ en f(x) avec ψ(f(x)) = 0 telle qu’au voisinage de 0 on ait ψ ◦ f ◦
φ−1(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xm, 0, . . . , 0).

2. Si f est une submersion en x alors pour toute carte locale ψ en f(x) telle que ψ(f(x)) = 0, il existe
une carte locale φ en x avec φ(x) = 0 telle qu’au voisinage de 0 on ait ψ ◦ f ◦ φ−1(x1, . . . , xm) =
(x1, . . . , xn).

1.2 Espaces tangents

Avant de définir l’espace tangent d’une variété, nous commençons par définir l’espace tangent d’une
sous-variété réelle. Compte tenue des propriétés de l’espace tangent d’une sous-variété de Rn, on veut
voir s’il n’existe pas de versions analogues dans le cas d’une variété. Pour cette raison on a besoin de la
notion de fibré vectoriel.

1.2.1 Espace tangent d’une sous-variété de Rn

SoitM une sous-variétés de Rn de dimension p.

Définition 1.13. Soit x ∈ M . Un vecteur v ∈ Rn est tangent à M en x s’il existe une courbe c :
]−ε, ε[ −→M de classe C 1 avec ε > 0 tel que c(0) = x et c′(0) = v.
L’espace des vecteurs tangent deM en x est appelé espace tangent deM en x et est noté TxM

Exemple 1.14. Soit x0 ∈ Rn et V un sous-espace vectoriel deRn. SiM = x0+V alors pour tout x ∈M ,
TxM = V .

Proposition 1.15. Pour tout x ∈M , TxM est un espace vectoriel de dimension p.

Démonstration. Soit x ∈M , U un voisinage de x et φ : U −→ V comme dans la première définition du
théorème 1.4 . Si c est une courbe deM passant par x, alors φ ◦ c est une courbe de V ∩ (Rp × {0})

passant par φ(x) et d

dt
[φ(c(t)) ]

∣∣∣∣
t=0

= dxφ(c
′(0)) . Ainsi, X ∈ TxM si et seulement si dxφ(X) ∈

Tφ(x)φ(M ∩ U) ; donc l’application dxφ : TxM −→ Tφ(x)φ(M ∩ U) est un isomorphisme et

TxM = (dxφ)
−1(Rp × {0}) .

Ainsi, TxM est un sous-espace vectoriel de Rn de dimension p.

Proposition - définition 1.16. L’ensemble TM de tous les vecteurs tangents deM définie par

TM = {(x, X) ∈M × Rn tel que X ∈ TxM}

est appelé espace tangent deM . L’espace total TM est une sous-variété de Rn × Rn de dimension 2p.

Démonstration. Si φ : U −→ V une carte enM , alors l’application

Ψ : U × Rn −→ V × Rn
(x,X) 7−→ (φ(x), dxφ(X) )

est une carte de TM .
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1.2.2 Fibrés vectoriels réels

SoitM une sous-variété de Rn. L’espace tangent TM est localement difféomorphe au produit d’un
ouvert deM avec un sous-espace vectoriel de Rn. Si π : TM −→ M est la projection de TM surM ,
pour tout x ∈M , π−1(x) est identifié à un sous-espace vectoriel de Rn. On peut donc voir TM comme
une famille d’espaces vectoriels. Cet exemple est un cas particulier de la notion de fibré vectoriel.

Définition 1.17. Soit B une variété de classe C k+1. Un fibré vectoriel réel ξ de classe C k et de rang p sur
B est la donnée d’une famille d’espaces vectoriels réels (Ex)x∈B de dimension p et d’une structure de
variété C k sur E =

⋃
x∈B

Ex telle que les conditions suivantes sont vérifiées :

1. L’application π : E −→ B envoyant Ex sur x est de classe C k.

2. Pour tout x ∈ B, il existe un voisinage ouvert U de x dans B et un C k-difféomorphisme φ :
π−1(U) −→ U ×Rp tel que pr1 ◦φ = π et pr2 ◦φ|Eb

: Eb −→ Rp est un isomorphisme R-linéaire
pour tout b ∈ U .

On dit que π est la projection de ξ, B la base, E l’espace total, Ex = π−1(x) la fibre au dessus de x, U
un ouvert distingué (ou de trivialisation) et φ une trivialisation locale de π au dessus de U .

Définition 1.18. Soit ξ et ξ′ deux fibrés vectoriels réels de projections π : E −→ B et π′ : E′ −→ B′

respectivement. Un morphisme de ξ dans ξ′ est un couple d’applications (f, f) tel que le diagramme
suivant commute :

E E ′

B B′

f

π π′

f

,

et pour tout b ∈ B, f|Eb
: Eb −→ E′

f(b)
est un morphisme d’espaces vectoriels réels c’est-à-dire une

application R-linéaire.

Soient ξ, ξ′ et ξ′′ trois fibrés vectoriels. Soient (f, f) un morphisme de ξ dans ξ′ et (g, g) un mor-
phisme de ξ′ dans ξ′′ alors (g ◦ f, g ◦ f) est un morphisme de ξ dans ξ′′.

Définition 1.19. Une section de classe C k d’un fibré vectoriel π : E −→ B de classe C k est une appli-
cation s : B −→ E de classe C k telle que π ◦ s = IdB .

1.2.3 Espace tangent d’une variété

Dans le cas d’une variété abstraite, on peut construire l’espace géométrique de tous les vecteurs
tangents. Cette construction est semblable à celle faite pour les sous-variétés de Rn.

Définition 1.20. SoitM une variété, x ∈M et ε > 0 un réel. Soit c1, c2 : ]−ε; ε[ −→M deux chemins
tel que c1(0) = c2(0) = x. Les chemins c1 et c2 sont équivalents si pour toute carte locale φ en x,

(φ ◦ c1)′(0) = (φ ◦ c2)′(0) .

Dans cette définition, on aurait pu demander l’égalité uniquement pour une carte. En effet si φα est
une carte locale en x telle que (φα ◦ c1)′(0) = (φα ◦ c2)′(0) et φβ une autre carte locale en x, nous
avons :

(φβ ◦ c1)′(0) = dφα◦c1(0)[φβ ◦ φ
−1
α ]( (φα ◦ c1)′(0) ) = (φβ ◦ c2)′(0) .

Notation. Si c :]− ε; ε[−→M est un chemin tel que c(0) = x, on note [c, x] la classe d’équivalence de
chemins équivalents à c pour la relation ci-dessus. L’élément [c, x] est un vecteur tangent àM en x.
L’ensemble de tous les vecteurs tangent àM en x est appelé espace tangent deM en x et est noté TxM .
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SoitM et N deux variétés de classe C k. Soit f :M −→ N une application de classe C k. Si c est un
chemin dansM passant par x ∈M , alors f ◦ c est un chemin dans N passant par f(x).

Lemme 1.21. Si c1 et c2 sont deux chemins équivalents alors f ◦ c1 et f ◦ c2 le sont aussi.

Démonstration. Soit φ une carte locale deM en x et ψ une carte locale de N en f(x).
Comme (φ ◦ c1)′(0) = (φ ◦ c2)′(0), nous avons :

(ψ ◦ f ◦ c1)′(0) = (ψ ◦ f ◦ φ−1 ◦ φ ◦ c1)′(0)
= dφ◦c1(0)(ψ ◦ f ◦ φ−1)((φ ◦ c1)′(0))
= dφ◦c2(0)(ψ ◦ f ◦ φ−1)((φ ◦ c2)′(0))
= (ψ ◦ f ◦ c2)′(0) ,

d’où le résultat.

Ainsi l’application Txf : TxM −→ Tf(x)N

[c, x] 7−→ [f ◦ c, f(x)] est bien définie. Si f est un difféomorphisme,

nous avons (Txf )−1 = Tf(x)(f
−1) .

SoitM une variété de dimension n et x ∈M . Si φ est une carte locale en x alors l’application

Txφ : TxM −→ Rn
[c, x] 7−→ (φ ◦ c)′(0)

est un isomorphisme. Si φ(x) = 0 et ψ une autre carte locale deM en x, le diagramme suivant commute.

TxM

Rn Rn

Txφ
Txψ

d0(ψ ◦φ−1)

Comme d0(ψ ◦ φ−1) préserve la structure d’espace vectoriel, les structures d’espace vectoriel sur TxM
issues de Txφ et Txψ sont les mêmes. Donc TxM est bien un espace vectoriel réel de dimension n.

On définit l’espace tangent d’une variétéM par

TM =
∐
x∈M

TxM = {(x, X) tel que x ∈M et X ∈ TxM} .

L’espace TM est muni d’une projection π : TM −→M définie par π(x, X) = x .

Proposition 1.22. On suppose k ≥ 2. SiM est une variété de dimension n et de classe C k, alors TM hérite
canoniquement d’une structure de variété de dimension 2n et de classe C k−1.

Démonstration. Soit (Uα, φα)α∈I un atlas de cartes pour la variétéM . Pour tout α, on pose

dφα : π−1(Uα) −→ φα(Uα)× Rn
(x, X) 7−→ (φα(x), dxφα(X) )

.

L’application dφα est une carte pour la variété TM . Pour α, β ∈ I , l’application de changement de carte
est définie par

dφαβ : φα(Uα ∩ Uβ)× Rn −→ φβ(Uα ∩ Uβ)× Rn

(x, X) 7−→ (φβ ◦ φ−1
α (x) , dx(φβ ◦ φ−1

α )(X) )
.

Comme φβ ◦φ−1
α est un difféomorphisme de classe C k et dx(φβ ◦φ−1

α ) est un difféomorphisme de classe
C k−1, on conclut que dφαβ est un difféomorphisme de classe C k−1.
Ainsi (φα(Uα) , dφα)α∈I est un atlas de cartes de TM à valeurs dans R2n de classe C k−1. Donc TM
est une variété de dimension 2n et de classe C k−1.
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Remarque 1.23. L’application π : TM −→M est la projection d’un fibré vectoriel réel ; ce fibré vectoriel
est appelé fibré tangent deM .

SoitM et N deux variétés de classe C k+1 et f : M −→ N une application de classe C k+1. Alors
l’application Tf définie par

Tf : TM −→ TN
(x, [c, x] ) 7−→ ( f(x), [f ◦ c, f(x)] )

est de classe C k. Le couple (Tf, f) est une morphisme de fibrés vectoriels de TM −→M sur TN −→
N ; en particulier le diagramme suivant commute.

TM TN

M N

Tf

f

Remarque 1.24. SiM est un ouvert de Rm et N un ouvert de Rn, on définit l’application Tf par :

Tf : TM −→ TN
(x, v) 7−→ (f(x), dxf(v))

.

1.3 Champs de vecteurs

Dans cette partie,M désigne une variété C∞ de dimension n. Cette partie a pour but de présenter
les différentes propriétés des champs de vecteurs. On commence par le définir, puis on présente l’écriture
d’un champ de vecteurs dans une carte locale. Dans un deuxième temps, dans le cadre des variétés de
classe C∞, on montre qu’il existe une correspondance entre champs de vecteurs et dérivations. Grâce à
cette correspondance, on définit le crochet de Lie de deux champs de vecteurs. On termine cette partie
en donnant quelques propriétés sur les flots de champs de vecteurs.

Définition 1.25. Un champ de vecteurs de classe C k est une section C k du fibré tangent deM .

Notation. On note Γk(TM) l’ensemble des champs de vecteurs de classe C k et Γ(TM) l’ensemble des
champs de vecteurs de classe C∞.

Comme pour tout x ∈M , TxM est un espace vectoriel, on peut munir Γk(TM) d’une structure d’es-
pace vectoriel pour l’addition point par point et de la multiplication externe point par point. Si X, Y ∈
Γk(TM) et λ ∈ R, nous avons (X + Y ) : x ∈M 7−→ X(x) + Y (x) et (λX) : x ∈M 7−→ λX(x).

Si f ∈ C k(M, R) et X ∈ Γk(TM), alors (fX) est un élément de Γk(TM) définie par (fX)(x) =
f(x)X(x). On dit que Γk(TM) est un C k(M, R)-module.

Soit N une variété de classe C k+1 et f :M −→ N un C k+1-difféomorphisme.

Définition 1.26 (Image réciproque). Soit Y ∈ Γk(TN). On définit un champ de vecteurs f∗Y surM de
classe C k appelé image réciproque de Y par f , par

f∗Y : x 7−→ (Txf)
−1(Y (f(x)) ) .

Propriété 1.27. 1. L’application de Γk(TN) dans Γk(TM) définie par Y 7−→ f∗Y est R-linéaire et
pour tout g ∈ C k(N, R) on a f∗(gY ) = (g ◦ f)f∗Y .

2. Soient P une variété C k+1, g : N −→ P un C k+1-difféomorphisme et Z un champ de vecteur
C k sur P . Alors (g ◦ f)∗Z = f∗(g∗Z) .
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On peut pousser en avant les champs de vecteurs. SiX ∈ Γk(TM), on note f∗X le champ de vecteurs
de classe C k sur N défini par (f−1)∗X , c’est-à-dire

f∗X : y 7−→ Tf−1(y)f(X( f−1(y) ) ) .

Pour tout X ∈ Γk(TM) et Y ∈ Γk(TN), on a f∗(f∗X) = X et f∗(f∗Y ) = Y ; donc

f∗ : Γk(TN) −→ Γk(TM)

est un isomorphisme d’espace vectoriel d’inverse f∗ .

1.3.1 Champ de vecteurs dans une carte

Soit X ∈ Γk(TM). La restriction de X à U est un champ de vecteurs sur U noté X|U .

Soit U est un ouvert de Rn. On a TU = U × Rn et un champ de vecteurs sur U est une application
x 7−→ (x, X(x)) qui s’identifie à X ∈ C k(U, Rn).
Si (e1, . . . , en) est la base canonique de Rn, alors les champs de vecteurs Ej : x 7−→ ej forment une
base de Γk(TU). Donc tout champ de vecteurs X sur U s’écrit de façon unique sous la forme

X =

n∑
j=1

fj Ej

où fi ∈ C k(U, R).

Soit (U, φ) une carte locale de M et X ∈ Γk(TU). Le champ de vecteurs φ∗(X|U ) est un champ de

vecteurs sur φ(U). Dans la base des champs de vecteurs Ej , nous avons φ∗(X|U ) =

n∑
j=1

fj Ej où fj ∈

C k(φ(U), R). Si Xj = fj ◦ φ, alors X|U =

n∑
j=1

Xj φ
∗Ej .

Les Xj ∈ C k(U, R) sont les coordonnées locale de X dans la carte (U, φ).

Proposition 1.28. Soit (V, ψ) une autre carte locale et φ◦ψ−1 l’application de changement de carte définie

par φ ◦ ψ−1 : y = (y1, . . . , yn) 7−→ (x1(y1, . . . ,, yn), . . . , xn(y1, . . . ,, yn)) . Si X|V =

n∑
j=1

Yj ψ
∗Ej

alors Xl =

n∑
j=1

Yj
∂xl
∂yj

◦ ψ .

Démonstration. Pour a ∈ U ∩ V , on a

ψ∗Ej(a) = (ψ ◦ φ−1 ◦ φ)∗Ej(a) = (Taφ)
−1
[
(ψ ◦ φ−1)∗Ej(φ(a) )

]
= (Taφ)

−1
[
(φ ◦ ψ−1)∗Ej(φ(a) )

]
= (Taφ)

−1
(
Tψ(a)(φ ◦ ψ−1)[Ej(ψ(a)) ]

)
= (Taφ)

−1

(
n∑
l=1

∂xl
∂yj

(ψ(a)) el

)
= (Taφ)

−1

(
n∑
l=1

(
∂xl
∂yj

◦ ψ ◦ φ−1

)
· El

)
(φ(a) ) ,

donc

ψ∗Ej = φ∗

(
n∑
l=1

(
∂xl
∂yj

◦ ψ ◦ φ−1

)
· El

)
=

n∑
l=1

∂xl
∂yj

◦ ψ · φ∗El .

Ainsi,

X =

n∑
j=1

Yjψ
∗Ej =

n∑
j=1

Yj

n∑
l=1

∂xl
∂yj

◦ ψ · φ∗El =

n∑
l=1

 n∑
j=1

Yj
∂xl
∂yj

◦ ψ

φ∗El ,

d’où la proposition.
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1.3.2 Dérivations

Définition 1.29. Une k-dérivation (ou dérivation) deM sur les fonctions à valeurs réelles est une appli-
cation linéaire δ : C k+1(M, R) −→ C k(M, R) qui vérifie la règle de Leibniz, c’est à dire : pour tout
f, g ∈ C k+1(M, R),

δ(fg) = fδ(g) + gδ(f) .

Soit f une fonction appartenant à C k(M, R) et δ une dérivation. pour tout g ∈ C k+1(M, R) et
x ∈M , on définit la dérivation fδ par

(fδ)(g)(x) = f(x) δ(g)(x) .

On note Dk(M) l’ensemble des k-dérivation. Si k = ∞, on notera l’ensemble Dk(M) par D(M). L’en-
semble Dk(M) est un C k(M, R)-module.

Remarque 1.30. Les dérivations sont nulles sur les constantes.

Proposition 1.31. Soit δ une dérivation. Si les fonctions f et g appartenant à C k+1(M, R) coïncident sur
un ouvert U deM , alors les fonctions δf et δg coïncident sur U .

Définition 1.32. Soient N une variété de classe C k+1, δ une dérivation sur N et φ : M −→ N un
C k+1-difféomorphisme local. Pour tout x dans M , il existe Ux et Vx des voisinages ouverts de x et
φ(x) respectivement tels que φ : Ux −→ Vx est un C k+1-difféomorphisme. Pour x ∈ M , on note
χx ∈ C k+1(Vx, R) une fonction à support dans Vx tel que χx = 1 près de φ(x). On définit la dérivation
φ∗δ deM par :

φ∗δ : C k+1(M, R) −→ C k(M, R)
f 7−→ (φ∗δ)(f) : x 7−→ δ[χx f ◦ φ−1](φ(x))

.

Remarque 1.33. La formule définissant φ∗δ ne dépend pas du choix de χx .

Exemples 1.34. 1. Si (U, φ) est une carte locale de M à valeurs dans Rn de coordonnées canoniques
(x1, . . . , xn), alors les

∂

∂xj
: C k+1(U, R) −→ C k(U, R)

f 7−→ ∂(f ◦ φ−1)

∂xj
◦ φ

sont des dérivations sur U .

2. Soit X ∈ Γ(TM) un champ de vecteurs. L’application

LX : C k+1(M, R) −→ C k(M, R)
f 7−→ LXf : x 7−→ (Txf)(X(x) )

est une dérivation. Cette application est l’action de la dérivée de Lie LX sur les fonctions.

SiU est un ouvert deRn de base canonique (e1, . . . , en) et de coordonnées canoniques (x1, . . . , xn),
nous avons LEj =

∂

∂xj
. Plus généralement, si (U, φ) est une carte locale de M à valeurs dans Rn,

nous avons Lφ∗Ej =
∂

∂xj
.

L’application Γ(TM) −→ D(M)
X 7−→ LX

est un isomorphisme de R-espace vectoriel.

Théorème 1.35.
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Démonstration. Cette application est bien linéaire. Montrons l’injectivité. On suppose que LX = 0
pour un certainX . Soit (U, φ) une carte locale deM de coordonnées canoniques (x1, . . . , xn). On note
χj : (x1, . . . , xn) 7−→ xj l’application j-ème coordonnée. Pour tout x ∈ U , on a

0 = (LX)χj(x) = (Txχj)(X(x)) = χj(X(x)) ,

donc X est le champ de vecteurs nulle sur U .

Montrons que l’application est surjective lorsqueM est la boule unité ouverte B de Rn.

Lemme 1.36. Soit f : B −→ R une application de classe C∞. Pour tout y = (y1, . . . , yn) dansB, il existe
des applications h1,y , . . . , hn,y : B −→ R de classe C∞ telle que, pour tout x = (x1, . . . , xn) dans B,

f(x)− f(y) =

n∑
j=1

(xj − yj)hj,y(x) .

En effet : f(x)− f(y) =

∫ 1

0

d

dt
f(t(x− y) + y) dt =

n∑
j=1

(xj − yj)

∫ 1

0

∂f

∂xj
(t(x− y) + y) dt .

Soit δ une dérivation sur B. Par le lemme 1.36, pour tout f ∈ C∞(B, R) et tout y ∈ B, nous avons :

δf(y) = δ(f − f(y))(y) =

n∑
j=1

[hj,y(y)δ(χj − yj)(y) + (yj − yj)δ(hj,y)(y) ]

=

n∑
j=0

δ(χj)(y)
∂f

∂xj
(y) .

On pose gj = δ(χj), nous avons δ = LY où Y =

n∑
j=0

gjEj . Donc l’application est bien surjective.

On suppose maintenant que M est une variété abstraite. Soit (Uα, φα) un atlas de carte de M tel que
φα(Uα) = B. Soit δ une dérivation surM .
On a (φα)∗(δ|Uα

) = LYα où Yα est un champ de vecteurs surB. Donc δ|Uα
= (φα)

∗(LYα) = L(φα)∗Yα .
On note Xα le champ de vecteurs (φα)∗Yα ; Xα est un champ de vecteurs sur Uα. Sur Uα ∩ Uβ , les
champs de vecteurs Xα et Xβ coïncident ; donc les Xα se recollent en un champ de vecteurs X surM .
Comme pour tout α nous avons δ|Uα

= LXα = (LX)|Uα
, on conclut que δ = LX .

Remarque 1.37. Si X ∈ Γ(TM), alors on identifie le champ de vecteurs X avec la dérivée de Lie LX .
Si f ∈ C∞(M, R), on notera X(f) l’élément LX(f).

1.3.3 Crochets de champs de vecteurs

Soit δ, δ′ ∈ D(M). L’élément [δ, δ′] = δ ◦ δ′ − δ′ ◦ δ est une dérivation surM . En effet :

δ ◦ δ′(fg) = f (δ ◦ δ′)g + (δf)(δ′g) + (δg)(δ′f) + g(δ ◦ δ′f) et
δ′ ◦ δ(fg) = f (δ′ ◦ δ)g + (δ′f)(δg) + (δ′g)(δf) + g(δ′ ◦ δf) ,

donc [δ, δ′](fg) = f [δ, δ′]g + g[δ, δ′]f .

Définition 1.38. Soit X, Y ∈ Γ(TM). On note [X, Y ] le champ de vecteurs tel que

L[X,Y ] = [LX , LY ] .

On appelle [X, Y ] est le crochet de Lie deX et Y . Pour tout f ∈ C∞(M, R) , [X, Y ](f) = X(Y (f) )−
Y (X(f) ) .

Lemme 1.39. SoientM et N deux variétés de classe C∞ et X, Y, Z ∈ Γ(TM). On a :
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1. [X, Y ] + [Y, X] = 0 : anti-commutativité ;

2. [X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z, [X, Y ]] = 0 : identité de Jacobi ;

3. pour tout f : N −→M un C∞-difféomorphisme, f∗[X, Y ] = [f∗X, f∗Y ] : fonctorialité de [· , ·].

4. Soit (U, φ) une carte locale deM . Si sur U , X =

n∑
j=1

fj
∂

∂xj
et Y =

n∑
j=1

gj
∂

∂xj
alors sur U ,

[X, Y ] =
n∑
l=1

n∑
j=1

(
fj
∂gl
∂xj

− gj
∂fl
∂xj

)
∂

∂xl
. (1.1)

5. Pour f ∈ C∞(M, R), on a [X, fY ] = f [X, Y ] + (LXf)Y .

Proposition 1.40. Soit N une sous-variété deM et X, Y des champs de vecteurs surM . Si les restrictions
de X et Y à N restent dans TN ⊂ TM|N , alors [X, Y ]|N est tangent à N et est égal [X|N , Y|N ].

1.3.4 Flot d’un champ de vecteurs

Soit X ∈ Γ(TM) un champ de vecteurs. On cherche les solutions c : I −→ M définies sur un
intervalle I de R contenant 0 de l’équation

c′(t) = X(c(t)) . (1.2)

Exemple 1.41. Si M = R2 alors X est de la forme X = f(x, y)
∂

∂x
+ g(x, y)

∂

∂y
et la courbe c(t) =

(x(t), y(t)) vérifie l’équation {
x′ = f(x, y)
y′ = g(x, y)

.

Plus généralement si (x1, . . . , xn) sont les coordonnées locales de x ∈ M et (Xj)1≤j≤n les coor-
données locales deX vu à travers un carte, en notant c(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), l’équation (1.2) devient

x′j = Xj(x1, . . . , xn) pour tout j ∈ {1, . . . , n} .

Par le théorème de Cauchy-Lipschitz, pour tout x ∈M , il existe une unique courbe intégrale c : I −→M
de X définie localement tel que c(0) = x et c′(t) = X(c(t)). Ainsi, pour x ∈ M fixé, on note cx la
solution maximale de l’équation c′(t) = X(c(t)) de condition initiale c(0) = x.

Définition 1.42. Le champ de vecteurX est complet si pour tout x ∈M , la solution cx est définie sur R.

Lemme 1.43. Si c : I −→M est une solution de l’équation (1.2), alors pour toute carte (Uα, φα) deM tel
que Iα = I ∩ c−1(Uα) 6= ∅ on a : pour tout t ∈ Iα ,

(φα ◦ c)′(t) = [ (φα)∗X ](φα ◦ c(t)) . (1.3)

Démonstration. Pour tout t ∈ Iα, il existe y ∈ Rn tel que φ−1
α (y) = c(t). Si t ∈ Iα, on a :

(φα ◦ c)′(t) = Tc(t)φα( c
′(t) ) = Tφ−1

α (y)φα(X(φ−1
α (y)) ) = [(φα)∗X](y) = [ (φα)∗X ](φα ◦ c(t)) .

Lemme 1.44. Si X est à support compact, alors X est complet.

Démonstration. Soit (Uα, φα) une carte de M et Yα = (φα)∗X|Uα
un champ de vecteur sur Rn. Le

champ de vecteurs Yα est à support compact.
Par le lemme des bouts, si c1 est une solution de a′(t) = Yα(a(t)) définie sur un intervalle borné, alors
l’image de c1 sort de tout compact. Ceci est impossible car Yα est à support compact. Donc la solution
c1 est définie sur R ; ceci entraîne que Yα est complet. Donc X|Uα

est complet.
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Maintenant, on change de point de vue. À t fixé, on pose ΦXt (x) = cx(t). L’application ΦXt consiste
à regarder comment le système a évolué entre l’instant 0 et l’instant t.

Soit U un ouvert deM et I un intervalle de R contenant 0 tel que l’application

ΦX : I × U −→ M
(t, x) 7−→ ΦX(t, x) = ΦXt (x)

est bien définie. L’application ΦX est appelé flot de X sur U .

Lemme 1.45. Soient s, t ∈ I et x ∈ U . Si ΦXt (x) ∈ U et s+ t ∈ I alors ΦXs+t(x) = ΦXs ◦ ΦXt (x).

Remarque 1.46. SiX est complet, alors (ΦXt )t∈R est un groupe à un paramètre de difféomorphismes de
M .

Théorème 1.47 (du redressement). SoitX ∈ Γk(TM). Pour tout x0 ∈M tel queX(x0) 6= 0, il existe une
carte locale (U, φ) deM en x0 tel que sur U , X = φ∗E1 .

Démonstration. Comme le problème est local, on peut supposer queM est un ouvert de Rn. On suppose
que x0 = 0 et que X(x0) = e1 où (e1, . . . , en) est la base canonique de Rn. Soit Φ le flot de X dans un
voisinage de x0. L’application

θ : (t, x2, . . . , xn) 7−→ Φt(0, x2, . . . , xn)

définie sur un voisinage de 0 est de classe C k. Comme

d(x1,..., xn)θ(y1, . . . , yn) = y1
∂Φx1
∂x1

(0, x2, . . . , xn) + d(0, x2,..., xn)Φx1(0, y2, . . . , yn)

= y1X(Φx1(0, x2, . . . , xn) ) + d(0, x2,..., xn)Φx1(0, y2, . . . , yn)

= y1X(θ(x1, x2, . . . , xn) ) + d(0, x2,..., xn)Φx1(0, y2, . . . , yn) ,

on a d0θ(y1, . . . , yn) = y1X(0) + (0, y2, . . . , yn) = (y1, . . . , yn) , donc d0θ = Id. Par le théorème
d’inversion locale, θ est un C k-difféomorphisme local en 0. Pour tout x = (x1, . . . , xn) suffisamment
proche de 0, on a dxθ(e1) = X(θ(x)), donc θ∗E1 = X au voisinage de 0.

Proposition - définition 1.48. Soit X un champ de vecteurs et ΦX son flot. Pour toute fonction f ∈

C k+1(M, R), on a LXf =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(f ◦ ΦXt ) .

Remarque 1.49. Cette définition permet d’étendre LX aux formes différentielles.

SoitX et Y deux champs de vecteurs surM . On note Φ etΨ les flots deX et Y respectivement.
On a :

d

du
(Φ−t ◦Ψu ◦ Φt) = (Φ∗

tY ) ◦ (Φ−t ◦Ψu ◦ Φt) et d

dt
(Φ∗

tY ) = Φ∗
t [X, Y ] .

Lemme 1.50.

Démonstration. Pour le premier point, nous avons :

d

du
(Φ−t ◦Ψu ◦ Φt(x)) = TΨu◦Φt(x)Φ−t

(
d

du
Ψu ◦ Φt(x)

)
=
(
TΦ−t◦Ψu◦Φt(x)Φt

)−1
(Y (Ψu ◦ Φt(x) ) )

= (Φ∗
tY )(Φ−t ◦Ψu ◦ Φt(x)) .



Chapitre 1. Géométrie différentielle 13

Pour montrer la seconde identité, on va utiliser la première. Soit Z le champ de vecteurs surM définit
par :

Z(x) =
d

ds
Φ∗
sY (x)

∣∣∣∣
s=0

i.e Z(x) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

d

du

∣∣∣∣
u=0

(Φ−s ◦Ψu ◦ Φs(x)) .

Nous avons pour tout f ∈ C k+1(M, R),

LZf(x) = Txf

(
d

ds

∣∣∣∣
s=0

d

du

∣∣∣∣
u=0

(Φ−s ◦Ψu ◦ Φs(x))
)

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

Txf

(
d

du

∣∣∣∣
u=0

(Φ−s ◦Ψu ◦ Φs(x))
)

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(
d

du

∣∣∣∣
u=0

f (Φ−s ◦Ψu ◦ Φs(x))
)

.

Pour x fixé, on pose g(s) = Ψu ◦ Φs(x) et h(s) = Φ−s(g(s)) = Φ(−s, g(s)). On a

h′(s) = −X (Φ−s(g(s)) ) + Tg(s) (Φ−s)
[
TΦs(x)Ψu(X(Φs(x)) )

]
,

donc

LZf(x) =
d

du

∣∣∣∣
u=0

TΨu(x)f(h
′(0)) =

d

du

∣∣∣∣
u=0

[
−TΨu(x)f(X(Ψu(x)) ) + Tx(f ◦Ψu)(X(x) )

]
= − d

du

∣∣∣∣
u=0

LXf(Ψu(x)) +
d

du

∣∣∣∣
u=0

LX(f ◦Ψu)(x)

= −LY LXf(x) + LXLY f(x) ,

c’est-à-dire d

dt
(Φ∗

tY )

∣∣∣∣
t=0

= Z = [X, Y ] . En appliquant Φ∗
s à cette égalité, nous avons

Φ∗
s[X, Y ] = Φ∗

s

d

dt
(Φ∗

tY )

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Φ∗
s ◦ Φ∗

tY =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Φ∗
t+sY =

d

ds
(Φ∗

sY ) .

Remarque 1.51. Si X = Y , nous avons (ΦXt )∗X = X c’est-à-dire X(ΦXt (x) ) = TxΦ
X
t (X(x) ) .

Théorème 1.52. Les flots générés par deux champs de vecteurs X et Y commutent si et seulement si
[X, Y ] = 0 .

Démonstration. Si les flots ΦX et ΦY commutent, par le lemme 1.50 nous avons Y = (ΦXt )
∗Y , donc

[X, Y ] =
d

dt
(ΦXt )

∗Y

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
Y

∣∣∣∣
t=0

= 0 .

Si [X, Y ] = 0, nous avons d

dt
(ΦXt )

∗Y = 0 donc (ΦXt )
∗Y = Y . Par le lemme 1.50 le flot de Y est

ΦX−t ◦ ΦYu ◦ ΦXt donc ΦX−t ◦ ΦYu ◦ ΦXt = ΦYu .

1.4 Théorème de Frobenius

Le but de cette partie est de présenter le théorème de Frobenius. Ce théorème assure l’équivalence
entre une distribution intégrable et une distribution involutive. On commence par définir tous ces termes
puis nous donnant des résultat qui seront utiles pour la démonstration du théorème de Frobenius.

SoitM une variété C∞ de dimension n et p un entier tel que p ≤ n.
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Définition 1.53. Une distribution (ou champ de plans)D de dimension p et de classe C k dans une variété
M est la donnée, pour tout point x de M d’un sous-espace vectoriel Dx de TxM de dimension p qui
dépend de manière C k de x. C’est à dire pour tout x0 ∈M , il existe un voisinage U de x0 et p champs de
vecteursX1, . . . , Xp de classe C k tel que pour tout x ∈ U ,Dx est engendré par les champs de vecteurs
X1(x), . . . , Xp(x).

Exemple 1.54. SoitX ∈ Γk(TM) un champ de vecteurs ne s’annulant pas surM . Par le théorème 1.47,
la direction générée par X définie une distribution de dimension 1 surM .

Définition 1.55. Une distribution D de rang p est intégrable siM est recouvert par des ouverts U tels
qu’il existe une application submersive ψ = ψU : U −→ Rn−p vérifiant pour tout x ∈ U ,

Dx = Ker(Txψ : TxU −→ Tψ(x)Rn−p) .

Proposition 1.56. Une distribution D de rang p est intégrable si et seulement si pour tout y ∈ M , il existe
un voisinage U de y de coordonnées canoniques (x1, . . . , xn) tel que pour tout x ∈ U , Dx est engendrée
par les champs de vecteurs ∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xp
.

Démonstration. On suppose que D est intégrable. Soit U un ouvert deM et une application ψ = ψU :
U −→ Rn−p comme dans la définition 1.55. L’espaceW = ψ−1(0) est une sous-variété deM de dimen-
sion p. Pour tout x ∈W , on a TxW = Dx . Soit (Uα, φα) une carte deM . Il existe un difféomorphisme
entre φα(Uα ∩ W ) et un ouvert V de Rp. Quitte à appliquer ce difféomorphisme, on peut supposer
que φα(Uα ∩W ) = V . Comme ∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xp
est la base de champs de vecteurs sur V , on déduit que

φ∗
α

(
∂
∂x1

)
, . . . , φ∗

α

(
∂
∂xp

)
est la base de champs de vecteurs surW ∩ Uα.

Pour la réciproque, quitte à prendre une carte (Uα, φα) deM , on peut supposer que U est un ouvert de
Rn. L’application ψ : (x1, . . . , xn) 7−→ (xp+1, . . . , xn) est une submersion telle que pour tout x ∈ U ,
Dx = Ker(Txψ : TxU −→ Tψ(x)Rn−p) . On déduit que D est intégrable.

Définition 1.57. Une distributionD est dite involutive si pour tous champs de vecteursX etY se trouvant
dans D, le champ de vecteurs [X, Y ] appartient à D.

Si D est une distribution involutive de dimension p sur M , alors pour tout x0 ∈ M , il existe
un voisinage U de x0 de coordonnées canoniques (x1, . . . , xn) tel que pour tout x ∈ U ,Dx est
engendré par les champs de vecteurs ∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xp
.

Lemme 1.58.

Démonstration du lemme 1.58.

Première étape. Le but de cette étape est de construire les champs de vecteurs X1, . . . , Xp engendrant
D sur U tel que [Xj , Xk] = 0.
On suppose que x0 = 0. On note (x1, . . . , xn) les coordonnées canoniques de U et Y1, . . . , Yp des
champs de vecteurs engendrant D sur U . Quitte à composer par un isomorphisme de Rn (voir le théo-
rème 1.3) on peut supposer qu’au point 0, Yj = ∂

∂xj
pour tout j ∈ {1, . . . , p}. Proche de 0, on peut

écrire Yj =

n∑
k=1

ajk
∂

∂xk
où A = (ajk)1≤j, k≤p est une matrice proche de l’identité. On note B =

(bjk)1≤j, k≤p l’inverse de A. On définit une nouvelle base de D sur U constitué des champs de vecteurs

Xj =

p∑
k=1

bjkYk pour j ∈ {1, . . . , p}. On a :

Xj =
∂

∂xj
+

n∑
k=p+1

fjk
∂

∂xk
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où les fjk sont des fonctions s’annulant en 0 et [Xj , Xk] =
n∑

l=p+1

(Xjfkl −Xkfjl)
∂

∂xl
. PuisqueD est

involutif, [Xj , Xk] ∈ D. Donc

[Xj , Xk] =

p∑
l=1

ejklXl =

p∑
l=1

ejkl

 ∂

∂xl
+

n∑
r=p+1

flr
∂

∂xr

 ,

c’est à dire
p∑
l=1

ejkl
∂

∂xl
= 0 . Ainsi par l’indépendance des ∂

∂xk
, nous avons ejkl = 0 pour tout k ∈

{1, . . . , p}. Donc [Xj , Xk] = 0 .

Deuxième étape. Montrons que si (X1, . . . , Xp) est un p-uplet de champs de vecteurs vérifiant [Xj , Xk] =

0 alors il existe un difféomorphisme local f en 0 tel que au voisinage de 0 on ait f∗Xj =
∂

∂xj
.

Soit Φ1, . . . , Φp les flots générés par les champs de vecteurs X1, . . . , Xp respectivement. Soit N une
sous variété deM de dimension n− p qui correspond localement à {0} × Rn−p et l’application

f : Rp ×N −→ M
(x1, . . . , xp, y) 7−→ Φ1

x1 ◦ . . . ◦ Φ
p
xp(y)

.

On a d(0, y)f(u1, . . . , up, Y ) = u1X1(y) + . . .+ upXp(y) + Y . En effet lorsque p = 2, nous avons

d(t, s, y)f(u1, u2, Y ) = u1
∂Φ1

∂t
(t, Φ2(s, y)) +

(
dΦ2(s, y)Φ

1
t ◦ d(s, y)Φ2

)
(u2, Y )

= u1X1

(
Φ1(t, Φ2(s, y))

)
+
(
dΦ2(s, y)Φ

1
t

)(
u2
∂Φ2

∂s
(s, y) + (dyΦ

2
s)(Y )

)
= u1X1

(
Φ1(t, Φ2(s, y))

)
+
(
dΦ2(s, y)Φ

1
t

) (
u2X2

(
Φ2(s, y)

)
+ (dyΦ

2
s)(Y )

)
;

on conclut en prenant s = t = 0.
L’application d(0, y)f : Rp × TyN −→ TyM est un isomorphisme, donc f est un difféomorphisme local
en 0. Comme les flots Φj commutent, nous avons

d(x, y)f

(
∂

∂xj

)
=

∂

∂xj

(
Φ1
x1 ◦ . . . ◦ Φ

p
xp

)
(y) =

∂Φjxj
∂xj

(
Φ1
x1 ◦ . . . ◦ Φ̂

j
xj ◦ . . . ◦ Φpxp(y)

)
où la notation Φ̂jxj veut dire que le terme Φjxj a été omis. Ainsi

d(x, y)f

(
∂

∂xj

)
= Xj

(
Φjxj ◦ Φ

1
x1 ◦ . . . ◦ Φ̂

j
xj ◦ . . . ◦ Φpxp(y)

)
= Xj (f(x, y)) ,

donc f∗Xj =
∂

∂xj
; ce qui termine la démonstration.

Une distribution D sur une variétéM est intégrable si et seulement si elle est involutive.

Théorème 1.59 ( Frobenius ).

Démonstration. Le sens “involutive implique intégrable” découle du lemme 1.58 et de la proposition 1.56.
On suppose que D est intégrable. Soit U un ouvert de M et ψ = ψU : U −→ Rn−p une application
submersive tel que pour tout x ∈ U , Dx = Ker(Txψ : TxU −→ Tψ(x)Rn−p ) . L’espaceW = ψ−1(0)
est une sous variété deM de dimension p. Pour tout x ∈W , on a TxW = Dx.
SoitX, Y deux champs de vecteurs deM se trouvant dansD. Les champs de vecteursX|W et Y|W sont
dans TW . Par la proposition 1.40, [X, Y ]|W est dans TW , donc pour tout z ∈ W , [X, Y ](z) ∈ Dz .
Ainsi, nous avons [D, D] ⊂ D ; donc D est involutive.
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2
Variétés complexes

Pour énoncer le théorème de Newlander – Nirenberg qui sera vu dans le chapitre 3, nous aurons
besoin de la notion de structure presque-complexe sur les variétés réelles et complexes.
Nous commençons ce chapitre par évoquer la notion de structure complexe sur un espace vectoriel. Cette
notion nous aidera à définir la notion de structure presque-complexe sur une variété. Dans la deuxième
partie, nous présenterons rapidement les fonctions holomorphes à une et plusieurs variables. La troisième
partie s’orientera sur les définitions de variété analytique complexe, de fibré vectoriel complexe et de fibré
vectoriel holomorphe. On terminera ce chapitre par présenter les structures presque-complexes.

Soit n un entier naturel non nul. Dans ce chapitre, on identifie R2n avec Cn à travers l’application

R2n −→ Cn
(x1, y1, . . . , xn, yn) 7−→ (x1 + iy1, . . . , xn + iyn)

. (2.1)

2.1 Structures complexes sur les espaces vectoriels

On commence par définir la notion de structure complexe sur un espace vectoriel réel puis nous
définissons le complexifié d’un espace vectoriel réel. On termine cette partie par déterminer les sous-
espaces propres d’une structure complexe.

2.1.1 Définitions et exemples

Soit E et F deux espaces vectoriels réels de dimension paire.

Définition 2.1. Un endomorphisme J : E −→ E tel que J2 = J ◦ J = − IdE est appelé structure
complexe sur E.

Exemple 2.2. Si E est l’espace vectoriel réel sous-jacent d’un espace vectoriel complexe, alors l’applica-
tion x 7−→ i · x définit une structure complexe sur E. Réciproquement :

Lemme 2.3. Si J est une structure complexe surE, alorsE possède une structure d’espace vectoriel complexe.

Démonstration. La structure de C-espace vectoriel sur E est donné par l’action de C sur E définie par
(a+ ib) · x = ax+ bJ(x) où a, b ∈ R et x ∈ E.

Ainsi, la donnée d’un C-espace vectoriel E est équivalente à la donnée (E, J) d’un R-espace vecto-
riel E muni d’une structure complexe J .

Exemple 2.4. Compte tenu de l’identification (2.1), on définit la structure complexe I sur R2n par :

I(x1, y1, x2, y2, . . . , xn, yn) = (−y1, x1, −y2, x2, . . . , −yn, xn) .

17
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Proposition 2.5. Soit J et J ′ des structures complexes sur E et F respectivement. Si l’on considère E et F
comme des espaces vectoriels complexes, l’application R-linéaire f : E −→ F est C-linéaire si et seulement
si J ′ ◦ f = f ◦ J .

Démonstration. La proposition vient du fait suivant : lorsqu’on considère E et F comme des espaces
vectoriels complexes, les applications J et J ′ correspondent à la multiplication par i sur E et F respec-
tivement.

Proposition 2.6. Soit J une structure complexe surE. Un sous-espace vectoriel réel F deE est invariant par
J si et seulement si F est un sous-espace vectoriel complexe de E lorsque E est vu comme espace vectoriel
complexe.

2.1.2 Complexification d’un espace vectoriel réel

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie. On note EC = E⊗C le complexifié du R-espace
vectoriel E.
L’espace E est naturellement inclus dans EC à travers l’application x 7−→ x ⊗ 1. Soient λ, λ′ ∈ C et
x ∈ E. On définit la conjugaison complexe de x⊗ λ par

x⊗ λ = x⊗ λ

et la multiplication de x⊗λ par λ′ en posant λ′(x⊗λ) = x⊗(λ′λ) .DoncEC est unC-espace vectoriel.
Si dimR(E) = n, alors dimC(E

C) = n.

Notation. Pour tout x, y ∈ E, on notera l’élément x⊗ 1 + y ⊗ i de EC par x+ iy .

2.1.3 Espaces propres d’une structure complexe

Soit E un espace vectoriel réel de dimension paire. Dans cette partie, on suppose que E est muni
d’une structure complexe J .

On étend J par C-linéarité sur EC en posant pour tout x, y ∈ E, J(x + iy) = J(x) + iJ(y) . On a
encore J2 = − IdEC .

Définition 2.7. Sur EC, J possède deux valeurs propres ±i. Les espaces propres E1,0 et E0,1 associés à
i et −i respectivement sont définis par

E1,0 = {u ∈ EC | J(u) = iu} et E0,1 = {u ∈ EC | J(u) = −iu} .

Proposition 2.8. On a EC = E1,0⊕E0,1 , E1,0 = {x− iJ(x) |x ∈ E} et E0,1 = {x+ iJ(x) |x ∈ E} .

Démonstration. L’endomorphisme J admetX2+1 comme polynômeminimal. Donc EC = E1,0⊕E0,1 .
Soit u ∈ EC. Il existe un unique couple (x, y) ∈ E × E tel que u = x + iy. On suppose que u est un
élément deE1,0. Nous avons : J(u) = J(x)+ iJ(y) = iu = −y+ix , donc [J(x)+y]+i[J(y)−x] = 0.
Ainsi y = −J(x) et u = x− iJ(x) ; donc E1,0 = {x− iJ(x) |x ∈ E} .

Remarque 2.9. Les applications

p1 : EC −→ E1,0

u 7−→ 1

2
(u− iJ(u))

et
p2 : EC −→ E0,1

u 7−→ 1

2
(u+ iJ(u))

sont les projections de EC sur E1,0 et E0,1 respectivement.

Lemme 2.10. La conjugaison complexe sur EC induit un isomorphisme entre E1,0 et E0,1.

Remarque 2.11. Il existe un isomorphisme de C-espace vectoriels entre (E1,0, i) et (E, J). De même,
(E0,1, i) est isomorphe à (E, −J).
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2.2 Fonctions holomorphes

Dans cette partie, on donne les définitions et quelques propriétés des fonctions holomorphes à une et
plusieurs variables. Nous présentons également la version holomorphe du théorème d’inversion locale.

2.2.1 Fonctions holomorphes d’une variable complexe

On identifie R2 avec C à travers l’application (x, y) 7−→ z = x + iy. On définit les opérateurs ∂

∂z

et ∂
∂z

par
∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
et ∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
.

On note Ω un ouvert de C.

Définition 2.12. Une fonction f ∈ C 1(Ω, C) est dite holomorphe si elle satisfait l’équation ∂f
∂z

= 0 .

Théorème 2.13 (Cauchy-Green-Pompeiu). Soit K ⊂ Ω un compact à bord C 1 par morceaux. Soit f ∈
C 1(Ω, C), pour tout a ∈ K , on a

f(a) =
1

2iπ

∫
∂K

f(z)

z − a
dz − 1

π

∫
K

1

z − a

∂f

∂z
dλ(z) , (2.2)

où dλ est la mesure de Lebesgue sur C.

Remarque 2.14. Lorsque f est holomorphe, on obtient la formule de Cauchy

f(a) =
1

2iπ

∫
∂K

f(z)

z − a
dz . (2.3)

Corollaire 2.15. Les fonctions holomorphes dont des fonctions analytiques.

Pour la démonstration de cet énoncé, il faut voir le corollaire 2.23.

Soit f : R −→ R une fonction analytique au voisinage de 0. Il existe r > 0 tel que pour toutx appartenant
à R tel que |x| < r on ait

f(x) =

∞∑
k=0

ak x
k où ak ∈ R .

Si z ∈ C est tel que |z| < r, alors on peut définir f en z en posant f(z) =
∞∑
k=0

ak z
k .

Théorème 2.16. Soient r ∈ R un réel strictement positif. Toute fonction f : C −→ C développable en série
entière dans le disque D(0, r) définit une fonction holomorphe dans le disque D(0, r).

Proposition 2.17. Soit f(z) =
∞∑
k=0

ak z
k une série entière centrée à l’origine de rayon de convergence R. Si

au moins un des ak est non nul pour k ≥ 1, alors il existe un rayon r < R tel que :

1. lorsque a0 = 0, si z ∈ C vérifie |z| < r et f(z) = 0 alors z = 0 ;

2. lorsque a0 6= 0, si z ∈ C vérifie |z| < r alors f(z) 6= 0.

Voici maintenant le théorème du prolongement analytique.

Théorème 2.18. Soit Ω ⊂ C un ouvert connexe et f, g deux fonctions analytiques sur Ω. Si f et g ont les
mêmes valeurs sur un sous-ensemble E ⊂ Ω qui admet un point d’accumulation dans Ω, alors les fonctions
f et g coïncident dans Ω.
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2.2.2 Fonctions holomorphes à plusieurs variables

On identifie R2n avec Cn à travers l’application (2.1). Soit Ω un ouvert de Cn.

Définition 2.19. Une fonction f ∈ C 1(Ω, C) est holomorphe si elle est séparément holomorphe, c’est-
à-dire pour tout j ∈ {1, . . . , n}, lorsqu’on fixe les variables z1, . . . , zj−1, zj+1, . . . , zn, l’application
zj 7−→ f(z1, . . . , zj−1, zj , zj+1, . . . , zn) est holomorphe.
On note O(Ω) l’ensemble des fonctions holomorphes définies sur Ω.

Remarque 2.20. Soitm, n deux entiers positifs. On dit qu’une fonction f = (f1, . . . , fm) : Cn −→ Cm
est holomorphe si les fonctions fj : Cn −→ C sont holomorphes.

Définition 2.21. Soit f : Cn −→ Cn une fonction holomorphe. On dit que f est un biholomorphisme si
f est bijective et l’application f−1 est holomorphe.

Soit a = (a1, . . . , an) ∈ Cn et r = (r1, . . . , rn) ∈ Rn+. Le polydisque D(a, r) est le produit
D(a1, r1)× . . .× D(an, rn) et sa frontière ∂D(a, r) est

n⋃
j=1

D(a1, r1)× . . .× D(aj−1, rj−1)× C(aj , rj)× D(aj+1, rj+1)× . . .× D(an, rn) .

La frontière distingué de D(a, r) est Γ(a, r) = C(a1, r1)× . . .× C(an, rn).

Théorème 2.22 (Formule de Cauchy sur les polydisques). SiD(a, r) est un polydisque fermé inclus dans
Ω, pour tout f ∈ O(Ω), et tout w ∈ D(a, r) nous avons

f(w) =
1

(2πi)n

∫
Γ(a, r)

f(z1, . . . , zn)

(z1 − w1) . . . (zn − wn)
dλ(z1) . . . dλ(zn) . (2.4)

Pour la démonstration de la formule de Cauchy (2.4), on applique n fois la formule de Cauchy (2.3).

Corollaire 2.23. Les fonctions holomorphes sont des fonctions analytiques complexes, c’est-à-dire des
fonctions localement développables en séries entières. Elles sont en particulier de classe C∞.

Démonstration. Soit f ∈ O(Ω) et D(a, r) ⊂ Ω un polydisque fermé. Soit z ∈ Γ(a, r) et w ∈ D(a, r),
on a

(zj − wj)
−1 = (zj − aj)

−1

(
1− wj − aj

zj − aj

)−1

=
∞∑

αj=0

(wj − aj)
αj (zj − aj)

−αj−1 .

En notant α le multi-indice (α1, . . . , αn), nous avons

f(w) =
∑
α∈Nn

bα (w − a)α

où

bα =
1

(2πi)n

∫
Γ(a, r)

f(z1, . . . , zn)

(z1 − w1)α1+1 . . . (zn − wn)αn+1
dλ(z1) . . . dλ(zn) =

f (α)(a)

α!
.

Comme dans le cas des fonctions d’une variable complexe, si f : Cn −→ C est analytique, alors f
est holomorphe. On a encore le théorème du prolongement analytique.

Théorème 2.24. Soit Ω un ouvert connexe de Cn et f une fonction holomorphe sur Ω. Si f s’annule sur un
ouvert de Ω, alors f est identiquement nulle sur Ω.
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2.2.3 Le théorème d’inversion locale pour les fonctions holomorphes

Soit n, m deux entiers positifs, f : Cn −→ Cm une fonction holomorphe et z0 ∈ Cn.

Théorème 2.25 (Inversion locale). On suppose que n = m. Si la différentielle dz0f de f en z0 est bijective,
alors il existe un voisinage U de z0 et un voisinage V de f(z0) tel que f : U −→ V est un biholomorphisme.

Démonstration. Par le théorème d’inversion locale 1.1, il existe de tels ouverts U et V tel que f : U −→
V est un difféomorphisme. On a df(z0)(f−1) = (dz0f)

−1. Comme l’application dz0f est C-linéaire et
bijective, on conclut que df(z0)(f−1) est C-linéaire. Donc f−1 : V −→ U est holomorphe.

Théorème 2.26 (Formes normales). On suppose ici que z0 = 0.

1. Si f est une immersion en z0, alors il existe un biholomorphisme φ définie au voisinage de f(z0) à
valeur dans Cm tel que φ ◦ f(z) = (z, 0).

2. Si f est une submersion en z0, alors il existe un biholomorphisme ψ entre deux ouverts de Cn à valeur
dans un voisinage de z0 tel que f ◦ ψ(z1, . . . , zn) = (z1, . . . , zm).

Démonstration. On repend les arguments utilisés dans la démonstration du théorème 1.3 tout en rem-
plaçant l’utilisation du théorème d’inversion locale 1.1 par le théorème d’inversion locale holomorphe
2.25.

2.3 Variétés analytiques complexes

Dans cette partie, nous reprenons plusieurs points abordés dans le chapitre 1 sous un nouveau point
de vue. Comme introduit en début de chapitre, nous présentons les définitions de variétés analytique
complexe, de fibré vectoriel complexe et de fibré vectoriel holomorphe.

2.3.1 Définition et exemples

Définition 2.27. On dit que V est une variété analytique complexe de dimension (complexe) n si :

1. l’espace topologique V est une variété différentielle munie d’un atlas de cartes (Uα, φα) à valeurs
dans R2n ;

2. lorsqu’on identifieR2n àCn via (2.1), les changements de cartes φαβ : φα(Uα∩Uβ) −→ φβ(Uα∩
Uβ) sont holomorphes.

Remarque 2.28. Cet atlas de carte est appelé atlas de cartes holomorphes de V .

Définition 2.29. On conserve les notations de la définition 2.27. SoitM une partie de V . On dit queM
est une sous-variété complexe de V de dimension complexe p siM est une sous-variété différentielle de
V de dimension réelle 2p tel que les applications de changement de cartes φαβ : φα(Uα ∩Uβ ∩M) −→
φβ(Uα ∩ Uβ ∩M) surM sont holomorphes.

Exemples 2.30. Les ouvert de Cn sont des variétés analytiques complexes.

Espace projectif complexe. L’espace projectif complexe Pn(C) de dimension n est l’ensemble des droites
complexes de Cn+1 que l’on peut traduire comme étant le quotient de Cn+1 \ {0} par la relation d’équi-
valence qui identifie deux vecteurs colinéaires sur C. On a Pn(C) = (Cn+1 \ {0})/C∗ .
On note π : Cn+1 \{0} −→ Pn(C) la surjection canonique. À travers π, on munit Pn(C) de la topologie
quotient qui est séparée. Pour tout z = (z0, z1, . . . , zn) ∈ Cn+1 \ {0}, on note [z0 : z1 : . . . : zn] un
point de Pn(C). En particulier pour tout λ ∈ C∗, on a [λz0 : λz1 : . . . : λzn] = [z0 : z1 : . . . : zn].
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Pour tout α ∈ {0, . . . , n}, on pose Uα = { [z0 : z1 : . . . : zn] ∈ Pn(C) : zα 6= 0} . Les ouverts Uα
recouvrent bien Pn(C). L’application

φα : Uα −→ Cn

[z0 : z1 : . . . : zn] 7−→
(
z0
zα
, . . . ,

zα−1

zα
,
zα+1

zα
, . . . ,

zn
zα

)
est un homéomorphisme d’inverse (u0, . . . , ûα, . . . , un) 7−→ [u0 : . . . : uα−1 : 1 : uα+1 : . . . : un].
Pour tout α, β ∈ {0, . . . , n} tel que α ≤ β, on définit l’application de transition φαβ par

φαβ : φα(Uα ∩ Uβ) −→ φβ(Uα ∩ Uβ)

(z0, . . . , ẑα, . . . , zn) 7−→
(
z0
zβ
, . . . ,

zα−1

zβ
,
1

zβ
,
zα+1

zβ
, . . . ,

zβ−1

zβ
,
zβ+1

zβ
, . . .

zn
zβ

)
.

Soit Kβ = {(z0, . . . , ẑα, . . . , zn) ∈ Cn : zβ = 0} . L’application φαβ est bijective et holomorphe sur
Cn \Kβ . Donc Pn(C) est une variété complexe.

2.3.2 Fibrés vectoriels complexes

SoitM une variété différentielle et p, n deux entiers tel que p ≤ n.
Un fibré vectoriel complexe de classe C∞ et de rang n surM est la donnée d’une famille (Ex)x∈M d’es-
paces vectoriels complexes de dimension n et d’une structure de variété C∞ sur E =

⋃
x∈M

Ex telle

que

1. La projection π : E −→M envoyant Ex sur x est C∞ ;

2. Pour tout x0 ∈ M , il existe un ouvert U de M contenant x0 et un difféomorphisme ψU :
π−1(U) −→ U × Cn prenant en argument l’espace vectoriel Ex et l’envoyant de manière iso-
morphe sur {x} × Cn pour tout x ∈ U .

On dit que U est un ouvert de trivialisation et ψU une trivialisation de E au dessus de U .

Remarque 2.31. Un fibré vectoriel complexe est un fibré vectoriel réel muni d’une structure complexe
fibre à fibre variant de manière lisse.

Un sous-fibré vectoriel complexe F de E de rang p est une famille (Fx)x∈M où Fx est un sous-espace
vectoriel complexe de Ex de dimension p tel que F =

⋃
x∈M

Fx est une sous-variété de E ; F est un fibré

vectoriel complexe. Dire que F est une sous-variété de E est équivalent à dire que pour tout x ∈ M , il
existe une trivialisation ψU : π−1(U) −→ U × Cn tel que, en notant FU = π−1(U) ∩ F , la restriction
ψU |FU

: FU −→ U × Cp envoie Fx de manière isomorphe sur {x} × Cp.

2.3.3 Fibrés vectoriels holomorphes

Soit V une variété analytique complexe. Soit U un ouvert de V et (Uα, φα) un atlas de cartes holo-
morphes de V . On dit qu’une fonction f : U −→ C est holomorphe si pour tout α, l’application f ◦ φ−1

α

est holomorphe sur φα(U ∩ Uα).

Définition 2.32. Un fibré vectoriel holomorphe π : E −→ V de rang n est un fibré vectoriel complexe de
rang n tel que pour toutes paires de trivialisations ψα : π−1(Uα) −→ Uα × Cn et ψβ : π−1(Uβ) −→
Uβ × Cn de E, l’application ψαβ = ψβ ◦ ψ−1

α est biholomorphe.

Remarque 2.33. L’application ψα est appelée trivialisation holomorphe de π. Pour tout x ∈ Uα ∩ Uβ ,
l’application ψαβ(x) := (ψβ ◦ ψ−1

α )(x, ·) : Cn −→ Cn est C-linéaire.
Si (Uα, φα)α est un atlas de cartes holomorphes de V , alors

(
π−1(Uα), (φα × IdCn) ◦ ψα

)
α
est un atlas

de cartes holomorphe de E.
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Soient ξE et ξF deux fibrés vectoriels holomorphes sur V de projection πE : E −→ V et πF : F −→
V . Une application holomorphe f de ξE vers ξF est une application holomorphe f : E −→ F tel que
f : Ex −→ Fx est C-linéaire pour tout x ∈M .

On dit queF est un sous-fibré vectoriel holomorphe deE de rang p siF est un sous fibré vectoriel complexe
de E de rang p et une sous-variété complexe de E.

2.4 Structure presque complexe sur une variété

On commence cette partie par définir la notion de structure presque-complexe. Dans un deuxième
temps, nous montrerons qu’il existe naturellement une structure presque-complexe sur la variété réelle
sous-jacente d’une variété analytique complexe. On terminera cette partie par présenter la notion d’au-
tomorphisme infinitésimaux d’une structure presque-complexe.
Toutes les notions abordées dans cette partie seront utilisées dans le chapitre 3.

2.4.1 Premières définitions

Définition 2.34. Une structure presque-complexe sur une variété différentielleM de dimension paire est
la donnée d’un endomorphisme J : TM −→ TM de fibrés vectoriels tel que J2 = − IdTM , c’est-à-dire
pour tout x ∈M , l’application

Jx = J(x, ·) : TxM −→ TxM

est une structure complexe pour TxM . Le couple (M, J) est appelé variété presque-complexe.

Ainsi, d’après le lemme 2.3, une variété différentielle ayant une structure presque-complexe équivaut
à prescrire une structure de fibré vectoriel complexe sur le fibre tangent réel.

Notation. SiM est une variété différentielle, on note TCM = TM ⊗RC le complexifié du fibré tangent
TM ; TCM est un fibré vectoriel complexe.

SoitM une variété différentielle de dimension paire munie d’une structure presque-complexe J .

Notation. On note T 1,0
J M (resp. T 0,1

J M ) le sous-fibré vectoriel complexe de TCM défini comme le fibré
des vecteurs propres de J pour la valeur propre i (resp. −i ).
Si l’endomorphisme J est sous-entendu, on notera T 1,0M (resp. T 0,1M ) l’espace T 1,0

J M (resp. T 0,1
J M ).

Définition 2.35. On appelle champ de vecteurs de type (1, 0) (resp. (0, 1) ) les sections de T 1,0M (resp.
T 0,1M ).

Par la proposition 2.8, l’espace T 1,0M est engendrée par les u − iJ(u) où u ∈ TM . Comme fibré
vectoriel réel, le fibré T 1,0M est isomorphe à TM à travers l’application

TM −→ T 1,0M

u 7−→ 1

2
(u− iJ(u))

.

Par la remarque 2.11, cette application identifie les opérateurs i (multiplication par i ) sur T 1,0M et J
sur TM .

2.4.2 Structure complexe d’une variété complexe

Soit V une variété analytique complexe de dimension n et x ∈ V . Soit (Uα, φα) une carte de V en
x. L’espace TxV est isomorphe à R2n à travers l’application Txφα. En faisant les calculs dans Cn, puis
en les interprétant dans TxV à travers la chaîne d’identifications TxV

∼−→ R2n ∼−→ Cn, on munit TxV
d’une structure de C-espace vectoriel. Pour (Uβ, φβ) une autre carte de V en x, on a

Txφβ = Tφα(x)φαβ ◦ Txφα .

Comme φαβ est biholomorphe, l’application Tφα(x)φαβ est un isomorphisme C-linéaire. Donc la struc-
ture de C-espace vectoriel sur TxV est indépendante du choix de la carte.
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Remarque 2.36. Le fibré tangent d’une variété analytique complexe possède une structure de fibré vec-
toriel holomorphe.

Soit TRV le fibré tangent de V vu comme variété réelle. L’espace TR
x V est l’espace vectoriel réel sous-

jacent de TxV . On peut donc munir TR
x V d’une structure complexe Jx. On définit pour toutX ∈ TR

x V ,

Jx(X) = φ∗
α( I(φα∗(X) ) )

où I est la structure complexe sur R2n définit dans l’exemple 2.4. En effet :

J2
x(X) = φ∗

α( I(φα∗(Jx(X)) ) )

= φ∗
α( I(φα∗[φ

∗
α( I(φα∗(X) ) )] ) )

= φ∗
α( I

2[φα∗(X) ] )

= φ∗
α[φα∗(−X) ] = −X .

Globalement, nous avons :

Proposition 2.37. Une variété complexe V de dimension complexe n fournit une structure presque-complexe
J sur sa variété réelle sous-jacente.

Démonstration. On définit l’endomorphisme J : TRV −→ TRV en posant pour tout x ∈ V , J(x, ·) =
Jx.

Remarque 2.38. L’endomorphismeJ est appelé structure complexe deV . On noteTV le couple (TRV, J).

Proposition 2.39. Soit V est une variété complexe de dimension complexe n. Le fibré vectoriel complexe
T 1,0V est isomorphe au fibré tangent holomorphe TV .

Démonstration. Soit (z1, . . . , zn) les coordonnées complexes de V dans une carte holomorphes (Uα, φα)
où zj = xj + i yj avec xj , yj ∈ R. Sur Uα, le fibré tangent holomorphe est engendré par les éléments

∂

∂zj
=

1

2

(
∂

∂xj
− i

∂

∂yj

)
pour j ∈ {1, . . . , n} .

On note (x1, y1, . . . , xn, yn) les coordonnées réel de V dans la carte holomorphe (Uα, φα). Pour tout
x ∈ Uα, l’espace TR

x V est engendré par les ∂

∂xj
et ∂

∂yj
. La structure presque-complexe sur TR

x V est

donnée par

J

(
∂

∂xj

)
=

∂

∂yj
et J

(
∂

∂yj

)
= − ∂

∂xj
pour j ∈ {1, . . . , n} .

Ainsi, par la proposition 2.8, l’espace T 1,0
x V est engendré par les ∂

∂xj
− iJ

(
∂

∂xj

)
= 2

∂

∂zj
où j ∈

{1, . . . , n} . Donc T 1,0V est isomorphe à TV .

Remarque 2.40. L’ espace T 0,1
x V est engendré par les ∂

∂xj
+ iJ

(
∂

∂xj

)
= 2

∂

∂zj
.

Définition 2.41. Un champ de vecteurs holomorphe sur une variété complexe V est un champ de vecteurs
Z de type (1, 0) tel que Zf est holomorphe pour toute fonction holomorphe f définie localement. Si on
écrit

Z =
n∑
k=1

fk
∂

∂zk

dans une base de coordonnées (z1, . . . , zn), alors Z est holomorphe si et seulement si les fonctions fk
sont holomorphes.
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Remarque 2.42. On dit qu’un champ de vecteurs X ∈ TRV est réel holomorphe si et seulement si le
champ de vecteurs X − iJX est holomorphe.

Exemple 2.43. Soit (z1, . . . , zn) les coordonnées complexes de V dans une carte holomorphe où zj =
xj + iyj avec xj , yj ∈ R. Soit X ∈ TRV un champ de vecteurs qui s’écrit sous la forme

X =

n∑
k=1

(
ak

∂

∂xk
+ bk

∂

∂yk

)

avec ak, bk ∈ C∞(V, R). Le champ de vecteur X est réel holomorphe si et seulement si les fonctions
ak + ibk sont holomorphes. En effet

1

2
(X − iJX) =

n∑
k=1

(ak + ibk)
∂

∂zk
.

2.4.3 Automorphismes infinitésimaux

SoitM une variété différentielle et J une structure presque-complexe surM .

Définition 2.44. Un automorphisme infinitésimal pour la structure presque-complexe J sur M est un
champ de vecteurs X qui vérifie LXJ = 0 où LX est la dérivée de Lie associé à X .

Définition 2.45. On définit le tenseur de Nijenhuis NJ de J surM par

NJ(X, Y ) = [X, Y ] + J([X, JY ] + [JX, Y ])− [JX, JY ]

où X et Y sont des champs de vecteurs deM .

Cas des variétés différentielles

SoitM une variété différentielle munie d’une structure presque-complexe J .

Proposition 2.46. Un champ de vecteurs X sur M est un automorphisme infinitésimal pour la structure
presque-complexe J si et seulement si, pour tout champ de vecteurs Y deM , nous avons

[X, JY ] = J([X, Y ]) .

Démonstration. Soit X et Y deux champs de vecteurs surM . Nous avons

[X, JY ] = LX(JY ) = (LXJ)Y + J(LXY ) = (LXJ)Y + J([X, Y ]) ;

donc LXJ = 0 si et seulement si pour tout champ de vecteurs Y sur M nous avons [X, JY ] =
J([X, Y ]) .

Corollaire 2.47. SiX est un automorphisme infinitésimal, alors JX est un automorphisme infinitésimal
si et seulement si NJ(X, Y ) = 0 pour tout champ de vecteurs Y .

Corollaire 2.48. Si X et Y sont deux automorphismes infinitésimaux pour J surM alors

[JX, JY ] = −[X, Y ] .
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Cas des variétés complexes

Soit V une variété complexe et J la structure complexe fournie par V .

Proposition 2.49. Soit X ∈ TRV un champ de vecteurs. Le champ de vecteurs X est un automorphisme
infinitésimal pour J si et seulement si le champ de vecteurs X − iJX est holomorphe.

Démonstration. SoitX et Y deux champs de vecteurs appartenant à TRV . Soit (z1, . . . , zn) les coordon-
nées complexes deV dans une carte holomorphe où zj = xj+i yj avecxj , yj ∈ R et (x1, y1, . . . , xn, yn)
les coordonnées réel de associés. On peut écrire

X =

n∑
k=1

(
ak

∂

∂xk
+ bk

∂

∂yk

)
et Y =

n∑
k=1

(
fk

∂

∂xk
+ gk

∂

∂yk

)
.

Pour alléger les calculs, on pose Xk = a
∂

∂xk
+ b

∂

∂yk
et Yj = f

∂

∂xj
+ g

∂

∂yj
. On suppose que Xk est

un automorphisme infinitésimal. On a :

J([Xk, Yj ]) =

(
a
∂f

∂xk
+ b

∂f

∂yk

)
∂

∂yj
−
(
f
∂a

∂xj
+ g

∂a

∂yj

)
∂

∂yk

−
(
b
∂g

∂yk
+ a

∂g

∂xk

)
∂

∂xj
+

(
g
∂b

∂yj
+ f

∂b

∂xj

)
∂

∂xk
et

[Xk, JYj ] =

(
a
∂f

∂xk
+ b

∂f

∂yk

)
∂

∂yj
−
(
f
∂b

∂yj
− g

∂b

∂xj

)
∂

∂yk

−
(
b
∂g

∂yk
+ a

∂g

∂xk

)
∂

∂xj
+

(
g
∂a

∂xj
− f

∂a

∂yj

)
∂

∂xk
.

Donc l’égalité [Xk, JYj ] = J([Xk, Yj ]) équivaut à

f ·
(
∂a

∂xj
− ∂b

∂yj

)
+ g ·

(
∂a

∂yj
+

∂b

∂xj

)
= 0 et g ·

(
∂a

∂xj
− ∂b

∂yj

)
+ f ·

(
∂a

∂yj
+

∂b

∂xj

)
= 0 ;

lorsqu’on somme ces deux égalité en multipliant la seconde par −i on obtient

(f − ig)
∂(a+ ib)

∂zj
= 0 .

Comme cette dernière égalité est vraie pour tout j ∈ {1, . . . , n} et pour toute fonction f − ig avec

f, g ∈ C∞(V, R), on conclut que pour tout j ∈ {1, . . . , n}, ∂(a+ ib)

∂zj
= 0 ; donc la fonction a+ ib est

holomorphe. Donc Xk − iJXk est un champ de vecteurs holomorphe. Inversement si Xk − iJXk est
holomorphe, en utilisant les équations de Cauchy-Riemann, on a [Xk, JYj ] = J([Xk, Yj ]) .

Corollaire 2.50. Si X ∈ TRV est un automorphisme infinitésimal alors JX l’est aussi. La réciproque
est également vraie.
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Intégrabilité des structures presque complexes

Le but principal de ce chapitre est de présenter le théorème de Newlander - Nirenberg. Ce théorème
donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une structure presque-complexe sur une variété
différentielle soit intégrable. Avant de présenter ce théorème, nous présenterons dans une première partie
la version analytique du théorème de Frobenius puis nous étudierons les propriétés locales des structures
presque-complexe à travers des résultats sur les opérateurs elliptiques.

3.1 Version analytique du théorème de Frobenius

Nous commençons cette partie par définir les conditions d’intégrabilité d’une structure presque-
complexe. Lorsqu’une de ces condition est vérifiée, nous montrerons dans les théorèmes 3.16 et 3.17
que la structure presque-complexe est intégrable. Dans un deuxième temps, on étudie les propriétés des
crochets de champs de vecteurs sur les distributions complexes et holomorphes. On termine cette partie
avec la démonstration de la version analytique du théorème de Frobenius.

3.1.1 Condition d’intégrabilité d’une structure complexe

Définition 3.1. Soit M une variété différentielle de dimension paire munie d’une structure presque-
complexe J . On dit que J est intégrable s’il existe une structure de variété complexe sur M qui induit
J .

Soit M une variété différentielle de dimension 2n munie d’une structure presque complexe J . On
rappelle que le tenseur de Nijenhuis NJ de J surM est défini par

NJ(X, Y ) = [X, Y ] + J([X, JY ] + [JX, Y ])− [JX, JY ]

où X et Y sont des champs de vecteurs deM .

Proposition 3.2. On étend le crochet de Lie par C-linéarité à TCM . Les conditions suivantes sont équiva-
lentes.

1. Le crochet de deux champs de vecteurs de type (1, 0) pour J est de type (1, 0) pour J .

2. Le crochet de deux champs de vecteurs de type (0, 1) pour J est de type (0, 1) pour J .

3. L’opérateur NJ est identiquement nul.

La condition NJ = 0 est appelée condition d’intégrabilité de la structure presque-complexe J .

Démonstration. L’équivalence entre les conditions 1 et 2 vient du fait que pour tous champs de vecteurs
X, Y ∈ Γ(TCM), le conjugué complexe de [X, Y ] est [X, Y ]. Soit X, Y ∈ Γ(TM), on a

[X + iJX, Y + iJY ] = [X, Y ]− [JX, JY ] + i([JX, Y ] + [X, JY ]) . (3.1)

27
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Montrons l’équivalence entre les conditions 2 et 3.
Si NJ(X, Y ) = 0, alors [JX, JY ] = [X, Y ] + J([X, JY ] + [JX, Y ]) ; en remplaçant dans (3.1), nous
avons

[X + iJX, Y + iJY ] = i( [X, JY ] + [JX, Y ] + iJ([X, JY ] + [JX, Y ]) ) ,

c’est-à-dire [T 0,1M, T 0,1M ] ⊂ T 0,1M .
Si pour tout X , Y dans Γ(TM) nous avons [X + iJX, Y + iJY ] = Z + iJZ avec Z dans Γ(TM),
alors Z = [X, Y ] − [JX, JY ] et JZ = J([X, Y ] − [JX, JY ]). À travers l’égalité (3.1), nous avons
JZ = [JX, Y ] + [X, JY ], donc

[JX, JY ]− [X, Y ] = J([X, JY ] + [JX, Y ]) .

Ainsi, l’opérateur NJ est identiquement nulle.

3.1.2 Distribution réelle associée à une distribution complexe

Soit n, p deux entiers tels que p ≤ n. SoitM une variété différentielle de dimension 2nmunie d’une
structure presque-complexe J .

Définition 3.3. Une distribution complexe E de dimension complexe p est un sous-fibré vectoriel com-
plexe de rang p du fibré vectoriel complexe T 1,0M .

SoitE ⊂ T 1,0M une distribution. On appelle ReE la distribution de TM définie par ReE = π−1
1,0(E)

où
π1,0 : TM −→ T 1,0M

ξ 7−→ 1

2
(ξ − iJξ)

est un isomorphisme. La distribution ReE est stable par J .

Exemple 3.4. Soit V une variété complexe de dimension n. Soit (z1, . . . , zn) les coordonnées complexes

de V dans une carte holomorphe où zj = xj + iyj avec xj , yj ∈ R. Si Z =

n∑
k=1

(ak + ibk)
∂

∂zk
est une

section de T 1,0V avec ak, bk ∈ C∞(V, R), alors

ReZ =

n∑
k=1

(
ak

∂

∂xk
+ bk

∂

∂yk

)
.

Lemme 3.5. SoitE une distribution complexe surM . La condition [E, E] ⊂ E est équivalente la condition
suivante : pour tout X, Y ∈ ReE,

NJ(X, Y ) = 0 et [X, Y ]− [JX, JY ] ∈ ReE . (3.2)

Démonstration. Par la proposition 3.2, la condition [E, E] ⊂ E est équivalente à NJ = 0. Pour tout
X, Y ∈ ReE, on a

[X − iJX, Y − iJY ] = ([X, Y ]− [JX, JY ])− i ([X, JY ] + [JX, Y ]) .

Comme NJ = 0, on a

[X − iJX, Y − iJY ] = ([X, Y ]− [JX, JY ])− iJ ([X, Y ]− [JX, JY ]) ;

d’où l’équivalence.
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3.1.3 Distribution holomorphe

Soit V une variété complexe de dimension complexe n et p un entier tel que p ≤ n. On note J la
structure complexe induite par V .

Définition 3.6. Une distribution holomorphe E de rang p sur V est un sous-fibré vectoriel holomorphe
de rang p du fibré T 1,0V .

Cette définition a bien un sens car nous avons montré dans la proposition 2.39 que le fibré T 1,0V est
isomorphe au fibré tangent holomorphe TV .

Définition 3.7. Une distribution holomorpheE de rang p sur V est dite intégrable au sens holomorphe si
V est recouvert par des ouverts U tels qu’il existe une application ψ = ψU : U −→ Cn−p holomorphe
et submersive satisfaisant pour tout z ∈ U

Ez = Ker(Tzψ : TzU −→ Tψ(z)Cn−p ) .

Lemme 3.8. Soit E ⊂ T 1,0V une distribution holomorphe de rang p. La condition [E, E] ⊂ E est équiva-
lente à [ReE, ReE] ⊂ ReE.

Démonstration. On suppose [E, E] ⊂ E. SoitX, Y ∈ ReE, par le lemme 3.5, on a [X, Y ]−[JX, JY ] ∈
ReE. Comme E est holomorphe, par le corollaire 2.48 et la proposition 2.49, on conclut que [X, Y ] ∈
ReE.
On suppose que [ReE, ReE] ⊂ ReE. Comme E est holomorphe, par la proposition 2.49 et le corollaire
2.48, on a [JX, JY ] = −[X, Y ] pour toutX, Y ∈ ReE ; donc [X, Y ]− [JX, JY ] ∈ ReE. On conclut
avec le lemme 3.5.

3.1.4 Version analytique du théorème de Frobenius

Lemme 3.9. Soit V une variété complexe et J la structure complexe induite par V . Soit X un champ de
vecteurs réel holomorphe sur V et ΦX son flot. Pour tout t ∈ R, nous avons

(
ΦXt
)∗
J = J .

Démonstration. Comme d

dt

[(
ΦXt
)∗
J
]
=
(
ΦXt
)∗

(LXJ) et que LXJ = 0, on conclut que pour tout t,(
ΦXt
)∗
J =

(
ΦX0
)∗
J = J .

Corollaire 3.10. Si X est un champ de vecteurs réel holomorphe de flot ΦX , alors pour tout t, nous
avons J ◦

(
ΦXt
)∗

=
(
ΦXt
)∗ ◦ J .

Démonstration. Comme
(
ΦXt
)∗◦J = J , on a −

(
ΦXt
)∗

=
[(
ΦXt
)∗ ◦ J]◦J = J ◦J = J ◦

[(
ΦXt
)∗ ◦ J] ,

c’est-à-dire J ◦
(
ΦXt
)∗

=
(
ΦXt
)∗ ◦ J .

Soit V est une variété complexe de dimension n et J la structure complexe induite par V . Une
distribution holomorphe E de rang p sur V est intégrable au sens holomorphe si et seulement
si on a [E, E] ⊂ E.

Théorème 3.11 ( Frobenius holomorphe ).

Démonstration. On suppose que E est intégrable. Soit U un ouvert de V et ψ = ψU : U −→ Cn−p une
application holomorphe submersive tel que Ez = Ker(Tzψ : TzU −→ Tψ(z)Cn−p ) pour tout z ∈ U .
L’espaceW = ψ−1(0) est une sous-variété de V de dimension p. Pour tout z ∈W , on a TzW = Ez .
Soit X, Y deux champs de vecteurs de V se trouvant dans E. Les champs de vecteurs X|W et Y|W sont
dans TW . Par la proposition 1.40, [X, Y ]|W est dans TW , donc pour tout z ∈ W , [X, Y ](z) ∈ Ez .
Ainsi on a [E, E] ⊂ E.
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On suppose que [E, E] ⊂ E. Dans cette partie, on complexifie la démonstration du lemme 1.58.
Soit x ∈ V et U un ouvert de V contenant x. Les hypothèses étant locales, on peut supposer que U
est un ouvert de Cn de coordonnées holomorphes (z1, . . . , zn) où zj = xj + iyj avec xj , yj ∈ R. On
suppose que x = 0.

Première étape. Le but de cette étape est de construire une famille de champs de vecteursXj , Yj = JXj

pour j ∈ {1, . . . , p} engendrant ReE sur U tels que Xj + iYj est holomorphe.

Soit (e1, Je1, . . . , en, Jen) une base de TRV tel que sur U , ReE = vect(e1, Je1, . . . , ep, Jep). Quitte

à composer par un C-isomorphisme de Cn, on peut supposer qu’en 0, ej =
∂

∂xj
et Jej =

∂

∂yj
pour tout

j ∈ {1, . . . , p}. Au voisinage de 0, on peut écrire

ej =

n∑
k=1

(
ajk

∂

∂xk
+ bjk

∂

∂yk

)
où pour tout j ∈ {1, . . . , p} et k ∈ {1, . . . , n}, les fonctions αjk = ajk + ibjk sont holomorphes. La
matrice A = (αjk)1≤j, k≤p est holomorphe et vérifie A(0) = Ip. On note B = (βjk)1≤j, k≤p l’inverse de
A dans un voisinage de 0.
Pour tout j ∈ {1, . . . , p}, on définit les champs de vecteurs e1,0j de T 1,0M par e1,0j =

1

2
(ej − iJej) .

Nous avons,

e1,0j =

n∑
k=1

αjk
∂

∂zk
.

Soit (vj)1≤j≤p une famille de champs de vecteurs sur T 1,0M définie par vj =
p∑

k=1

βjk e
1,0
k . Comme les

champs de vecteurs e1,0j , les champs de vecteurs vj forment une base de E sur U . On a :

vj =
∂

∂zj
+

n∑
l=p+1

fjl
∂

∂zl
où fjl =

p∑
k=1

βjk αkl .

On pose Xj = 2Re vj et Yj = −2 Im vj , nous avons :

Xj =
∂

∂xj
+

n∑
l=p+1

(
Re(fjl)

∂

∂xl
+ Im(fjl)

∂

∂yl

)
et Yj =

∂

∂yj
+

n∑
l=p+1

(
Re(fjl)

∂

∂yl
− Im(fjl)

∂

∂xl

)
;

on a bien Yj = JXj .

Deuxième étape.Montrons que pour tout j, l ∈ {1, . . . , p} on a [Xj , Xl] = 0, [Yj , Yl] = 0 et [Xj , Yl] =
0.
Soit (u1, . . . , u2n) les coordonnées de R2n tel que u2j−1 = xj et u2j = yj pour j ∈ {1, . . . , n}. Par
construction, il existe des fonctions (gjl) et (hjl) telles que

Xj =
∂

∂u2j−1
+

2n∑
l=2p+1

gjl
∂

∂uj
et Yj =

∂

∂u2j
+

2n∑
l=2p+1

hjl
∂

∂uj
.

Comme [Xj , Xl], [Yj , Yl], [Xj , Yl] ∈ ReE, par l’argument utilisé dans la démonstration du lemme 1.58
on conclut que [Xj , Xl] = 0, [Yj , Yl] = 0 et [Xj , Yl] = 0.

Troisième étape. Montrons qu’il existe une application holomorphe Φ tel que Φ∗Xj =
∂

∂xj
et Φ∗Yj =

∂

∂yj
pour tout j ∈ {1, . . . , p}.
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SoitΦj (resp.Ψj) le flot engendré parXj (resp.Yj) pour tout j ∈ {1, . . . , p}. SoientW = {(z1, . . . , zn) ∈
Cn | z1 = . . . = zp = 0} une sous-variété transverse à ReE en 0 et Φ l’application définit au voisinage
de 0 par

Φ : Cp ×W −→ M
((x1 + iy1, . . . , xp + iyp), w) 7−→ Φ1

x1 ◦Ψ
1
y1 ◦ . . . ◦ Φ

p
xp ◦Ψ

p
yp(w)

.

En identifiant Cp à R2p et en voyantW etM comme des variétés réelles, nous avons :

T(0, w)Φ(ξ1, η1, . . . , ξp, ηp, v) = ξ1X1(w) + η1Y1(w) + . . .+ ξpXp(w) + ηpYp(w) + v .

L’application T(0, w)Φ : Cp × TwW −→ TwM est un isomorphisme R-linéaire, donc Φ est un difféo-
morphisme local au voisinage de 0.
On note JW = J|W la structure presque complexe surW et JR2p = J|R2p la structure presque complexe
sur R2p. Étant donné que les flots Φj et Ψk commutent, comme dans le cas réel (voir la démonstration
du lemme 1.58) on a

Φ∗Xj =
∂

∂xj
et Φ∗(JXj) = Φ∗Yj =

∂

∂yj
= JR2p

(
∂

∂xj

)
= JR2p(Φ∗Xj)

dans un voisinage de 0. D’autre part, pour Z un champ de vecteurs surW , z′ = (x1+ iy1, . . . , xp+ iyp)
et w ∈W nous avons :

T(z′, w)Φ(Z(w)) =
(
Φ1
x1

)∗ ◦ (Ψ1
y1

)∗ ◦ . . . ◦ (Φ1
xp

)∗
◦
(
Ψ1
yp

)∗
Z(Φ(z′, w)) .

Par le corollaire 3.10, nous avons

T(z′, w)Φ(JZ(w)) =
(
Φ1
x1

)∗ ◦ (Ψ1
y1

)∗ ◦ . . . ◦ (Φ1
xp

)∗
◦
(
Ψ1
yp

)∗
JZ(Φ(z′, w))

= J(T((z′, w)Φ(Z(w)) ;

donc par la proposition 2.5, l’application T(z′, w)Φ est C-linéaire au voisinage de 0. Ainsi l’application Φ
est holomorphe, donc E est intégrable.

3.2 Propriétés locales des structures presque-complexes

Soit M une variété différentielle de dimension 2n munie d’une structure presque-complexe J qui
vérifie la condition NJ = 0. Le but de cette partie est de montrer que localement il existe une nouvelle
base de coordonnées telle que la structure presque-complexe J est donné par la structure complexe de
Cn ; c’est l’objectif du théorème 3.16.

3.2.1 Deux énoncés sur les opérateurs elliptiques

Dans cette sous-partie, on présente deux théorèmes sur les opérateurs elliptiques que nous admet-
tons. Ces théorèmes seront utiles pour la démonstration du théorème 3.16.

Soit n un entier positif et (x1, . . . , xn) les coordonnées canoniques deRn. Pour α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn

un multi-indice, on note ∂α

∂xα
l’élément ∂α1

∂xα1
1

. . .
∂αn

∂xαn
n

. L’élément ∂α

∂xα
est un opérateur différentiel

d’ordre |α| =
n∑
j=1

αj . Plus généralement, un opérateur différentiel linéaire est un polynôme en les ∂α

∂xα

qui s’écrit sous la forme
P (x) =

∑
|α|≤m

aα(x)
∂α

∂xα

où les aα sont des fonctions de x à valeurs réelles ou complexes etm un entier naturel.
On dit que l’opérateur P est d’ordrem sur un ouvert Ω de Rn s’il existe une fonction aα qui ne s’annule
pas sur Ω avec α ∈ Nn tel que |α| = m.
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Définition 3.12. L’opérateur différentiel P d’ordrem est elliptique sur Ω un ouvert de Rn si pour tout x
dans Ω et tout ξ dans Rn non nul, nous avons∑

|α|=m

aα(x) ξ
α 6= 0 .

Exemple 3.13. L’opérateur laplacien sur Rn est elliptique.

Soit m, N et M trois entiers positifs tels que M ≥ N . Soit u = (u1, . . . , uN ) : Rn −→ RN une
fonction inconnue. SoitM équations d’ordrem définies par

Fj(x, u, Du, . . . , D
mu) = 0 pour j ∈ {1, . . . , M} , (3.3)

oùDpu est la collection de toutes les dérivées partielles de u d’ordre p et (Fj)j une famille de fonctions
que l’on suppose être lisses en leurs arguments.
Pour r ∈ {1, . . . , N} et α ∈ Nn tel que |α| ≤ m, on pose yrα =

∂αur
∂xα

(x) . On note (x, (yrα)r, α) les
variables de la fonction Fj . Par la formule de Taylor à l’ordre 1, nous avons

Fj(x, (yrα + hrα)r, α) = Fj(x) +

N∑
r=1

∑
|α|≤m

∂Fj
∂yrα

(x, (yrα)r, α)hrα + Reste .

Soit w : Rn −→ RN une fonction. On pose hrα =
∂αwr
∂xα

et l’on définit le linéarisé Lj de Fj en u par

Ljw =
N∑
r=1

∑
|α|≤m

∂Fj
∂yrα

(x, u(x), . . . , Dmu(x))︸ ︷︷ ︸
ajrα

∂αwr
∂xα

. (3.4)

On dit les opérateurs Fj sont elliptiques en la fonction u si les opérateurs différentiels Lj définie en (3.4)
sont elliptiques. On dit que le système d’équation (3.4) pour j ∈ {1, . . . , M} est elliptique si pour tout

ξ ∈ Rn \ {0} et tout x, la matrice

ajr = ∑
|α|=m

ajrαξ
α


1≤j≤M
1≤r≤N

est de rang N .

Voici maintenant les énoncés des deux théorèmes annoncés.

Théorème 3.14 (Analyticité des solutions des systèmes elliptiques). Soit u une solution de classe Cm du
système (3.3) qui est supposé elliptique en u. Si les fonctions Fj sont analytiques en leurs arguments, alors
la fonction u est analytique.

Théorème 3.15 (Existence locale des solutions). On suppose que M = N et que le système (3.3) est
elliptique en une fonction u0. On suppose qu’en un point x0 la fonction u0 vérifie les équations

Fj(x0, u0(x0), . . . , D
mu0(x0)) = 0 pour j ∈ {1, . . . , M} ,

avec Fj lisse. Alors pour |x − x0| ≤ ε avec ε suffisamment petit, il existe une solution u du système (3.3)
avec ∣∣∣∣∂αu∂xα

(x)− ∂αu0
∂xα

(x)

∣∣∣∣ ≤ C εm−|α|+σ pour |α| ≤ m

où C et σ < 1 sont deux constantes positives.
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3.2.2 Propriétés locales des structures presque-complexes

Nous présentons maintenant le théorème principal de cette partie.

Soit x0 ∈ M et U un voisinage de x0. Soient (x1, . . . , x2n) les coordonnées canoniques réelles
de U et n champs de vecteurs P1, . . . , Pn (dans la base formé des xj) qui engendrent le fibré
vectoriel complexe T 0,1M sur U .
Sous l’hypothèse NJ = 0, il existe une base (ζ1, . . . , ζn) de Cn telle que la famille d’équations
Pjw = 0 pour j ∈ {1, . . . , n} soient équivalentes à la famille d’équations ∂w

∂ζj
= 0 pour

j ∈ {1, . . . , n}.

Théorème 3.16.

Démonstration du théorème 3.16. Les hypothèses étant locales, on peut supposer que U est un ouvert
de R2n et x0 = 0. On note (z1, . . . , zn) les coordonnées complexes de U définies par zj = xj + ixj+n
pour j ∈ {1, . . . , n}.
Comme NJ = 0, par la proposition 3.2 nous avons [T 0,1M, T 0,1M ] ⊂ T 0,1M . Donc pour tout j, k ∈
{1, . . . , n},

[Pj , Pk] est une combinaison linéaire des P1, . . . , Pn . (3.5)

Quitte à composer par un R-isomorphisme de Cn, on peut supposer qu’à l’origine Pj =
∂

∂zj
. On peut

écrire sur U

Pj =
n∑
k=0

αjk
∂

∂zk
+

n∑
k=0

βjk
∂

∂zk

où les αjk et les βjk sont des fonctions de classes C∞. On noteC la matrice (αjk)1≤j, k≤n etD la matrice
(βjk)1≤j, k≤n. En 0, la matrice D vaut l’identité et la matrice C est nulle. Donc, proche de 0, la matrice
D est inversible. Soit Q1, . . . , Qn les opérateurs définies parQ1

...
Qn

 = D−1

P1
...
Pn

 = D−1C


∂
∂z1...
∂
∂zn

+


∂
∂z1...
∂
∂zn

 . (3.6)

Les opérateurs Q1, . . . , Qn forment une base du fibré vectoriel complexe T 0,1M sur U . Il existe des
fonctions ajk de classe C∞ telles que pour tout j ∈ {1, . . . , n},

Qj =
∂

∂zj
−

n∑
k=1

ajk
∂

∂zk
.

Les fonctions ajk sont nulles en 0.
Compte tenue de l’hypothèse NJ = 0, nous avons : pour tout j, k ∈ {1, . . . , n},

[Qj , Qk] est une combinaison linéaire des Q1, . . . , Qn ; (3.7)

on peut aussi le voir en utilisant la définition (3.6) et la condition (3.5). On noteA la matrice (ajk)1≤j, k≤n.
Pour tout j ∈ {1, . . . , n}, on note Aj la j-ème ligne de la matrice A.

Pour z = (z1, . . . , zn), on note

∂

∂z
=


∂
∂z1...
∂
∂zn

 et ∂

∂z
=


∂
∂z1...
∂
∂zn

 .
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Formellement, nous avons Qj =
∂

∂zj
−Aj ·

∂

∂z
, donc pour tout j, k ∈ {1, . . . , n},

[Qj , Qk] = −
[
∂

∂zj
, Ak ·

∂

∂z

]
−
[
Aj ·

∂

∂z
,
∂

∂zk

]
+

[
Aj ·

∂

∂z
, Ak ·

∂

∂z

]
= −∂Ak

∂zj
· ∂
∂z

+
∂Aj
∂zk

· ∂
∂z

+

(
Aj ·

∂Ak
∂z

)
· ∂
∂z

−
(
Ak ·

∂Aj
∂z

)
· ∂
∂z

.

Comme le crochet [Qj , Qk] vérifie la condition (3.7) et qu’il ne contient pas l’élément ∂

∂z
, alors nous

avons nécessairement [Qj , Qk] = 0. Ainsi,

∂Ak
∂zj

−Aj ·
∂Ak
∂z

=
∂Aj
∂zk

−Ak ·
∂Aj
∂z

c’est-à-dire QjAk = QkAj .

Condition sur la base (ζ1, . . . , ζn) cherchée. On note ζ le vecteur ligne (ζ1, . . . , ζn) constitué d’élé-
ments formant la base cherchée.
Soit w une fonction définie sur Cn et vérifiant les équations Qjw = 0 pour tout j ∈ {1, . . . , n}. On a

Qj [w(ζ(z)) ] = Qjζ(z) ·
∂w

∂ζ
(ζ(z)) +Qjζ(z) ·

∂w

∂ζ
(ζ(z)) .

On suppose que ζ est dans un voisinage de la fonction z 7−→ z. Soit U0 ⊂ U un voisinage de 0 tel que
pour tout z ∈ U0, ζ(z) ∈ U . Pour toutes fonctions w telle queQjw = 0, la fonction z 7−→ Qj [w(ζ(z)) ]
appartient à un voisinage de la fonction nulle sur U0. Comme dans la base (ζ1, . . . , ζn) nous avons pour
tout j ∈ {1, . . . , n}, ∂w

∂ζj
= 0, on conclut que pour tout j, Qjζ est dans un voisinage de la fonction

nulle sur U0.
Comme la fonction ζ que l’on cherche n’est pas unique, on peut supposer que Qjζ est la fonction nulle
sur U0.

Recherche de la fonction ζ . On va chercher ζ dans un voisinage de la fonction z 7−→ z tel que les
coordonnées ζ1, . . . , ζn soient des solutions indépendantes des équations Qjζ = 0.

Au voisinage de 0, nous avons ∂ζ

∂zj
= Aj ·

∂ζ

∂z
pour tout j ∈ {1, . . . , n} ; donc

∂ζ

∂z
= A · ∂ζ

∂z
. (3.8)

Comme A n’est pas analytique, la solution ζ de (3.8) n’est pas nécessairement analytique. On veut
construire ζ comme étant une fonction analytique de (x1, . . . , x2n) ; pour cette raison, nous allons cher-
cher ζ sous la forme ζ = g ◦ h où g et h sont des fonctions de Cn à valeurs dans Cn telles que

h(0) = 0 , g(0) = 0 ,
∂h

∂z

∣∣∣∣
z=0

= Id et ∂g

∂y

∣∣∣∣
y=0

= Id

pour y = h(z). En faisant un abus de notation, nous avons

∂ζ

∂z
=
∂h

∂z
·
(
∂g

∂y
◦ h
)
+
∂h

∂z
·
(
∂g

∂y
◦ h
)

,

∂ζ

∂z
=
∂h

∂z
·
(
∂g

∂y
◦ h
)
+
∂h

∂z
·
(
∂g

∂y
◦ h
)

.
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Au voisinage de 0, la matrice ∂g
∂y

est inversible. On pose B =

(
∂g

∂y

)
·
(
∂g

∂y

)−1

et l’on note (bjk)1≤j, k≤n
les coefficient de B et Bj la j-ème ligne de B. Ainsi, l’équation (3.8) devient

∂h

∂z
·
(
∂g

∂y
◦ h
)
+
∂h

∂z
· (B ◦ h) ·

(
∂g

∂y
◦ h
)

= A ·
[
∂h

∂z
·
(
∂g

∂y
◦ h
)
+
∂h

∂z
· (B ◦ h) ·

(
∂g

∂y
◦ h
)]

,

c’est-à-dire
∂h

∂z
+
∂h

∂z
· (B ◦ h) = A ·

[
∂h

∂z
+
∂h

∂z
· (B ◦ h)

]
.

Comme au voisinage de 0 la matrice ∂h

∂z
− A · ∂h

∂z
est dans un voisinage de l’identité, elle est donc

inversible. On a :

B ◦ h =

(
∂h

∂z
−A · ∂h

∂z

)−1

·
(
A · ∂h

∂z
− ∂h

∂z

)
. (3.9)

Si l’on choisi h assez voisin de l’identité dans C 1, on pourra définir B ◦ h et donc B par l’équation (3.9).
Ainsi, pour trouver la fonction g, il faudra résoudre l’équation

∂g

∂y
= B · ∂g

∂y
, (3.10)

c’est-à-dire l’équation (3.8) avec A remplacé par B.

On a le choix de hmais on aimerait que les fonction bjk vu comme des fonctions de h soient analytiques.
Pour cela, on va montrer que l’on peut choisir h de tel sorte que B(0) soit aussi voisin de 0 et qu’on ait

n∑
j=1

∂Bj
∂yj

= 0 (3.11)

au voisinage de l’origine.

Construction de la fonction h. Si h est suffisamment proche de la fonction z 7−→ z, la matrice B(0)
est proche de la matrice nulle. Donc, nous allons chercher h dans un voisinage de la fonction z 7−→ z.
De la condition (3.11), nous avons

n∑
j=1

∂Bj
∂yj

◦ h = 0 (3.12)

au voisinage de 0. Au lieu de voir (3.12) comme une équation aux dérivées partielles en B, nous allons
le voir comme une équation aux dérivées partielles en h.

On note k l’inverse de la fonction h dans un voisinage de 0. On a

∂Bj
∂yj

◦ h =

(
∂k

∂yj
◦ h
)
· ∂
∂z

(Bj ◦ h) +
(
∂k

∂yj
◦ h
)
· ∂
∂z

(Bj ◦ h) (3.13)

et de l’égalité (3.9), nous avons

Bj ◦ h =

[(
∂h

∂z
−A · ∂h

∂z

)−1
]
j

·
(
A · ∂h

∂z
− ∂h

∂z

)
. (3.14)

En combinant les égalités (3.13) et (3.14), l’équation (3.12) devient :

n∑
j=1


(
∂k

∂yj
◦ h
)
· ∂
∂z

[(∂h
∂z

−A · ∂h
∂z

)−1
]
j

·
(
A · ∂h

∂z
− ∂h

∂z

)
+

(
∂k

∂yj
◦ h
)
· ∂
∂z

[(∂h
∂z

−A · ∂h
∂z

)−1
]
j

·
(
A · ∂h

∂z
− ∂h

∂z

) = 0 . (3.15)
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L’équation (3.15) est une équation aux dérivée partielle d’ordre 2 en h.

Soit h une fonction appartenant au voisinage de la fonction v : z 7−→ z telle que ∂h

∂z

∣∣∣∣
z=0

= Id et

h(0) = 0. Il existe p tel que h(z) = z + p(z) avec p(0) = 0. De même pour k l’inverse de h, il existe q
tel que k(y) = y + q(y) avec q(y) = 0.
Au voisinage de 0, on a (

∂h

∂z
−A · ∂h

∂z

)−1

= Id−∂p
∂z

+A · ∂p
∂z

+ Reste ;

donc la partie linéaire de (3.14) en les dérivées partielles de p est Aj ·
∂p

∂z
− ∂p

∂zj
− ∂p

∂zj
·A+Aj ·

∂p

∂z
·A .

On note ej le vecteur ligne (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) où le 1 se trouve en j-ème position.

Au voisinage de 0, nous avons ∂k

∂yj
◦ h =

∂q

∂yj
◦ h et ∂k

∂yj
◦ h = ej +

∂q

∂yj
◦ h .

Donc le terme du second ordre du linéarisé de l’équation (3.15) en les dérivées partielles de p est donné
en 0 par l’application

L : p 7−→ −
n∑
j=1

∂2p

∂zj ∂zj
.

Comme l’opérateur L est elliptique (c’est l’opposé du laplacien), on conclut que l’équation (3.15) est
elliptique en la fonction v au voisinage de 0. D’autre part, comme la fonction v vérifie l’équation (3.15)
en 0, par le théorème 3.15, la fonction h existe et elle est analytique.

Pour terminer la démonstration du théorème, nous allons montrer que B est analytique.

Analyticité deB. Soit (y1, . . . , yn) = h(z) la nouvelle base de coordonnées deCn. SoitRj l’opérateur

définie par Rj =
∂

∂yj
−Bj ·

∂

∂y
. Comme la condition (3.7) est indépendante du choix de coordonnées,

nous avons comme avant RjBk = RkBj pour tout j, k ∈ {1, . . . , n}, c’est-à-dire

∂Bk
∂yj

−Bj ·
∂Bk
∂y

− ∂Bj
∂yk

+Bk ·
∂Bj
∂y

= 0 . (3.16)

De l’égalité (3.11), pour tout k ∈ {1, . . . , n}, nous avons
n∑
j=1

∂2Bj
∂yj ∂yk

= 0 . En exprimant ∂Bj
∂yk

à l’aide

de (3.16) nous obtenons
n∑
j=1

∂

∂yj

(
∂Bk
∂yj

−Bj ·
∂Bk
∂y

+Bk ·
∂Bj
∂y

)
= 0 . (3.17)

Les termes des dérivées partielles d’ordre 2 du linéarisé de l’équation (3.17) en la fonction B est donnée
en 0 par l’application

Lk : G 7−→
n∑
j=1

∂2Gk
∂yj ∂yj

−
n∑
j=1

(
Bj(0)

∂2Gk
∂yj ∂y

−Bk(0)
∂2Gj
∂yj ∂y

)

où G est une application de Cn à valeurs dans Cn2 (on a identifié Mn(C) avec Cn
2 ).

SiB(0) est suffisamment petit, le système d’équations (3.17) pour k ∈ {1, . . . , n} est elliptique. Ce sys-
tème est également analytique, ceci indépendamment du fait que les coefficient ajk étaient simplement
de classe C∞. Donc par le théorème 3.14, les fonction bjk sont analytiques réelles en les coordonnées
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(y1, . . . , yn).

Par la définition et les propriétés des opérateurs Rj , l’équation (3.10) admet bien des solutions. Comme
B est analytique, les solutions g de (3.10) sont analytiques réelles. Ainsi il existe bien une fonction ana-

lytique réelle g solution de l’équation (3.10) tel que g(0) = 0 et ∂g

∂y

∣∣∣∣
y=0

= Id .

On a donc construit ζ comme étant une fonction analytique réelle des coordonnées (x1, x2, . . . , x2n).
Ceci démontre le théorème 3.16.

3.3 Le théorème de Newlander - Nirenberg

L’objectif de cette partie est présenter la démonstration du théorème de Newlander - Nirenberg.
Pour la démonstration de ce théorème, nous utiliserons plusieurs résultats vu dans ce chapitre. Voici
maintenant l’énoncé du théorème :

SoitM une variété différentielle de dimension 2n munie d’une structure presque complexe J .
La structure presque complexe J est intégrable si et seulement si le crochet de deux champs de
vecteurs quelconques de type (0, 1) pour J est de type (0, 1) pour J .

Théorème 3.17 ( Newlander - Nirenberg ).

La démonstration de ce théorème se fera en deux parties. En un premier temps, on montrera que si
J est intégrable alors la condition d’intégrabilité est satisfaite ; c’est la partie facile. La seconde partie
portera sur la démonstration de l’autre sens.

Démonstration du théorème 3.17 : On suppose que J est intégrable. Par la proposition 3.2, montrer
que le crochet de deux champs de vecteurs de type (0, 1) est de type (0, 1) revient à monter que l’opé-
rateur NJ est identiquement nulle.
Soit (x1, y1, . . . , xn, yn) les coordonnées de M lu à travers une carte. Comme la structure presque-
complexe J est intégrable, nous avons

J

(
∂

∂xj

)
=

∂

∂yj
et J

(
∂

∂yj

)
= − ∂

∂xj
pour j ∈ {1, . . . , n} .

Soit Xk = ak
∂

∂xk
et Yj = bj

∂

∂yj
deux champs de vecteurs surM où ak, bj ∈ C∞(M, R). On a :

[Xk, Yj ] =

(
ak
∂bj
∂xk

)
∂

∂yj
−
(
bj
∂ak
∂yj

)
∂

∂xk

[JXk, JYj ] =

(
−ak

∂bj
∂yk

)
∂

∂xj
+

(
bj
∂ak
∂xj

)
∂

∂yk

[JXk, Yj ] =

(
ak
∂bj
∂yk

)
∂

∂yj
−
(
bj
∂ak
∂yj

)
∂

∂yk

[Xk, JYj ] =

(
−ak

∂bj
∂xk

)
∂

∂xj
+

(
bj
∂ak
∂xj

)
∂

∂xk
;

comme J
[(
ak
∂bj
∂yk

)
∂

∂yj

]
= −

(
ak
∂bj
∂yk

)
∂

∂xj
, nous avons NJ(Xk, Yj) = 0.

Soit X, Y ∈ Γ(TM) deux champs de vecteurs qui s’écrivent sous la forme

X =
n∑
k=0

(
ak

∂

xk
+ bk

∂

∂yk

)
et Y =

n∑
k=0

(
ck
∂

xk
+ dk

∂

∂yk

)
.
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Par le calcul qui vient d’être fait, nous avons NJ(X, Y ) = 0 par bilinéarité de l’opérateur NJ . Donc
l’opérateur NJ est identiquement nul.

Démonstration du théorème 3.17 : On suppose que NJ est identiquement nulle. Dans le théorème, les
hypothèses sont locales car les structures presque-complexes définies localement sur la variétéM se re-
collent pour former un endomorphisme de TM . On peut donc supposer queM est un ouvert U de R2n

contenant 0.

Comme NJ = 0, par le théorème 3.16, il existe une base telle que la structure presque-complexe J est
donnée par la structure complexe de Cn. On obtient ainsi l’intégrabilité de J .

Au lieu d’utiliser le théorème 3.16, nous allons montrer ce sens du théorème en faisant l’hypothèse que
la structure presque-complexe J est analytique réelle en les coordonnées de U .

La démonstration de ce sens se fera en plusieurs étapes. On commencera par construire deux distribu-
tions holomorphesE etE′ sur un ouvert deC2n contenantU . À partir deE etE′, nous allons construire
deux submersions holomorphes avec lesquelles nous allons travailler pour trouver la structure complexe
(d’une variété complexe) qui induit J .

Prolongement de la structure presque-complexe J . Soit (x1, . . . , x2n) les coordonnées canoniques
de U au voisinage de l’origine.
On note A = (ajk)1≤j, k≤2n ∈ M2n(R) la matrice de l’endomorphisme J au voisinage de l’origine où

les ajk sont des fonctions analytiques réelles. Pour tout j ∈ {1, . . . , 2n}, on définit ainsi J
(

∂

∂xj

)
par

J

(
∂

∂xj

)
=

2n∑
k=1

akj
∂

∂xk
.

Quitte à réduire U , on peut supposer que les fonctions ajk pour j, k ∈ {1, . . . , 2n} sont des données
par des séries entières. Par le théorème du prolongement analytique, on peut étendre les fonctions ajk
sur un ouvert V de C2n contenant U . Les fonctions ajk définies sur V sont holomorphes.

On note (z1, . . . , z2n) une base de coordonnées de V au voisinage de 0 avec zj = xj+ iyj où xj , yj ∈ R
et (x1, . . . , x2n) est la base de coordonnées de U définit ci-dessus.
Compte tenue du prolongement des fonctions ajk, on peut étendre J sur V . On prolonge J sur V en

définissant J
(
∂

∂zj

)
par

J

(
∂

∂zj

)
=

2n∑
k=1

akj
∂

∂zk
pour j ∈ {1, . . . , 2n} .

L’application J obtenue est holomorphe sur V .

On note I la structure complexe de C2n. Actuellement, nous avons deux structures presque-complexes
sur V (I et J ). Sur V , les structures presque-complexes I et J commutent.

SoitE (resp.E′) le sous-fibré vectoriel de T 1,0
I V associé aux vecteurs propres de J pour la valeur propre

i (resp. −i). On a :
E = T 1,0

I V ∩ T 1,0
J V et E′ = T 1,0

I V ∩ T 0,1
J V .

Les distributions E et E′ sont holomorphes et de rang n sur V . Comme NJ = 0, en étendant la dé-
monstration de la proposition 3.2 au cas où J est complexe, nous avons [E, E] ⊂ E et [E′, E′] ⊂ E′.
Ainsi par le théorème 3.11, les distributions E et E′ sont intégrables. Donc localement, en voyant E et
E′ comme des sous-espace de l’espace (TV, I) (ceci à grâce à la proposition 2.39), il existe deux sub-
mersions holomorphes ϕ : V −→ Cn et ψ : V −→ Cn telles que Ez = Ker (Tzϕ : TzV −→ Cn) et
E′
z = Ker (Tzψ : TzV −→ Cn) pour tout z ∈ V .



Chapitre 3. Intégrabilité des structures presque complexes 39

Étude des applications ϕ etψ. SoitW etW ′ les parties deCn définies par W = ψ(V ) et W ′ = ϕ(V ) .
Pour tout z ∈ V , on noteWz etW ′

z les sous-variétés complexes de V définies par

Wz = ϕ−1( {ϕ(z)} ) et W ′
z = ψ−1( {ψ(z)} ) .

Par construction, nous avons : pour tout α ∈ Wz , T 1,0
α Wz = Eα et pour tout β ∈ W ′

z , T
1,0
β W ′

z = E′
β ;

de plus il existe un isomorphisme entre les variétés V etWz ×W ′
z pour tout z ∈ V .

Étude de l’application ψ|Wz
:Wz −→W .

Pour tout α ∈Wz , l’application Tαψ|Wz
: TαWz = Eα −→ Cn est injective ; en effet

Ker(Tαψ|Wz
: Eα −→ Cn) ⊂ Eα ∩ Ker(Tαψ : TαV −→ Cn) = Eα ∩ E′

α = {0} .

Comme l’application Tαψ|Wz
est surjective, on conclut qu’elle est bijective. Donc par le théorème 2.25

l’application ψ|Wz
:Wz −→W est biholomorphe.

De même l’application ϕ|W ′
z
:W ′

z −→W ′ est biholomorphe.

Restriction de ϕ et ψ à U . En revenant à l’ouvert de départ U , l’application ψU : U −→ W est un
difféomorphisme. Pour le voir, il suffit de montrer que l’application TxψU : TxU −→ Cn est surjective
pour toutx ∈ U . Comme pour toutY ∈ Cn, il existeZ ∈ Ex tel queTxψ(Z) = Y (carTxψ est surjective)
et que TxU ⊂ TxV , on a l’existence d’un élément Z ′ ∈ E′

x tel que Z + Z ′ ∈ TxU . L’élément Z + Z ′

construit vérifie TxψU (Z + Z ′) = Y ; ceci montre la surjectivité. Comme les espace TxU et Cn sont de
même dimension, on conclut que TxψU est bijective. Donc ψU : U −→W est un difféomorphisme.
De même l’application ϕU : U −→W ′ est un difféomorphisme.

V

W ′
0

W0

U•
0

ϕ
W ′ = ϕ(V ) = ϕ(W ′

0)

ψ
W = ψ(V ) = ψ(W0)

Étude de l’application Φ = (ψ, ϕ) : V −→W ×W ′. Pour tout z ∈ V , l’application TzΦ est définie par

TzΦ : TzV −→ Tψ(z)W × Tϕ(z)W
′

Z 7−→ (Tzψ(Z), Tzϕ(Z))
.

Soit Z ∈ TzV . En décomposant Z sous la forme Z = X + Y avec X ∈ Ez et Y ∈ E′
z , nous avons :

TzΦ(Z) =
(
Tzψ|Wz

(X), Tzϕ|W ′
z
(Y )
)
.

Ceci montre que TzΦ est bijective. Donc l’application Φ est biholomorphe.
Pour X ∈ Ez et Y ∈ E′

z , on définit Φ∗(X + Y ) par

Φ∗(X + Y ) =
( (
ψ|Wz

)
∗X ,

(
ϕ|W ′

z

)
∗ Y
)

et pour (Z, Z ′) ∈ Tψ(z)W × Tϕ(z)W
′ on définit Φ∗(Z, Z ′) par

Φ∗(Z, Z ′) =
(
ψ|Wz

)∗
Z +

(
ϕ|W ′

z

)∗
Z ′ .

Si X ∈ TR
u V avec u ∈ U , nous avons TuΦ(X) =

(
Tuψ|U (X), Tuϕ|X(X)

)
, donc

Φ∗(X) =
( (
ψ|U
)
∗X ,

(
ϕ|U
)
∗X

)
et Φ∗(X) ∈ TR

ψ(u)W × TR
ϕ(u)W

′ .
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Étude de différentes structures presque-complexes. On note JW (resp. JW ′ ) la structure complexe de
C2n restreinte àW (resp.W ′). Le but de cette partie est de montrer qu’il existe un isomorphisme entre
les espace (TU, J) et (T 1,0W, JW ), ceci achèvera la démonstration.
Soit z ∈ V fixé et Z ∈ T 1,0

z V . Il existe X ∈ Ez et Y ∈ E′
z tel que Z = X + Y . Par définition de Ez et

E′
z , nous avons J|Ez

= +i et J|E′
z
= −i, donc

J(Z) = J(X + Y ) = JX + JY = iX − iY .

Comme JW = +i sur T 1,0W et JW ′ = +i sur T 1,0W ′, nous avons :

Φ∗ ◦ (JW ⊕ (−JW ′)) ◦ Φ∗(Z) = Φ∗ ◦ (JW ⊕ (−JW ′))
[(
ψ|Wz

)
∗ (X),

(
ϕ|W ′

z

)
∗ (Y )

]
= Φ∗

[
JW
(
ψ|Wz

)
∗ (X), −JW ′

(
ϕ|W ′

z

)
∗ (Y )

]
= Φ∗

[
i
(
ψ|Wz

)
∗ (X), −i

(
ϕ|W ′

z

)
∗ (Y )

]
= (ψ|Wz

)∗
[
i
(
ψ|Wz

)
∗ (X)

]
+ (ϕ|W ′

z
)∗
[
−i
(
ϕ|W ′

z

)
∗ (Y )

]
= iX − iY ;

donc sur T 1,0
I V , on a Φ∗ ◦ (JW ⊕ (−JW ′)) ◦ Φ∗ = J , c’est-à-dire (JW ⊕ (−JW ′)) ◦ Φ∗ = Φ∗ ◦ J .

Maintenant, nous allons étudier la structure presque-complexe J sur U .
Soit u ∈ U fixé et X ∈ TuU . Comme TuU ⊂ TR

u V , l’élément X − iIX appartient à l’espace T 1,0
I V .

Étant donné que sur T 1,0
I V , nous avons (JW ⊕ (−JW ′)) ◦ Φ∗ = Φ∗ ◦ J , on a :

Φ∗J(X − iIX) = (JW ⊕ (−JW ′)) [Φ∗(X − iIX)]

= (JW ⊕ (−JW ′)) [Φ∗(X)− iI (Φ∗X)] car Φ∗ est C− linéaire et Φ∗ ◦ I = I ◦ Φ∗

= (JW ⊕ (−JW ′))
[(
ψ|U
)
∗ (X)− iI

(
ψ|U
)
∗ (X) ,

(
ϕ|U
)
∗ (X)− iI

(
ϕ|U
)
∗ (X)

]
=
(
i
[(
ψ|U
)
∗ (X)− iI

(
ψ|U
)
∗ (X)

]
, −i

[(
ϕ|U
)
∗ (X)− iI

(
ϕ|U
)
∗ (X)

])
car
(
ψ|U
)
∗ (X) ∈ TR

ψ(u)W et
(
ϕ|U
)
∗ (X) ∈ TR

ϕ(u)W
′.

Comme X ∈ TuU , on a X − iIX ∈ TuU + iTuU , donc J(X − iIX) appartient à TuU + iTuU . Par
définition, on a

Φ∗J(X − iIX) =
( (
ψ|U
)
∗ J(X − iIX) ,

(
ψ|U
)
∗ J(X − iIX)

)
.

Comme

Φ∗J(X − iIX) = Φ∗J(X)− iΦ∗I(JX) car IJ = JI

= Φ∗J(X)− iI [Φ∗J(X)] car Φ est holomorphe et Φ∗ ◦ I = I ◦ Φ∗ ,

on conclut que(
ψ|U
)
∗ (JX)− iI

(
ψ|U
)
∗ (JX) =

(
ψ|U
)
∗ J(X − iIX)

= i
[(
ψ|U
)
∗ (X)− iI

(
ψ|U
)
∗ (X)

]
= JW

( [(
ψ|U
)
∗ (X)− iI

(
ψ|U
)
∗ (X)

] )
= JW

( (
ψ|U
)
∗ (X)

)
− iIJW

( (
ψ|U
)
∗ (X)

)
.

En prenant la partie réelle de l’égalité ci-dessus, nous avons (ψ|U )∗(JX) = JW (ψ|U )∗(X) . Ainsi, sur
U nous avons J = (ψ|U )

∗ ◦ JW ◦ (ψ|U )∗ . Donc la structure presque-complexe J est intégrable. Ceci
achève la démonstration.
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