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Géomeétrie différentielle

Dans ce chapitre, on présente quelques notions de bases sur la géométrie différentielle. On étudiera
les notions de fibrés vectoriels, de champs de vecteurs et de dérivations sur les variétés.
Dans la premiére partie, nous donnerons les définitions de variétés et sous-variété réelle. Dans la deuxiéme
partie, on présentera la notion de fibré vectoriel qui sera utile pour définir ’espace tangent d’une variété.
La troisiéme partie s’articulera autour des notions de champs de vecteurs et dérivations sur une variété.
Nous terminerons ce chapitre par démontrer le théoréme de Frobenius ; ce théoréme sera utile dans la
démonstration du théoreme 3.17 de Newlander — Nirenberg.

Dans ce chapitre, on note n, m, p trois entiers entiers positifs tel que n,m > 0 et k un élément de
N* U {+o00}.

1.1 Variétés différentielles

On commence cette partie par présenter les théorémes de formes normales et définir les sous-variété
de R™. Dans un second temps, nous généraliserons ces notions dans le cadre des variétés.

1.1.1 Immersion et submersion

Soit f : R* — R™ une fonction de classe €% et 2y € R™.

Théoréme 1.1 (Inversion locale). On suppose que n = m. Si la différentielle d, f de f en xq est bi-

jective, alors il existe un voisinage U de xo et un voisinage V de f(xo) tel que f : U — V soit un
€ -difféomorphisme.

Définition 1.2. On dit que f est une immersion en x si la différentielle d,, f est injective. Dans ce cas,
onan <m.
La fonction f est une submersion en x si la différentielle d,, f est surjective. Dans ce cas, onan > m.

Théoréme 1.3 (Formes normales). On suppose ici que o = 0.
1. Si f est une immersion en xg, alors il existe un difféomorphisme local ¢ : R™ — R tel que
po f(z) = (z,0).
2. Si f est une submersion en x, alors il existe un difféomorphisme local ¢ : R™ — R" tel que
fo(zr,..., xn) = (x1,..., Tp).

Démonstration. On se raméne au théoréme d’inversion locale a travers I’algebre linéaire. On écrit f =

(fi,.--, fim) otles f; : R® — R sont des fonctions a valeurs réelles. Soit A = (aj;) la matrice de
of;
M, »(R) définie par aj; = ((?f](()) pourj € {1,..., m}etl€{l,...,n}.Ona
)

dof : R* — R™
h +— Ah
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Premier point. La matrice A est de rang n. Il existe une matrice inversible P € GL,,(R), tel que pour
tout X € R", PAX = !(X,0). Soit g : R™ — R™ la fonction définie par g(z) = Pz ; c’est un
isomorphisme linéaire. Quitte a utiliser la fonction g o f, on peut supposer que dof(h) = (h,0). Soit ¥
I'application définie par
U: R*xR™" — R™
(x,y)  — f(z)+(0,y)

On a dy¥(zx, y) = (z, y). Par le théoréme 1.1 d’inversion locale, ¥ est un difféomorphisme local en 0.
On pose p = UL, Comme ¥(x, 0) = f(z), nous avons ¢ o f(z) = (z, 0).

Second point. Il existe P € GL,,(R) tel que pour tout X = (z1,..., z,) € R", APX = (z1,..., Tpm)-
Soit g : R — R la fonction définie par g(z) = f(Pz).Onadyg(x1,..., n) = (z1,..., Tm). Quitte
a utiliser la fonction g, on peut supposer que dof(z1,...,2,) = (x1,..., Zy). Soit ¥ I'application
définie par
U: R*PxRP™ — R™
(@, y)  — (fl@,9),y)

Sur un voisinage de 0, ¥ est un difféomorphisme local. On pose 1 = ¥~!, nous avons [f o ¥](z,y) = =.
Eneffet:siU(z, y) = (X, Y)ou X = f(x, y) etY = y,nousavons [foy)](X,Y) = [forpo¥](x, y) =
flz,y) = X. 0

1.1.2 Sous-variétés de R™

Théoréme 1.4. On suppose p < n. Soit M une partie de R". Les définitions suivantes sont équivalentes :

Définition par redressement. Pour tout x € M, il existe un voisinage U de x dans R™, un voisinage V' de
R™ et un €*-difféomorphisme ¢ : U — V tel que o(M NU) = V N (RP x {0}). Une telle application
est appelé carte de M.

Définition par fonction implicite. Pour tout x € M, il existe un voisinage U de x dansR" et une applica-
tion f : U — R™P de classe €% qui est une submersion en x, tel que U N M = f~1(0).

Définition 1.5. On dit qu'une partie M de R™ est une sous-variété de R™ de dimension p et de classe €*
si elle vérifie I'une des deux définitions du théoréme 1.4.

Exemple 1.6. Soit S,, = {(z1,..., Tp41) € R™™ |22 + ...+ 22 | =1} la spheére unité de R" " et
f: R+ — R
(T1y.eey Tpp1) — x%—l—...—i—xiﬂ—l

Pour tout z € S,, la différentielle d, f est surjective et S,, = f~1(0), donc S, est une sous variété de
R+ de dimension n.
1.1.3 Variétés différentielles

Définition 1.7. Soit M un espace topologique et I un ensemble. Un atlas de carte €* a valeurs dans R"
sur M est un ensemble <7 de couples (U, ¢o) pour a € I tel que

1. (Ua)ael est un recouvrement de M par des ouverts,

2. 9o : Uy — @a(Uy) C R™ est un homéomorphisme et pour tout o, 5 € I, I'application

Pap : (pa(UaﬂUg) — (pﬁ(UaﬂUg)
x — pgopy(x)

est un ¢’*-difféomorphisme.

Pour «, B € I, I'application ¢, est appelée une carte et I'application (.3 est appelé application de
transition ou changement de carte.
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Soient &7 et % deux atlas de cartes de classes €*. Les atlas o7 et % sont €*-compatibles si leur
réunion est encore un atlas de classe ¥ ou de maniére équivalente, le changement de carte entre une
carte de o7 et une carte de & est un €*-difféomorphisme. Etre €*-compatible est une relation d’équi-
valence.

Définition 1.8. Une variété différentielle de classe €% et de dimension n est un espace topologique sépa-
rable muni d’un atlas dénombrable de cartes de classe €% a valeurs dans R” (ou de maniére équivalente
d’une classe d’équivalence d’atlas de cartes €% a valeurs dans R™).

Exemple 1.9. Une sous-variété M de R" de dimension p (p < n) est une variété différentielle.
On peut généraliser la notion de sous-variété de R" aux variétés abstraites.

Définition 1.10. On suppose p < n. Soit M une variété de dimension n et N C M une partie de M.
On dit que N est une sous-variété de M de dimension p si 'une des deux définitions équivalentes est
vérifiée.

Définition par redressement. Pour tout x € N, il existe o : U — V' C R" une carte de M telle que U
contient z et (N NU) = (RP x {0}) NV C RP x R*7P.

Définition par fonction implicite. Pour tout x € N, il existe un ouvert de carte U de M tel que x € U
et une application f = fy : U — R" P de classe " qui est une submersion en x vérifiant U N N =

F7H0).

Soient M et N deux variétés de classe €* et de dimension m et n respectivement. Soit f : M — N
une application continue.

Définition 1.11. L’application f est de classe € (r < k) si pour toute carte ¢ : U — R de M et
1 : V. — R™ de N, I'application f lue dans les cartes (U, ¢) et (V, ) est de classe €, c’est-a-dire :
I’application
g: UNfHV) — (V)
x — (Yo fop l)(z)

est de classe €.
Soitz € M, (U, ¢) une carte de M en x et (V, 1)) une carte de N en f(z).
L’application f est une immersion en x si 'application f lue dans les cartes (U, @) et (V, ¥) est une

immersion au point ¢(z). De méme, f est une submersion en x si 'application f lue dans les cartes
(U, ¢) et (V, 1) est une submersion au point ().

Comme généralisation du théoreme 1.3, on a:
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Théoréme 1.12. 1. Si f est une immersion en x alors pour toute carte locale ¢ en x telle que p(z) = 0,
il existe une carte locale 1) en f(x) avec Y(f(x)) = 0O telle qu’au voisinage de 0 on ait ) o f o
o YNa1,..os 2m) = (21, .+, Tm, 0,..., 0).

2. Si f est une submersion en x alors pour toute carte locale 1) en f(x) telle que ) (f(x)) = 0, il existe
une carte locale ¢ en x avec o(x) = 0 telle qu’au voisinage de 0 on ait1p o f o 1 (x1,..., 1) =
(Z1,..., Tn).

1.2 Espaces tangents

Avant de définir espace tangent d’une variété, nous commencons par définir I’espace tangent d’une

sous-variété réelle. Compte tenue des propriétés de 'espace tangent d’une sous-variété de R™, on veut

voir s’il n’existe pas de versions analogues dans le cas d’une variété. Pour cette raison on a besoin de la
notion de fibré vectoriel.

1.2.1 Espace tangent d’une sous-variété de R"

Soit M une sous-variétés de R™ de dimension p.
Définition 1.13. Soit x € M. Un vecteur v € R" est tangent & M en z s’il existe une courbe ¢ :
|—¢, e[ — M de classe € avec ¢ > 0 tel que ¢(0) = z et ¢/(0) = v.

L’espace des vecteurs tangent de M en x est appelé espace tangent de M en x et est noté T, M

Exemple 1.14. Soit 9 € R" et V un sous-espace vectoriel de R™. Si M = x¢+V alors pour toutxz € M,
.M =1V.

Proposition 1.15. Pour tout x € M, T, M est un espace vectoriel de dimension p.

Démonstration. Soit x € M, U un voisinage de z et ¢ : U — V comme dans la premiere définition du
théoréme 1.4 . Si ¢ est une courbe de M passant par z, alors ¢ o ¢ est une courbe de V' N (R? x {0})

d
passant par p(z) et pn [o(c(t))] = dyp(d(0)) . Ainsi, X € T, M si et seulement si d,¢(X) €
¢

=0
Tp(zyp(M NU); donce l'application dyp : Ty M — T,,yp(M N U) est un isomorphisme et
ToM = (dz0) ™" (RP x {0}) .

Ainsi, T, M est un sous-espace vectoriel de R" de dimension p. O

Proposition - définition 1.16. L’ensemble T'M de tous les vecteurs tangents de M définie par
TM ={(z, X) e M x R" tel que X € T, M}
est appelé espace tangent de M. L’espace total T'M est une sous-variété de R™ x R™ de dimension 2p.

Démonstration. Si ¢ : U — V une carte en M, alors application

T: UxR* — V x R”
(,X) > (@), dep(X))

est une carte de T'M. O
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1.2.2 Fibrés vectoriels réels

Soit M une sous-variété de R". L’espace tangent 7'M est localement difféomorphe au produit d’un
ouvert de M avec un sous-espace vectoriel de R"™. Si w : T'M — M est la projection de T'M sur M,
pour tout z € M, 771 (x) est identifié 4 un sous-espace vectoriel de R™. On peut donc voir 7'M comme
une famille d’espaces vectoriels. Cet exemple est un cas particulier de la notion de fibré vectoriel.

Définition 1.17. Soit B une variété de classe €**1. Un fibré vectoriel réel ¢ de classe € et de rang p sur
B est la donnée d’une famille d’espaces vectoriels réels (F,),cp de dimension p et d’une structure de
variété €% sur E = U E, telle que les conditions suivantes sont vérifiées :

r€EB

1. L’application 7w : E — B envoyant E, sur x est de classe €.

2. Pour tout x € B, il existe un voisinage ouvert U de x dans B et un ¢*-difféomorphisme ¢ :
7 1(U) — U x RP tel que pr, op = 7 et pr, op|g, : By —> RP est un isomorphisme R-linéaire
pour tout b € U.

On dit que 7 est la projection de &, B la base, E Iespace total, E, = w~!(x) la fibre au dessus de =, U
un ouvert distingué (ou de trivialisation) et ¢ une trivialisation locale de m au dessus de U.

Définition 1.18. Soit & et {' deux fibrés vectoriels réels de projections 7 : £ — Betn' : £/ — B’
respectivement. Un morphisme de £ dans £’ est un couple d’applications (f, f) tel que le diagramme

suivant commute :

E— 1 g

ﬂl ) I

B 1 B

et pour tout b € B, fig, : By — E’? est un morphisme d’espaces vectoriels réels c’est-a-dire une

()

application R-linéaire.

Soient &, & et " trois fibrés vectoriels. Soient (f, f) un morphisme de ¢ dans ¢’ et (g, ) un mor-

phisme de ¢’ dans " alors (g o f, g o f) est un morphisme de £ dans £”.

Définition 1.19. Une section de classe ©’* d’un fibré vectoriel 7 : E — B de classe " est une appli-
cation s : B — E de classe " telle que 7 o s = Idp.

1.2.3 Espace tangent d’une variété

Dans le cas d’une variété abstraite, on peut construire ’espace géométrique de tous les vecteurs
tangents. Cette construction est semblable a celle faite pour les sous-variétés de R".

Définition 1.20. Soit M une variété, x € M ete > 0 un réel. Soit 1, ca : |—¢; €] — M deux chemins
tel que ¢1(0) = c2(0) = z. Les chemins ¢; et ¢y sont équivalents si pour toute carte locale ¢ en z,

(poc1)'(0) = (poc)(0) -

Dans cette définition, on aurait pu demander I’égalité uniquement pour une carte. En effet si ¢, est
une carte locale en z telle que (¢q © ¢1)'(0) = (pa © c2)'(0) et pg une autre carte locale en z, nous
avons :

(ppoc1)(0) = dypoe 0)[08 © 0a']((0a0c1)(0)) = (pgoc)(0) .

Notation. Sic :] —&; e[— M est un chemin tel que ¢(0) = z, on note [c, z]| la classe d’équivalence de
chemins équivalents & ¢ pour la relation ci-dessus. L’élément [c, x] est un vecteur tangent & M en .
L’ensemble de tous les vecteurs tangent a M en x est appelé espace tangent de M en x et est noté T, M.
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Soit M et N deux variétés de classe €*. Soit f : M — N une application de classe €. Si ¢ est un
chemin dans M passant par z € M, alors f o c est un chemin dans N passant par f(x).

Lemme 1.21. Sic; et cg sont deux chemins équivalents alors f o ¢y et f o co le sont aussi.

Démonstration. Soit ¢ une carte locale de M en z et 1) une carte locale de N en f(x).
Comme (¢ o ¢1)'(0) = (p o ¢2)’(0), nous avons :

(Yo foer)(0)=( wiloﬂpocl)/(o)
dgpocl (o fop H((poc)(0)
= dyocy(0) (Y0 fo 1)((<P°C2)/(0))
= (Yo foc)(0) ,

d’ou le résultat. O

T.f: ToM —  TypN
¢, 2] — [fog f( )]
nous avons (Ty f )1 = Ty (f71).

Ainsil’application est bien définie. Si f est un difféomorphisme,

Soit M une variété de dimension n et x € M. Si ¢ est une carte locale en x alors 'application

Top: ToM — R"
e, 7] = (poc)(0)

est un isomorphisme. Si () = 0 et 1) une autre carte locale de M en z, le diagramme suivant commute.

/Y

Comme do(1) o 1) préserve la structure d’espace vectoriel, les structures d’espace vectoriel sur T}, M
issues de Ty et T1) sont les mémes. Donc 7, M est bien un espace vectoriel réel de dimension 7.

(Yop

On définit I'espace tangent d’une variété M par
TM = [] TuM = {(z, X) telquex € M et X € T, M} .
rzeM
L’espace T'M est muni d’une projection 7 : TM — M définie par 7(z, X) == .

Proposition 1.22. On suppose k > 2. Si M est une variété de dimensionn et de classe €*, alors T M hérite
canoniquement d’une structure de variété de dimension 2n et de classe €+~ 1.

Démonstration. Soit (U, ¢ )acrs un atlas de cartes pour la variété M. Pour tout «, on pose

doo : ™ HUy) — va(Uy) x R™
(z, X)  +— (pa(z), dopa(X))

L’application dp,, est une carte pour la variété T M. Pour o, 5 € I, 'application de changement de carte
est définie par

doag: @a(UaNUg) x R" — 03(Ua NUg) x R
(z, X) — (ppowyrl(x), do(ppopy')(X))

Comme g0, ! est un difféomorphisme de classe EF et d.(pg0op,t) estun difffomorphisme de classe
%=1, on conclut que dip, s est un difféomorphisme de classe €%~

Ainsi (0o(Us), dpa)acr est un atlas de cartes de TM a valeurs dans R?" de classe €*~!. Donc T M
est une variété de dimension 2n et de classe % 1. O]
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Remarque 1.23. L’application 7 : T'"M — M estla projection d’un fibré vectoriel réel ; ce fibré vectoriel
est appelé fibré tangent de M.

Soit M et N deux variétés de classe %1 et f : M — N une application de classe €**!. Alors
l'application T'f définie par

Tf: TM  — TN
(x, [e,;z]) — (f(2), [foe, f(2)])

est de classe €*. Le couple (T'f, f) est une morphisme de fibrés vectoriels de TM — M sur TN —
N ; en particulier le diagramme suivant commute.

™ — X 7N

| |

M—1 N

Remarque 1.24. Si M est un ouvert de R” et N un ouvert de R", on définit ’application 7'f par :

Tf: TM —s TN
(2, v) > (f(2), daf(v))

1.3 Champs de vecteurs

Dans cette partie, /M désigne une variété ¢>° de dimension n. Cette partie a pour but de présenter
les différentes propriétés des champs de vecteurs. On commence par le définir, puis on présente I’écriture
d’un champ de vecteurs dans une carte locale. Dans un deuxiéme temps, dans le cadre des variétés de
classe ¥°°, on montre qu’il existe une correspondance entre champs de vecteurs et dérivations. Grace a
cette correspondance, on définit le crochet de Lie de deux champs de vecteurs. On termine cette partie
en donnant quelques propriétés sur les flots de champs de vecteurs.

Définition 1.25. Un champ de vecteurs de classe €* est une section ¢’* du fibré tangent de M.

Notation. On note I'y(T'M) 'ensemble des champs de vecteurs de classe €% et I'(T'M) I'ensemble des
champs de vecteurs de classe €.

Comme pour tout x € M, T, M est un espace vectoriel, on peut munir I'y (7'M ) d’une structure d’es-
pace vectoriel pour I’addition point par point et de la multiplication externe point par point. Si X, ¥ €
Tr(TM)et A € R,nousavons (X +Y):ze€ M +— X(2)+Y(z) et(A\X): 2z € M — AX(x).

Si f € €F(M,R) et X € I'y(TM), alors (fX) est un élément de T'y(T'M) définie par (fX)(z) =
f(z)X (z). On dit que 'y (T'M) est un €’*(M, R)-module.

Soit NV une variété de classe %! et f : M — N un €**'-difféomorphisme.

Définition 1.26 (Image réciproque). Soit Y € I'y,(T'N). On définit un champ de vecteurs f*Y sur M de
classe €* appelé image réciproque de Y par f, par

FY iz — (Tf) (Y (f(2)) .

Propriété 1.27. 1. L’application de I'y(T'N) dans I'y,(T'M ) définie par Y —— f*Y est R-linéaire et
pour tout g € €*(N, R)ona f*(gY) = (go f)f*Y .

2. Soient P une variété €*1, g : N — P un €**!-difféomorphisme et Z un champ de vecteur
€* sur P. Alors (go f)*Z = f*(¢*72) .
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On peut pousser en avant les champs de vecteurs. Si X € I'y(T'M), on note f, X le champ de vecteurs
de classe €% sur N défini par (f~1)*X, c’est-a-dire

Fo Xty Troa f(X(FH W) -
Pour tout X € I'y(TM)etY € I'y(TN),ona f*(f,X) =X et f.(f*Y) =Y ; donc
F* TR(TN) —s Tu(TM)

est un isomorphisme d’espace vectoriel d’inverse f, .

1.3.1 Champ de vecteurs dans une carte
Soit X € I'y(T'M). La restriction de X a U est un champ de vecteurs sur U noté X .

Soit U est un ouvert de R". Ona TU = U x R" et un champ de vecteurs sur U est une application
x +— (z, X(z)) qui s’identifie a X € €*(U, R").

Si (e1, ..., ey) est la base canonique de R", alors les champs de vecteurs £ :  — e; forment une
base de I'(T'U). Donc tout champ de vecteurs X sur U s’écrit de fagcon unique sous la forme
n
X=> fE
j=1

ou f; € Cgk(U, R).
Soit (U, ) une carte locale de M et X € I'y(TU). Le champ de vecteurs ¢. (X ;) est un champ de

vecteurs sur ¢(U). Dans la base des champs de vecteurs E;, nous avons ¢, (X | U) Z fiE; ou fj €
7j=1

n
€*(p(U), R).Si Xj = fj o ¢, alors Xy = ZXj 0 E;
j=1
Les X; € €*(U, R) sont les coordonnées locale de X dans la carte (U, ).

Proposition 1.28. Soit (V, 1) une autre carte locale et o o)~ Uapplication de changement de carte définie
n

Par 9001/)71 Yy = (yla"'v yn) — (xl(ylv"'a,yn)w"a $n(y17~--7,yn)) . Si X|V :ZY;w*E]
7j=1

0
alors X; = ZY N
7j=1

Démonstration. Poura € U NV, ona
V*Ej(a) = (Yo o) Ej(a) = (Tap) " [(Y oo ) Ej(¢(a))]

= (Tap) ™' (o ™ ):Ej(w(a) )] = (Taw) ™ (Typy(w o v~ I EB(v(a))])

— (L) (Z %(wm»el) — (L) (Z (§ovor) 'Ez> (pla)) |

=1 J

donc

Ainsi,

d’ou la proposition. O
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1.3.2 Dérivations

Définition 1.29. Une k-dérivation (ou dérivation) de M sur les fonctions a valeurs réelles est une appli-
cation linéaire § : €*+1(M, R) — €*(M, R) qui vérifie la régle de Leibniz, c’est a dire : pour tout
f, g€ €M (M, R),

o(fg) = folg) +90(f) -

Soit f une fonction appartenant a €*(M, R) et § une dérivation. pour tout g € €*t1(M, R) et
x € M, on définit la dérivation fo par

(f0)(9)(x) = f(x)d(g)(x) -

On note (M) 'ensemble des k-dérivation. Si k = oo, on notera I’ensemble %y (M) par Z(M). L’en-
semble 7, (M) est un €*(M, R)-module.

Remarque 1.30. Les dérivations sont nulles sur les constantes.

Proposition 1.31. Soit § une dérivation. Si les fonctions f et g appartenant a €*+*(M, R) coincident sur
un ouvert U de M, alors les fonctions d f et g coincident sur U.

Définition 1.32. Soient N une variété de classe €*T1, § une dérivation sur N et o : M — N un
¢+ +1-difféomorphisme local. Pour tout x dans M, il existe U, et V, des voisinages ouverts de z et
©(x) respectivement tels que ¢ : U, — V, est un €*!-difféomorphisme. Pour 2 € M, on note
Xz € €*1(Vz, R) une fonction a support dans V;, tel que x, = 1 prés de ¢(z). On définit la dérivation
©*6 de M par :

©*5: Y (M, R) — EF(M,R)
f — (@ 0)(f) s @ d[xa f o] (p(2))

Remarque 1.33. La formule définissant ©*d ne dépend pas du choix de x .

Exemples 1.34. 1. Si (U, ¢) est une carte locale de M a valeurs dans R™ de coordonnées canoniques
(x1,..., Tn), alors les

%; ¢ (U R) —  €FUR)
j
-1
f — a(fao(p >ogo
Ly

sont des dérivations sur U.

2.Soit X € I'(T'M ) un champ de vecteurs. L’application

Lx o €Y M, R) — EF(M, R)
f — Ixfrir— (Tf)(X(z))

est une dérivation. Cette application est 'action de la dérivée de Lie Zx sur les fonctions.

SiU estun ouvert de R” de base canonique (ey, .. ., e,) et de coordonnées canoniques (x1, ..., ),
nous avons £, = e Plus généralement, si (U, ) est une carte locale de M a valeurs dans R",
7
J
3}
nous avons L«p; = 5 -
Oxj

Théoréme 1.35.]

T(TM) — 9(M)

L’application X Zy

est un isomorphisme de R-espace vectoriel.
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Démonstration. Cette application est bien linéaire. Montrons I'injectivité. On suppose que .Lx = 0
pour un certain X. Soit (U, ¢) une carte locale de M de coordonnées canoniques (1, . .., x,). On note
X;j: (x1,..., xn) —> xj application j-éme coordonnée. Pour tout € U, on a

0= (Zx)x;(@) = (Tox;)(X(z)) = x;(X (),
donc X est le champ de vecteurs nulle sur U.

Montrons que 'application est surjective lorsque M est la boule unité ouverte B de R".

Lemme 1.36. Soit f : B — R une application de classe ¢°°. Pour touty = (y1, . .., Yn) dans B, il existe
des applications hyy , ..., hyny : B — R de classe € telle que, pour tout x = (1, ..., x,) dans B,

n

F@) = F) =) (@5 — yihjy() .

j=1
1 n 1
Eneffet: (o)~ 1) = | Sle—n)+wde =Y @ -u) | ;J;w-mm.
j=1

Soit § une dérivation sur B. Par le lemme 1.36, pour tout f € €°°(B, R) et tout y € B, nous avons :

n

5f(y) =0(f = FWNW) =D higW)(x; — u)) W) + (y5 — y;)6(hy) () ]

j=1
= 3500 W) o)
j=0 J

n
On pose g; = d(x;), nous avons § = Zy ou Y = Z g;E; . Donc I'application est bien surjective.
j=0

On suppose maintenant que M est une variété abstraite. Soit (U, ¢o) un atlas de carte de M tel que
©a(Uq) = B. Soit § une dérivation sur M.

Ona (¢a)«(djv,) = L, ot Y, estun champ de vecteurs sur B. Donc 0|7, = (Pa)*(Ly,) = L(pu) Va-
On note X, le champ de vecteurs (po)*Y,; X, est un champ de vecteurs sur Uy,. Sur U, N Ug, les
champs de vecteurs X, et X3 coincident; donc les X, se recollent en un champ de vecteurs X sur M.
Comme pour tout a nous avons djy, = Zx,, = (£x)|u, , on conclut que § = ZLx. O

Remarque 1.37. Si X € I'(T'M), alors on identifie le champ de vecteurs X avec la dérivée de Lie L.
Si f € €°(M, R), onnotera X (f) I'élément Lx (f).

1.3.3 Crochets de champs de vecteurs

Soit 0, &' € Z(M). L’élément [0, 0'] = 6 0 ¢’ — ¢’ o § est une dérivation sur M. En effet :

608 (fg)=f(0008)g+ (0f)(0'g) + (69)(8'f) +g(60d'f) et
8" 06(fg) = f(8"0d)g+ (3'f)(dg) + (8'g)(0f) +g(6' 0 df) ,

donc [6, 0'(fg) = fI9, 0'lg + gld, o')f.
Définition 1.38. Soit X, Y € I'(T'M). On note [X, Y] le champ de vecteurs tel que
Ax,v) =[x, L] -

On appelle [ X, Y] est le crochet de Liede X et Y. Pour tout f € €>°(M, R), [X, Y]|(f) = X(Y(f))—
Y(X(f))-

Lemme 1.39. Soient M et N deux variétés de classe € et X, Y, Z € I'(TM).Ona:
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1L [X, Y]+ Y, X] =0 : anti-commutativité ;
2. [ X, Y, Z|+ 1Y, [Z, X]| + [Z, [X, Y]] = 0 : identité de Jacobi ;
3. pourtout f : N — M un €>°-difféomorphisme, f*[X, Y] = [f*X, f*Y] : fonctorialité de |- , -].

n n
0 0
4. Soit (U, ¢) une carte locale de M. Si surU, X = ]21 fjaixj et Y = ]21 gjaixj alors sur U,

n n
g1 9fiy 9
X, Y] = i —gi= | — . 1.1
v 33 (i -9 ) o a
=1 j=1
5. Pour f € €°(M,R),ona [X, fY]|=f[X, Y]+ (Zx[)Y.
Proposition 1.40. Soit N une sous-variété de M et X, Y des champs de vecteurs sur M. Si les restrictions
de X etY a N restent dans TN C T'M|y, alors [X, Y] est tangent a N et est égal [X|n, Y|n].

1.3.4 Flot d’'un champ de vecteurs

Soit X € I'(T'M) un champ de vecteurs. On cherche les solutions ¢ : I — M définies sur un
intervalle I de R contenant 0 de I’équation

d(t) = X(c(t)) . (1.2)
. 9 0 0
Exemple 1.41. Si M = R* alors X est de la forme X = f(z, y)a— + g(x, y)a— et la courbe c(t) =
€T Y
(x(t), y(t)) vérifie 'équation
{ a' = f(z, y)
v =g(z, y)
Plus généralement si (x1, ..., x,) sont les coordonnées locales de x € M et (X;)1<;<n les coor-
données locales de X vu a travers un carte, en notant c(t) = (x1(t), ..., z,(t)), 'équation (1.2) devient
« = Xj(x1,..., ©,) pourtoutj e {1,..., n} .

Par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, pour tout x € M, il existe une unique courbe intégralec : I — M
de X définie localement tel que ¢(0) = z et /(t) = X (c(t)). Ainsi, pour z € M fixé, on note ¢, la
solution maximale de 1’équation ¢/(t) = X (¢(t)) de condition initiale ¢(0) = .

Définition 1.42. Le champ de vecteur X est complet si pour tout z € M, la solution c, est définie sur R.

Lemme 1.43. Sic: I — M est une solution de I’équation (1.2), alors pour toute carte (Uy, po) de M tel
quel, =INc Y (Uy,) # D ona:pourtoutt € I,

(¢a o) (t) = [(pa)sX ](pa 0 c(t)) (1.3)

Démonstration. Pour tout t € I, il existe y € R" tel que o, '(y) = c(t).Sit € I,,ona:

(a0 ) (t) = Toypal () = T,o1 0y Pal X (95 (1)) = [(a)«X](¥) = [(pa)e X (pa 0 c(t)) -
O

Lemme 1.44. Si X est a support compact, alors X est complet.

Démonstration. Soit (Ua, @) une carte de M et Yo = (pa)«X|y, un champ de vecteur sur R™. Le
champ de vecteurs Y, est a support compact.

Par le lemme des bouts, si ¢; est une solution de a’(t) = Y, (a(t)) définie sur un intervalle borné, alors
Iimage de c; sort de tout compact. Ceci est impossible car Y, est a support compact. Donc la solution
c1 est définie sur R ; ceci entraine que Y,, est complet. Donc X7, est complet. O
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Maintenant, on change de point de vue. A ¢ fixé, on pose ®;% (z) = c,(t). L’application ®;* consiste
a regarder comment le systéme a évolué entre 'instant 0 et 'instant ¢.

Soit U un ouvert de M et I un intervalle de R contenant 0 tel que I’application

X IxU — M
(t2) — Nt 2)= DX ()

est bien définie. L’application ®X est appelé flot de X sur U.
Lemme 1.45. Soients, t € I etz € U.Si®;* () € U et s+t € I alors %, (z) = F o &} ().

Remarque 1.46. Si X est complet, alors (®;¥);cg est un groupe & un parametre de difféomorphismes de
M.

Théoréme 1.47 (du redressement). Soit X € I'y,(T'M). Pour tout xg € M tel que X (zo) # 0, il existe une
carte locale (U, ) de M en x tel que surU, X = ¢*FE} .

Démonstration. Comme le probléme est local, on peut supposer que M est un ouvert de R™. On suppose
que 29 = 0 et que X (z9) = €1 ou (eq, ..., ey) est la base canonique de R™. Soit ® le flot de X dans un
voisinage de zg. L’application

0:(t, xa,..., xpn) —> D0, z2, ..., Tp)

définie sur un voisinage de 0 est de classe €’*. Comme

0d,
d(w1,...,wn)9(y17 v >yn> =Y 8.’1}11 (07 L2y ey xn) + d(07x27..,7xn)q)x1 (07 Y2,..., yn)

= le((I)xl (O, T2y vy l’n) ) + d(O, J:27...,:cn)(I)l"1 (0, Y2, e v ey yn)
= le(e(:Ela Z2, ..., xn) ) + d((],a:g,...,xn)q)am (07 Y2, -+, yn) ;

ona dof(y1,..., yn) = 11X(0) + (0, y2,..., Yn) = (Y1,..., Yn), donc dpf = Id. Par le théoréme
d’inversion locale, § est un €*-difféomorphisme local en 0. Pour tout x = (z1, ..., ,) suffisamment
proche de 0, on a d,0(e;) = X (6(z)), donc 0*FE; = X au voisinage de 0. O

Proposition - définition 1.48. Soit X un champ de vecteurs et ®* son flot. Pour toute fonction f €

d
€*1(M, R),ona ng:% (fo®X).
t=0

Remarque 1.49. Cette définition permet d’étendre .Zx aux formes différentielles.

r—| Lemme 1.50. N

Soit X et Y deux champs de vecteurs sur M. On note ® et W les flots de X et Y respectivement.
Ona:

d d
oy (B-t0Wuo @) = (27Y) 0 (PpoPyo®:) et —(PY)= i[X, Y] .

Démonstration. Pour le premier point, nous avons :

d

d _
du (@t oWy, 0P(x)) = T\Ifuo@t(:r)q)*t (dull’u 0 (I)t(x)) = (T(I’—to\l'1zoq3t(m)¢t) ' (Y (Wy 0®(x)))

= (P;Y) (Do Wy 0 Py(x)) .
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Pour montrer la seconde identité, on va utiliser la premieére. Soit Z le champ de vecteurs sur M définit
par :

Z(@) = %cp V| e 2= % B % (@ ovon)
Nous avons pour tout f € €*+1(M, R),
200 =Tt (2| @owon)
- js T,f di (@0 %o@(:c)))
_ % (dd f(ésowuo@s@)))

Pour z fixé, on pose g(s) = ¥, 0 @y (x) et h(s) = P_s(g(s)) = P(—s, g(s)).Ona

R (s) = =X (2-s(9(s)) ) + Ty(s) (Ps) [T, () Pul X (2s(2)))]

donc
L05@) = G| T fHO) = G| [T X)) + ol ) (X(2) )]
=L e+ % Z(f o0 (w)
u=0 u=0

= —gygxf(l’) + ZXng(x) ’

= Z = [X, Y].En appliquant @} a cette égalité, nous avons

d
c’est-a-dire —(P;Y)
dt -0

a
ds

d
Codt Pio®Y = — P Y =

d
PTY
(t) ltto

PIX, V] = 8]

(®5Y) -

t=0 t=0

Remarque 1.51. Si X = Y, nous avons (®;*)*X = X cest-a-dire X( @5 (2)) = 7,9 (X (x)).

Théoréme 1.52. Les flots générés par deux champs de vecteurs X et Y commutent si et seulement si
[X,Y]=0.

Démonstration. Siles flots ®* et ®¥ commutent, par le lemme 1.50 nous avons Y = (®;¥)*Y, donc

d
dt

d
—Y

=0.
t=0 Tt

t=0

X, Y] = — (&)Y

d
Si [X, Y] = 0, nous avons a((I)X)*Y = 0 donc (®)*Y = Y. Par le lemme 1.50 le flot de Y est
®X, 0 ®Y 0 & donc X, 0 Y 0 &F = DY . O
1.4 Théoréme de Frobenius

Le but de cette partie est de présenter le théoréme de Frobenius. Ce théoréme assure I’équivalence
entre une distribution intégrable et une distribution involutive. On commence par définir tous ces termes
puis nous donnant des résultat qui seront utiles pour la démonstration du théoréme de Frobenius.

Soit M une variété € de dimension n et p un entier tel que p < n.
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Définition 1.53. Une distribution (ou champ de plans) D de dimension p et de classe €’* dans une variété
M est la donnée, pour tout point « de M d’un sous-espace vectoriel D, de T, M de dimension p qui
dépend de maniére €% de 2. C’est a dire pour tout 2y € M, il existe un voisinage U de z¢ et p champs de

vecteurs X1, ..., X, de classe ¢ tel que pour tout z € U, D, est engendré par les champs de vecteurs
Xi(x),..., Xp(x).

Exemple 1.54. Soit X € I'y (7'M ) un champ de vecteurs ne s’annulant pas sur M. Par le théoréme 1.47,
la direction générée par X définie une distribution de dimension 1 sur M.

Définition 1.55. Une distribution D de rang p est intégrable si M est recouvert par des ouverts U tels
qu’il existe une application submersive ¢ = 9y : U — R"7P vérifiant pour tout x € U,

D, = Ker(Tytp : TU — Ty)R"7P) .

Proposition 1.56. Une distribution D de rang p est intégrable si et seulement si pour touty € M, il existe
un voisinage U de y de coordonnées canoniques (z1, ..., x,) tel que pour tout v € U, D, est engendrée
o) o)

par les champs de vecteurs 52—, .. ., By

Démonstration. On suppose que D est intégrable. Soit U un ouvert de M et une application ¢ = 9y :
U — R""P comme dans la définition 1.55. L’espace W = 1)~ 1(0) est une sous-variété de M de dimen-
sion p. Pour tout x € W,ona T,W = D,.. Soit (Uy, ¢, ) une carte de M. Il existe un difféomorphisme
entre v, (U, N W) et un ouvert V' de RP. Quitte a appliquer ce difféomorphisme, on peut supposer
que po(Us N W) = V. Comme 8%1’ ce % est la base de champs de vecteurs sur V, on déduit que

v (%) ) ey O (i) est la base de champs de vecteurs sur W N U,

0xp

Pour la réciproque, quitte a prendre une carte (U, ¢4 ) de M, on peut supposer que U est un ouvert de
R™. L’application ¢ : (z1,..., ) — (Zp4+1,..., Tp) est une submersion telle que pour tout x € U,
D, = Ker(Ty1p : ToU — Tyy(z)R"7P) . On déduit que D est intégrable. O

Définition 1.57. Une distribution D est dite involutive si pour tous champs de vecteurs X et Y se trouvant
dans D, le champ de vecteurs [X, Y] appartient a D.

Lemme 1.58.

Si D est une distribution involutive de dimension p sur M, alors pour tout o € M, il existe
un voisinage U de xy de coordonnées canoniques (x1, ..., x,) tel que pour tout z € U, D,, est
o)

engendré par les champs de vecteurs 8%17 civy B
P

Démonstration du lemme 1.58.

Premiére étape. Le but de cette étape est de construire les champs de vecteurs X7, ..., X, engendrant
D sur U tel que [X;, X;] = 0.

On suppose que g = 0. On note (z1,..., &) les coordonnées canoniques de U et Y7,..., Y, des
champs de vecteurs engendrant D sur U. Quitte a composer par un isomorphisme de R™ (voir le théo-
reme 1.3) on peut supposer qu’au point 0, ¥; = % pour tout j € {1,..., p}. Proche de 0, on peut

n
0
écrire Y, = Z ajka—mk ou A = (ajk)i<j, k<p est une matrice proche de I'identité. On note B =
k=1
(bjk>1§ j, k<p I'inverse de A. On définit une nouvelle base de D sur U constitué des champs de vecteurs
P

X; :ijkYk pourj € {1,...,p}.Ona:
k=1

0 - 0
X =gyt 2 Iy
I k=p+1
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n

0
ou les f;j, sont des fonctions s’annulant en 0 et [X;, X}] = E (X frr — X fi1) e Puisque D est
T
l=p+1

involutif, [X;, X;] € D. Donc

p p o n o
X5, Xel =) emXi = ejm o > flraT:T ;
=1 =1 r=p+1

p

0
c’est a dire Z ejkla—m = 0 . Ainsi par 'indépendance des a—xk, nous avons € = 0 pour tout k €
=1

{1,..., p}.Donc [X;, X;]=0.

Deuxiéme étape. Montrons quesi (X1, ..., X,,) estun p-uplet de champs de vecteurs vérifiant [X;, X;] =

9
8xj'

0 alors il existe un difféomorphisme local f en 0 tel que au voisinage de 0 on ait f*X; =

Soit ®!,..., ®P les flots générés par les champs de vecteurs X7, ..., X, respectivement. Soit /N une
sous variété de M de dimension n — p qui correspond localement a {0} x R"~P et 'application

fi RPxN  — M
(T1,..., Tp, y) — @ilo...oq)gp(y)

Ona dg y)f(u1,..., up, Y) = u1 X1(y) + ... +up Xp(y) + Y . En effet lorsque p = 2, nous avons

0Pt
d(tvsvy)f(ul’ U2, Y) = ulﬁ(ta (1)2(57 y)) + (dqﬂ(s,y)q)% © d(s,y)q)Q) (u27 Y)

2
=u; X1 ((I)l(ta @2(87 y))) + (d<1>2(s,y)q)g) <u28a(i(87 y) + (dyq)z)(y)>
=u1 Xy ((I)l(ta (1)2(3: y))) + (d<1>2(s,y)q)%) (u2 X2 ((I)2<3’ y)) + (dy<1>§)(Y)) 3

on conclut en prenant s = ¢ = 0.
L’application d g, f : RP x Ty N — T}, M est un isomorphisme, donc f est un difféomorphisme local
en 0. Comme les flots ®7 commutent, nous avons

0\ 0 (., , 0%, —= )
d(lq,y)f(a%)&Ej(cl)xlo...o@zI))(y) oz, @xlo...o@xjo...o@zp(y)

—

ou la notation <I>g; , veut dire que le terme @g; , a été omis. Ainsi
0 ) —
d(z,y)f <833j) = Xj <(I)gcj o (I):lsl 0...0 (ID?,;J. 0...0 <I>§p(y)> = Xj (f(a;,y)) y

0 ) . )
donc f*X; = —; ce qui termine la démonstration. O

81‘j

Théoréme 1.59 ( Frobenius ).}

Une distribution D sur une variété M est intégrable si et seulement si elle est involutive.

Démonstration. Le sens “involutive implique intégrable” découle du lemme 1.58 et de la proposition 1.56.
On suppose que D est intégrable. Soit U un ouvert de M et ¢ = 9y : U — R" 7P une application
submersive tel que pour tout z € U, D, = Ker(T, : T,U — Ty)R" 7). L'espace W = ¢~ 1(0)
est une sous variété de M de dimension p. Pour toutx € W,ona T, W = D,.

Soit X, Y deux champs de vecteurs de M se trouvant dans D. Les champs de vecteurs Xy et Y|y sont
dans TW. Par la proposition 1.40, [X, Y]y est dans TW, donc pour tout z € W, [X, Y](z) € D..
Ainsi, nous avons [D, D] C D ;donc D est involutive. O
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Variétés complexes

Pour énoncer le théoréme de Newlander — Nirenberg qui sera vu dans le chapitre 3, nous aurons
besoin de la notion de structure presque-complexe sur les variétés réelles et complexes.
Nous commencons ce chapitre par évoquer la notion de structure complexe sur un espace vectoriel. Cette
notion nous aidera a définir la notion de structure presque-complexe sur une variété. Dans la deuxiéme
partie, nous présenterons rapidement les fonctions holomorphes a une et plusieurs variables. La troisiéme
partie s’orientera sur les définitions de variété analytique complexe, de fibré vectoriel complexe et de fibré
vectoriel holomorphe. On terminera ce chapitre par présenter les structures presque-complexes.

Soit n un entier naturel non nul. Dans ce chapitre, on identifie R?" avec C" a travers I'application

R2» — cr

. . 2.1
(T1, Y1y oy Tny Yn) — (X1 + Y1, ..y Ty +1Yp) (2.1)

2.1 Structures complexes sur les espaces vectoriels

On commence par définir la notion de structure complexe sur un espace vectoriel réel puis nous
définissons le complexifié d’'un espace vectoriel réel. On termine cette partie par déterminer les sous-
espaces propres d’une structure complexe.

2.1.1 Définitions et exemples

Soit F et F' deux espaces vectoriels réels de dimension paire.

Définition 2.1. Un endomorphisme J : £ — E tel que J?> = J o.J = —Idg est appelé structure
complexe sur E.

Exemple 2.2. Si E est 'espace vectoriel réel sous-jacent d’un espace vectoriel complexe, alors ’applica-
tion x — ¢ - & définit une structure complexe sur E. Réciproquement :

Lemme 2.3. SiJ est une structure complexe sur E, alors E posséde une structure d’espace vectoriel complexe.

Démonstration. La structure de C-espace vectoriel sur E' est donné par Paction de C sur E définie par
(a+1ib)-x =azx+bJ(zr)oua, be Retx € E. O

Ainsi, la donnée d’un C-espace vectoriel F est équivalente a la donnée (F, J) d’'un R-espace vecto-
riel &/ muni d’une structure complexe .J.

Exemple 2.4. Compte tenu de I'identification (2.1), on définit la structure complexe I sur R?" par :
I(.ﬁUl, Y1, X2, Y2, .-+ Tn, yn) = (_yb L1, —Y2, 255 —Yn, :I;n) .

17
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Proposition 2.5. Soit J et J' des structures complexes sur E et F' respectivement. Si l'on considére E et F
comme des espaces vectoriels complexes, Uapplication R-linéaire f : E — F est C-linéaire si et seulement
siJ'of=/fold.

Démonstration. La proposition vient du fait suivant : lorsqu’on considére E et F' comme des espaces
vectoriels complexes, les applications J et J’ correspondent a la multiplication par i sur E et F' respec-
tivement. O

Proposition 2.6. Soit J une structure complexe sur E. Un sous-espace vectoriel réel F' de E' est invariant par
J si et seulement si F' est un sous-espace vectoriel complexe de E lorsque E est vu comme espace vectoriel
complexe.

2.1.2 Complexification d’un espace vectoriel réel

Soit £ un espace vectoriel réel de dimension finie. On note E€ = E ® C le complexifié du R-espace
vectoriel F.
L’espace F est naturellement inclus dans EC a travers I’application 2 — = ® 1. Soient A\, X' € C et
x € F.On définit la conjugaison complexe de x @ A par

TRAAN=T R\

et la multiplication de x ® A par N en posant X (z®@\) = z® (X)) . Donc E€ est un C-espace vectoriel.
Si dimg (E) = n, alors dim¢ (E®) = n.

Notation. Pour tout z, y € E, on notera I'élément z ® 1 + y ® i de E© par = + iy .

2.1.3 Espaces propres d’une structure complexe

Soit E un espace vectoriel réel de dimension paire. Dans cette partie, on suppose que E est muni
d’une structure complexe J.

On étend .J par C-linéarité sur E en posant pour tout z, y € E, J(z + iy) = J(z) +iJ(y).Ona
encore J? = —Idgc .

Définition 2.7. Sur EC, J posséde deux valeurs propres =+i. Les espaces propres £ et EO! associés a
i et —i respectivement sont définis par

EW={uecE°|Ju) =iu} et E ={uecE%|J(u)=—iu} .
Proposition 2.8. Ona EC = E'0 @ E%', B0 = (o —iJ(x) |z € E} et B9 = {x+iJ(z) |z € E}.

Démonstration. L’endomorphisme .J admet X2+ 1 comme polynéme minimal. Donc E¢ = EM0@ EOL
Soit u € ET. Il existe un unique couple (z, ) € E x F tel que u = x + iy. On suppose que u est un
élément de EM°. Nous avons : J(u) = J(x)+iJ(y) = iu = —y+iz, donc [J(z)+y] +i[J(y) —x] = 0.
Ainsiy = —J(z) etu =z — iJ(x);donc BV = {zx —iJ(z)|x € E}. O

Remarque 2.9. Les applications

1 E¢ — EL0 P2 - EC —
1 t 1
u §(u—zJ(u)) ¢ u §(u+zJ(u))

sont les projections de EC sur E%0 et E%! respectivement.
Lemme 2.10. La conjugaison complexe sur EC induit un isomorphisme entre E'0 et EOL,

Remarque 2.11. 1l existe un isomorphisme de C-espace vectoriels entre (E>°, i) et (E, J). De méme,
(E%1, i) est isomorphe a (E, —.J).
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2.2 Fonctions holomorphes

Dans cette partie, on donne les définitions et quelques propriétés des fonctions holomorphes a une et
plusieurs variables. Nous présentons également la version holomorphe du théoréme d’inversion locale.

2.2.1 Fonctions holomorphes d’une variable complexe

0
On identifie R? avec C a travers I’application (x, y) — z = x + iy. On définit les opérateurs £
z

9 _1/o0 0y 90 _1
9. 2\0c ‘oy) © 9z 2

On note 2 un ouvert de C.

et — par

0z

0
Définition 2.12. Une fonction f € €1((2, C) est dite holomorphe si elle satisfait I'équation 8—{ =0.
Z

Théoréme 2.13 (Cauchy-Green-Pompeiu). Soit K C  un compact a bord €' par morceaux. Soit f €
€(Q, C), pour touta € K, ona

flay=—— [ F&) 4, 1 /K L 9 e (2.2)

2T Jox 2 —a T z—a0z

ot d) est la mesure de Lebesgue sur C.

Remarque 2.14. Lorsque f est holomorphe, on obtient la formule de Cauchy

fla) = 1 (2) dz .

2T Jox 2 —a

(2.3)

Corollaire 2.15. Les fonctions holomorphes dont des fonctions analytiques.
Pour la démonstration de cet énoncé, il faut voir le corollaire 2.23.

Soit f : R — R une fonction analytique au voisinage de 0. Il existe r > 0 tel que pour tout = appartenant
a R tel que |z| < r on ait

oo
f(x):Zakxk ou ar €R .
k=0

oo
Si z € Cest tel que |z| < r, alors on peut définir f en z en posant f(z) = Z ar 2* .
k=0

Théoréme 2.16. Soientr € R un réel strictement positif. Toute fonction f : C — C développable en série
entiére dans le disque D(0, r) définit une fonction holomorphe dans le disque D(0, r).

o

Proposition 2.17. Soit f(z) = Z ay, 2* une série entiére centrée d l'origine de rayon de convergence R. Si

au moins un des ay, est non nulp?)ur k > 1, alors il existe un rayonr < R tel que :
1. lorsque ag = 0, si z € C vérifie |z| < r et f(z) =0alorsz=0;
2. lorsque ag # 0, si z € C vérifie |z| < r alors f(z) # 0.

Voici maintenant le théoréme du prolongement analytique.

Théoreme 2.18. Soit 2 C C un ouvert connexe et f, g deux fonctions analytiques sur ). Si f et g ont les
mémes valeurs sur un sous-ensemble E2 C ) qui admet un point d’accumulation dans €, alors les fonctions
f et g coincident dans €).
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2.2.2 Fonctions holomorphes a plusieurs variables

On identifie R?" avec C™ a travers ’application (2.1). Soit {2 un ouvert de C".

Définition 2.19. Une fonction f € (€2, C) est holomorphe si elle est séparément holomorphe, c’est-
a-dire pour tout j € {1,..., n}, lorsqu'on fixe les variables z1,..., 2j_1, 2j41,..., 2, I'application
zj — f(21,..., Zj—1, Zj, Zj+1, .- ., Zn) est holomorphe.

On note 0'(Q2) 'ensemble des fonctions holomorphes définies sur 2.

Remarque 2.20. Soit m, n deux entiers positifs. On dit qu’une fonction f = (f1,..., fn) : C* — C™
est holomorphe si les fonctions f; : C* — C sont holomorphes.

Définition 2.21. Soit f : C" — C" une fonction holomorphe. On dit que f est un biholomorphisme si
f est bijective et I'application f~! est holomorphe.

Soit a = (ai,...,a,) € C"etr = (ri,..., ) € R%. Le polydisque D(a, r) est le produit
D(ay, 1) X ... x D(ay, ) et sa frontiere OD(a, r) est

n
U D(ar, m1) X ... x D(aj—1, rj—1) x C(aj, ) x D(aji1, rj41) X ... x D(ap, ) .
j=1

La frontiére distingué de D(a, r) est I'(a, r) = C(a1, r1) X ... X C(an, ™).

Théoréme 2.22 (Formule de Cauchy sur les polydisques). SiD(a, r) est un polydisque fermé inclus dans
Q, pour tout f € (), et tout w € D(a, r) nous avons

Fw) = —- /F f s ) dA(z1) ... d\(zn) - (2.4)

(278)"™ Jr@a,r (21 —w1) ... (20 — wp)
Pour la démonstration de la formule de Cauchy (2.4), on applique n fois la formule de Cauchy (2.3).

Corollaire 2.23. Les fonctions holomorphes sont des fonctions analytiques complexes, c’est-a-dire des
fonctions localement développables en séries entiéres. Elles sont en particulier de classe €.

Démonstration. Soit f € €(Q) et D(a, r) C Q un polydisque fermé. Soit z € I'(a, 7) et w € D(a, r),
ona

(2 —w)) ™ = (2 —aj) " <1 - wj_a]) - i (wj — ;)% (25 —aj)~ 7.

Zj — Gy oy
=
En notant « le multi-indice (o, ..., a;), nous avons
fw)=">" ba(w—a)
aeN™
ou (
1 f(zly-'-)zn) fa)(a,)
ba = AN(z1) ... d\(zn) = ,
(27‘('1')" /F(a7 T) (Zl - wl)a1+1 e (Zn — wn)an+1 (21) (Z ) al

O

Comme dans le cas des fonctions d’une variable complexe, si f : C* — C est analytique, alors f
est holomorphe. On a encore le théoréme du prolongement analytique.

Théoréme 2.24. Soit (2 un ouvert connexe de C" et f une fonction holomorphe sur . Si f s’annule sur un
ouvert de (), alors f est identiquement nulle sur ().
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2.2.3 Le théoreme d’inversion locale pour les fonctions holomorphes

Soit n, m deux entiers positifs, f : C* — C™ une fonction holomorphe et zy € C™.

Théoréme 2.25 (Inversion locale). On suppose que n = m. Si la différentielle d,, f de f en zg est bijective,
alors il existe un voisinage U de z et un voisinage V' de f(zg) tel que f : U — V est un biholomorphisme.

Démonstration. Par le théoréeme d’inversion locale 1.1, il existe de tels ouverts U et V tel que f : U —
V est un difféomorphisme. On a dg,)(f ') = (d.,f)"'. Comme I'application d., f est C-linéaire et
bijective, on conclut que df(zo)(f_l) est C-linéaire. Donc f~! : V' — U est holomorphe. O

Théoréme 2.26 (Formes normales). On suppose ici que zy = 0.

1. Si f est une immersion en z, alors il existe un biholomorphisme  définie au voisinage de f(zg) d
valeur dans C™ tel que p o f(z) = (z, 0).

2. Si f est une submersion en zg, alors il existe un biholomorphisme ) entre deux ouverts de C" a valeur
dans un voisinage de z tel que f o (z1,..., zn) = (21, -, Zm)-

Démonstration. On repend les arguments utilisés dans la démonstration du théoréme 1.3 tout en rem-
placant I'utilisation du théoréme d’inversion locale 1.1 par le théoreme d’inversion locale holomorphe
2.25. O

2.3 Variétés analytiques complexes

Dans cette partie, nous reprenons plusieurs points abordés dans le chapitre 1 sous un nouveau point
de vue. Comme introduit en début de chapitre, nous présentons les définitions de variétés analytique
complexe, de fibré vectoriel complexe et de fibré vectoriel holomorphe.

2.3.1 Définition et exemples

Définition 2.27. On dit que V' est une variété analytique complexe de dimension (complexe) n si :

1. Pespace topologique V est une variété différentielle munie d’un atlas de cartes (U, ¢, ) & valeurs
dans R2";

2. lorsqu’on identifie R?" & C" via (2.1), les changements de cartes png : ©a0(UaNUs) — ©5(UsN
Upg) sont holomorphes.

Remarque 2.28. Cet atlas de carte est appelé atlas de cartes holomorphes de V.

Définition 2.29. On conserve les notations de la définition 2.27. Soit M une partie de V. On dit que M
est une sous-variété complexe de V' de dimension complexe p si M est une sous-variété différentielle de
V' de dimension réelle 2p tel que les applications de changement de cartes ©o3 : o(Us NUgNM) —
©3(Usa NUg N M) sur M sont holomorphes.

Exemples 2.30. Les ouvert de C" sont des variétés analytiques complexes.

Espace projectif complexe. L’espace projectif complexe P™(C) de dimension 7 est I'ensemble des droites
complexes de C"*! que I'on peut traduire comme étant le quotient de C" 1\ {0} par la relation d’équi-
valence qui identifie deux vecteurs colinéaires sur C. On a P*(C) = (C"*!\ {0})/C*.

On note 7 : C"*1\ {0} — P"(C) la surjection canonique. A travers 7, on munit P"(C) de la topologie
quotient qui est séparée. Pour tout z = (g, 21,..., 2,) € C*™1\ {0}, on note [z9 : 21 : ... : 2] un
point de P"(C). En particulier pour tout A € C*,ona [Azp : Az1:...: Azp] =201 211 ... ¢ 2.
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Pour tout &« € {0,..., n},onpose Uy = {[z20 : 21 : ... : 2] € P*(C) : zo # 0}. Les ouverts U,
recouvrent bien P"(C). L’application
Vo U, — cm
2 Za—1 % z
[20:21:...0 2, — (0,..., al, aH,...,n)
Ra Ra Za Za
est un homéomorphisme d’inverse (ug, ..., Ugy .-y Up) —> [Ug : oot Uq—1 1 Ugg1 o vt i Uy
Pour tout o, 3 € {0, ..., n} tel que o < 3, on définit I'application de transition ¢, par
Pap goa(UaﬂUlg) — (pB(UaﬂUg)
- _ 1 Z28-1 Z
(205 +y Zas vy Zn) (ZO,..., Za 1, —, Za+1,..., p 1, B—H, Zn)
28 zg 28 2 zg ' 2 2
Soit Kg = {(20,.--, Zas---» 2n) € C" : zg = 0}. L’application ¢, est bijective et holomorphe sur

C™ \ Kg. Donc P"(C) est une variété complexe.

2.3.2 Fibrés vectoriels complexes

Soit M une variété différentielle et p, n deux entiers tel que p < n.
Un fibré vectoriel complexe de classe €’ et de rang n sur M est la donnée d’une famille (Ey)zenr d’es-
paces vectoriels complexes de dimension n et d’une structure de variété € sur £ = U E, telle
xeM
que
1. La projection 7 : E — M envoyant E, sur z est 4°°;

2. Pour tout g € M, il existe un ouvert U de M contenant zy et un difféomorphisme 3y :
7 1(U) — U x C" prenant en argument I'espace vectoriel F, et 'envoyant de maniére iso-
morphe sur {z} x C" pour tout z € U.

On dit que U est un ouvert de trivialisation et 1)yy une trivialisation de £ au dessus de U.

Remarque 2.31. Un fibré vectoriel complexe est un fibré vectoriel réel muni d’une structure complexe
fibre a fibre variant de maniére lisse.

Un sous-fibré vectoriel complexe F' de E de rang p est une famille (F) e ot F, est un sous-espace

vectoriel complexe de E, de dimension p tel que F' = U F,. est une sous-variété de F'; I est un fibré

zeM
vectoriel complexe. Dire que F' est une sous-variété de E est équivalent a dire que pour tout x € M, il

existe une trivialisation ¢y : 7~ 1(U) — U x C" tel que, en notant Fy; = 7~ 1(U) N F, la restriction
Yuir, : Fu — U x CP envoie F; de maniére isomorphe sur {z} x CP.

2.3.3 Fibrés vectoriels holomorphes

Soit V' une variété analytique complexe. Soit U un ouvert de V' et (U,, ¢, ) un atlas de cartes holo-
morphes de V. On dit qu’une fonction f : U — C est holomorphe si pour tout , application f o ¢!
est holomorphe sur ¢, (U N U,).

Définition 2.32. Un fibré vectoriel holomorphe m : E — V de rang n est un fibré vectoriel complexe de
rang n tel que pour toutes paires de trivialisations ¢, : 771 (Uy) — Uy x C" et 95 : 71 (Up) —
Us x C" de E, I'application ¢a = 15 0 1, ' est biholomorphe.

Remarque 2.33. L’application v, est appelée trivialisation holomorphe de 7. Pour tout x € U, N Ug,
Iapplication 1,4(x) := (¢ 0 1) (x, -) : C" — C" est C-linéaire.

Si (Uas ¢a)a est un atlas de cartes holomorphes de V', alors (7 (Ua), (¢ X Idcn) 0 g )a est un atlas
de cartes holomorphe de E.
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Soient g et £ deux fibrés vectoriels holomorphes sur V' de projection g : B — Vetnp : FF —
V' . Une application holomorphe f de {g vers £ est une application holomorphe f : E — F' tel que
[ By — F, est C-linéaire pour tout x € M.

On dit que F' est un sous-fibré vectoriel holomorphe de E' de rang p si F' est un sous fibré vectoriel complexe
de E de rang p et une sous-variété complexe de F.

2.4 Structure presque complexe sur une variété

On commence cette partie par définir la notion de structure presque-complexe. Dans un deuxiéme
temps, nous montrerons qu’il existe naturellement une structure presque-complexe sur la variété réelle
sous-jacente d’une variété analytique complexe. On terminera cette partie par présenter la notion d’au-
tomorphisme infinitésimaux d’une structure presque-complexe.

Toutes les notions abordées dans cette partie seront utilisées dans le chapitre 3.

2.4.1 Premiéres définitions

Définition 2.34. Une structure presque-complexe sur une variété différentielle M de dimension paire est
la donnée d’'un endomorphisme J : TM — T'M de fibrés vectoriels tel que J 2 = —Idpyy, cest-a-dire
pour tout x € M, 'application

Jp=J(x, ) : TuyM — T, M

est une structure complexe pour 7, M. Le couple (M, J) est appelé variété presque-complexe.

Ainsi, d’aprés le lemme 2.3, une variété différentielle ayant une structure presque-complexe équivaut
a prescrire une structure de fibré vectoriel complexe sur le fibre tangent réel.

Notation. Si M est une variété différentielle, on note 7CM = T M ®g C le complexifié du fibré tangent
TM ; TCM est un fibré vectoriel complexe.

Soit M une variété différentielle de dimension paire munie d’une structure presque-complexe .J.

Notation. On note T}’OM (resp. Tg’lM ) le sous-fibré vectoriel complexe de TCM défini comme le fibré
des vecteurs propres de J pour la valeur propre i (resp. —).
Si ’endomorphisme J est sous-entendu, on notera 70 M (resp. T%! M ) espace T}’OM (resp. Tj-)’lM )-

Définition 2.35. On appelle champ de vecteurs de type (1, 0) (resp. (0, 1)) les sections de T M (resp.
TOLIM).

Par la proposition 2.8, 'espace T1°M est engendrée par les u — i.J(u) ot u € T M. Comme fibré
vectoriel réel, le fibré TH0M est isomorphe a T'M a travers I'application

™ — TYOM

v — %(ufit](u))

Par la remarque 2.11, cette application identifie les opérateurs i (multiplication par i) sur T*OM et .J
sur T'M.

2.4.2 Structure complexe d’une variété complexe

Soit V' une variété analytique complexe de dimension n et z € V. Soit (U, ¢4 ) une carte de V' en
x. Lespace T,V est isomorphe & R?" a travers 'application 7},¢,. En faisant les calculs dans C", puis
en les interprétant dans 7,V a travers la chaine d’identifications 1, V' = R?" =5 C™, on munit T,V
d’une structure de C-espace vectoriel. Pour (Ug, ¢3) une autre carte de V en x, on a

Tx@ﬁ = T(pa(:p)@aﬁ oTypa -

Comme ¢, est biholomorphe, I'application T, (;)¢aps est un isomorphisme C-linéaire. Donc la struc-
ture de C-espace vectoriel sur 7,V est indépendante du choix de la carte.
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Remarque 2.36. Le fibré tangent d’une variété analytique complexe posséde une structure de fibré vec-
toriel holomorphe.

Soit TRV le fibré tangent de V vu comme variété réelle. L’espace TV est 'espace vectoriel réel sous-
jacent de T,V On peut donc munir T8V d’une structure complexe J,.. On définit pour tout X € TXV,

Jo(X) = pa(I(pax(X)))

ot I est la structure complexe sur R?” définit dans I'exemple 2.4. En effet :

JH(X) = 0a(I(pan(Jo(X))))
= Pa(L(Paxlpa(1(¥ax(X)))]))
= a(I’[¢as(X)])
= Palpax(=X)] = =X

Globalement, nous avons :

Proposition 2.37. Une variété complexe V de dimension complexe n fournit une structure presque-complexe
J sur sa variété réelle sous-jacente.

Démonstration. On définit 'endomorphisme J : TRV — TRV en posant pour tout z € V, J(z, -) =
Iz O]

Remarque 2.38. L’endomorphisme .J est appelé structure complexede V.Onnote TV le couple (TRV, .J).

Proposition 2.39. Soit V' est une variété complexe de dimension complexe n. Le fibré vectoriel complexe
TV est isomorphe au fibré tangent holomorphe TV .

Démonstration. Soit (21, ..., z,) les coordonnées complexes de V' dans une carte holomorphes (U, ¢4 )
ou z; = xj +1y; avec xj, y; € R. Sur U,, le fibré tangent holomorphe est engendré par les éléments

9 1<8_i8> pour je{l,...,n} .

672]' - 5 aiL'j 8yj
On note (x1, Y1,. .., Tn, Yn) les coordonnées réel de V' dans la carte holomorphe (U,, ¢4 ). Pour tout
0
x € U,, espace TRV est engendré par les — et ——. La structure presque-complexe sur T2V est

Oz y;

0 0 0 0
9\_ 9 gy _ 9 e {1, .
J<6xj> ay; et J(@w) oz, pour j € {1,...,n}

0 0
Ainsi, par la proposition 2.8, 'espace o'V est engendré par les vl iJ <6> =2— ouj €
Zj Zj j
{1,..., n}.Donc THOV est isomorphe a TV. O

donnée par

0 0 0
Remarque 2.40. L’ espace TV est engendré par les — +¢.J (> =2—.
8SU]' a’L‘j azj

Définition 2.41. Un champ de vecteurs holomorphe sur une variété complexe V' est un champ de vecteurs
Z de type (1, 0) tel que Z f est holomorphe pour toute fonction holomorphe f définie localement. Si on

écrit
" 0
Z = —_—
k:zl T 0z,

dans une base de coordonnées (z1, ..., z,), alors Z est holomorphe si et seulement si les fonctions fj
sont holomorphes.
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Remarque 2.42. On dit qu'un champ de vecteurs X € TRV est réel holomorphe si et seulement si le
champ de vecteurs X — ¢JX est holomorphe.

Exemple 2.43. Soit (21,..., 2,) les coordonnées complexes de V' dans une carte holomorphe ou z; =
xj + iy, avec z;, y; € R. Soit X € TRV un champ de vecteurs qui s’écrit sous la forme

" 0 0
X = —_— —_—
; <ak D + by, 8yk>

avec ay, by € €°°(V, R). Le champ de vecteur X est réel holomorphe si et seulement si les fonctions
aj, + tbg, sont holomorphes. En effet

3

2.4.3 Automorphismes infinitésimaux

Soit M une variété différentielle et .J une structure presque-complexe sur M.

Définition 2.44. Un automorphisme infinitésimal pour la structure presque-complexe .JJ sur M est un
champ de vecteurs X qui vérifie .LxJ = 0 ou ZLx est la dérivée de Lie associé a X.

Définition 2.45. On définit le tenseur de Nijenhuis N j de J sur M par
Ny X,Y)=[X, Y]+ J(X, JY]+ [JX,Y]) — [JX, JY]

ou X et Y sont des champs de vecteurs de M.

Cas des variétés différentielles

Soit M une variété différentielle munie d’une structure presque-complexe .J.

Proposition 2.46. Un champ de vecteurs X sur M est un automorphisme infinitésimal pour la structure
presque-complexe J si et seulement si, pour tout champ de vecteurs Y de M, nous avons

X, JY] = J(X, Y)) .
Démonstration. Soit X et Y deux champs de vecteurs sur M. Nous avons
(X, JY] = Zx(JY) = (ZLx)Y + J(&xY) = (LxJ)Y + J([X,Y]) ;

donc .ZxJ = 0 si et seulement si pour tout champ de vecteurs Y sur M nous avons [X, JY] =

J(X, Y)). O

Corollaire 2.47. Si X est un automorphisme infinitésimal, alors J X est un automorphisme infinitésimal
si et seulement si N;(X, Y) = 0 pour tout champ de vecteurs Y.

Corollaire 2.48. Si X et Y sont deux automorphismes infinitésimaux pour J sur M alors

[JX, JY]=—[X,Y] .
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Cas des variétés complexes

Soit V' une variété complexe et J la structure complexe fournie par V.

Proposition 2.49. Soit X € TRV un champ de vecteurs. Le champ de vecteurs X est un automorphisme
infinitésimal pour J si et seulement si le champ de vecteurs X — iJ X est holomorphe.

Démonstration. Soit X et Y deux champs de vecteurs appartenant a T® V. Soit (21, .. ., zy,) les coordon-
nées complexes de V' dans une carte holomorphe ot z; = x;+i y; avecxj, y; € Ret (z1, y1,..., Tn, Yn)
les coordonnées réel de associés. On peut écrire

- 0 0 " 0 0
X_;(“’“axﬁb’“ayk) . Y‘E(fkaxﬁgkayk)'

0 0 0 0
Pour alléger les calculs, on pose X;, = a o +b Em etY; = f 371‘] +g a—y] . On suppose que X}, est

un automorphisme infinitésimal. On a :

W (2 L Of\ 0 (00 a0
X 131 = (aaﬂfk +b8yk> Iy; < Oz +gayj> Oy

_ b%—i—aﬁ i_i_ ﬁ+ ﬁ i et
o0 Oxy ) Ox; g@yj Oxj ) Oxy,

of 8f> P < b 8b> P
X, JYi] = (a2l 4 p 2L} © (2P D
e, Y] <axk on) oy, \Vay, "oz, ) o

dg dg 0 da da 0
B <b8yk +a8xk> 8.1‘j + (gaxj B fayj> 81‘k '

Donc I'égalité [ X}, JY;] = J([X}, Yj]) équivaut a

f. @_ﬁ +q- %4_& =0 t . ﬂ_ﬁ _|_f. %‘i‘ﬁ =0 :
81’]' 8yj g 8yj al’j - ¢ g al’j 8yj 8yj aCCj N ’

lorsqu’on somme ces deux égalité en multipliant la seconde par —i on obtient

J(a +1ib)

=0 .
0%

(f —ig)

Comme cette derniére égalité est vraie pour tout j € {1,..., n} et pour toute fonction f — ig avec
d(a + ib)
0%
holomorphe. Donc X}, — ¢JJ X}, est un champ de vecteurs holomorphe. Inversement si X — ¢J X}, est
holomorphe, en utilisant les équations de Cauchy-Riemann, on a [ X, JY;] = J([X}, Yj]). O

f, g € €°°(V, R), on conclut que pour tout j € {1,..., n}, = 0 ; donc la fonction a + b est

Corollaire 2.50. Si X € TRV est un automorphisme infinitésimal alors .JX I’est aussi. La réciproque
est également vraie.



Intégrabilité des structures presque complexes

Le but principal de ce chapitre est de présenter le théoreme de Newlander - Nirenberg. Ce théoreme
donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'une structure presque-complexe sur une variété
différentielle soit intégrable. Avant de présenter ce théoréme, nous présenterons dans une premiere partie
la version analytique du théoréme de Frobenius puis nous étudierons les propriétés locales des structures
presque-complexe a travers des résultats sur les opérateurs elliptiques.

3.1 Version analytique du théoréme de Frobenius

Nous commencons cette partie par définir les conditions d’intégrabilité d’une structure presque-
complexe. Lorsqu’une de ces condition est vérifiée, nous montrerons dans les théorémes 3.16 et 3.17
que la structure presque-complexe est intégrable. Dans un deuxiéme temps, on étudie les propriétés des
crochets de champs de vecteurs sur les distributions complexes et holomorphes. On termine cette partie
avec la démonstration de la version analytique du théoréme de Frobenius.

3.1.1 Condition d’intégrabilité d’une structure complexe

Définition 3.1. Soit M une variété différentielle de dimension paire munie d’une structure presque-
complexe J. On dit que J est intégrable s’il existe une structure de variété complexe sur M qui induit

J.

Soit M une variété différentielle de dimension 2n munie d’une structure presque complexe J. On
rappelle que le tenseur de Nijenhuis Ny de J sur M est défini par

N;(X,Y)=[X,Y]+J(X, JY]+ [JX,Y]) — [JX, JY]
ou X et Y sont des champs de vecteurs de M.

Proposition 3.2. On étend le crochet de Lie par C-linéarité ¢ TCM. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes.

1. Le crochet de deux champs de vecteurs de type (1, 0) pour J est de type (1, 0) pour J.

2. Le crochet de deux champs de vecteurs de type (0, 1) pour J est de type (0, 1) pour J.

3. L’opérateur N est identiquement nul.

La condition N; = 0 est appelée condition d’intégrabilité de la structure presque-complexe .J.

Démonstration. L’équivalence entre les conditions 1 et 2 vient du fait que pour tous champs de vecteurs
X, Y € T(T®M), le conjugué complexe de [X, Y] est [X, Y]. Soit X, Y € ['(T' M), on a

(X +iJX,Y +iJY] = [X, Y] — [JX, JY] +i([JX, Y]+ [X, JY]) . (3.1)

27
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Montrons I’équivalence entre les conditions 2 et 3.
SiNy(X,Y)=0,alors [JX, JY] = [X, Y]+ J([X, JY]+ [JX, Y]); en remplacant dans (3.1), nous
avons

(X +iJX, Y +iJY] =i([X, JY]+ [JX, Y] +iJ(X, JY]|+ [JX,Y])) ,
cest-a-dire [T%'M, TO' M) c TO' M .
Si pour tout X, Y dans I'(T'M) nous avons [X +iJX, Y +iJY| = Z + iJZ avec Z dans I'(T'M),
alors Z = [X, Y] — [JX,JY] et JZ = J([X, Y] — [JX, JY]). A travers Iégalité (3.1), nous avons
JZ =[JX,Y]+[X,JY],donc

[JX, JY] - [X, Y] = J(X, JY] + [JX, Y]) .

Ainsi, I'opérateur IV ; est identiquement nulle. O

3.1.2 Distribution réelle associée a une distribution complexe

Soit n, p deux entiers tels que p < n. Soit M une variété différentielle de dimension 2n munie d’une
structure presque-complexe J.

Définition 3.3. Une distribution complexe X de dimension complexe p est un sous-fibré vectoriel com-
plexe de rang p du fibré vectoriel complexe 750 M.

Soit £ C T M une distribution. On appelle Re E la distribution de T'M définie par Re E = LR 3(B)

ou
mo: TM —  TYOM

1 .
& = 5E-iT9)
est un isomorphisme. La distribution Re E est stable par .J.

Exemple 3.4. Soit V' une variété complexe de dimension n. Soit (21, ..., z,) les coordonnées complexes

0
de V dans une carte holomorphe ou z; = x; + iy, avec x;, y; € R.Si Z = E (ar + zbk)a— est une
2k
k=1

section de TV avec ay, by € €°°(V, R), alors

0
ReZ = Z(ak (93/19)'

Lemme 3.5. Soit E une distribution complexe sur M. La condition [E, E] C E est équivalente la condition
suivante : pour tout X, Y € Re E,

NyX,Y)=0 et [X,Y]-[JX, JY]EReE . (3.2)

Démonstration. Par la proposition 3.2, la condition [E, E] C E est équivalente 8 N; = 0. Pour tout
X, YeReFE,ona

(X —iJX,Y —iJY]=([X,Y] - [JX, JY]) —i([X, JY]|+ [JX,Y]) .
Comme Nj; =0,0na
(X —iJX, Y —iJY]=(X,Y]|-[JX, JY]) —iJ ([X, Y] - [JX, JY]) ;

d’ou I’équivalence. O
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3.1.3 Distribution holomorphe

Soit V' une variété complexe de dimension complexe n et p un entier tel que p < n. On note J la
structure complexe induite par V.

Définition 3.6. Une distribution holomorphe E de rang p sur V' est un sous-fibré vectoriel holomorphe
de rang p du fibré T}V,

Cette définition a bien un sens car nous avons montré dans la proposition 2.39 que le fibré 710V est
isomorphe au fibré tangent holomorphe 7'V

Définition 3.7. Une distribution holomorphe I de rang p sur V' est dite intégrable au sens holomorphe si
V est recouvert par des ouverts U tels qu’il existe une application ¢ = ¢y : U — C"~P holomorphe
et submersive satisfaisant pour tout z € U

B, =Ker(Ttp : T,U — Ty, C"P) .

Lemme 3.8. Soit £ C TV une distribution holomorphe de rang p. La condition [E, E] C E est équiva-
lente d [Re E, Re E] C Re E.

Démonstration. On suppose [F, E] C E.Soit X, Y € Re F,parlelemme 3.5,ona [X, Y]|—-[JX, JY] €
Re E. Comme E est holomorphe, par le corollaire 2.48 et la proposition 2.49, on conclut que [X, Y] €
Re E.

On suppose que [Re E, Re E] C Re E. Comme F est holomorphe, par la proposition 2.49 et le corollaire
248,onalJX, JY] = —[X, Y] pourtout X, Y € Re E;donc [X, Y] —[JX, JY] € Re E. On conclut
avec le lemme 3.5. O

3.1.4 Version analytique du théoréme de Frobenius
Lemme 3.9. Soit V une variété complexe et J la structure complexe induite par V. Soit X un champ de

vecteurs réel holomorphe sur Vet ®X son flot. Pour tout t € R, nous avons (<I>tX) Y J=.

Démonstration. Comme % [(@f()* J] = (@ff)* (ZxJ) et que LxJ = 0, on conclut que pour tout ¢,
(@X) T=(2F)" T =1. O

Corollaire 3.10. Si X est un champ de vecteurs réel holomorphe de flot &%, alors pour tout ¢, nous
avons J o (@f()* = (@f()* oJ.

Démonstration. Comme (<I>tX)*oJ: J,ona f((I)tX)* = [(@f()* oJ}oJ =JoJ = Jo[(CI)tX)* OJ] ,
Cest-a-dire J o (0X)" = (@) o J. O

Théoréme 3.11 ( Frobenius holomorphe ).]

Soit V' est une variété complexe de dimension n et J la structure complexe induite par V. Une
distribution holomorphe F de rang p sur V est intégrable au sens holomorphe si et seulement
siona [E, E| C E.

Démonstration. On suppose que E est intégrable. Soit U un ouvertde Vet ¢y = ¢y : U — C" P une
application holomorphe submersive tel que £, = Ker(7.¢ : T.U — Ty,)C"~?) pour tout z € U.
L’espace W = 9~1(0) est une sous-variété de V' de dimension p. Pour tout 2 € W,ona T,W = E..
Soit X, Y deux champs de vecteurs de V' se trouvant dans E. Les champs de vecteurs Xy et Y- sont
dans T'W. Par la proposition 1.40, [X, Y]y est dans TW, donc pour tout z € W, [X, Y](z) € E..
Ainsiona [E, E] C E.
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On suppose que [F, E] C E. Dans cette partie, on complexifie la démonstration du lemme 1.58.

Soit x € V et U un ouvert de V' contenant z. Les hypothéses étant locales, on peut supposer que U
est un ouvert de C" de coordonnées holomorphes (z1,..., z,) ou z; = x; + iy; avec z;, y; € R. On
suppose que x = 0.

Premiére étape. Le but de cette étape est de construire une famille de champs de vecteurs X;, Y; = J X
pour j € {1,..., p} engendrant Re E sur U tels que X; + iY; est holomorphe.

Soit (e, Je1,...,en, Je,) une base de TRV tel que sur U, Re E = vect(ey, Jey, ..., ep, Jep). Quitte
a composer par un C-isomorphisme de C", on peut supposer qu'en 0, e; = 8—% et Je; = a—yj pour tout
j €{1,..., p}. Auvoisinage de 0, on peut écrire
- 0 0
S (o35 bk )
ou pour tout j € {1,..., p} etk € {1,..., n}, les fonctions «a;, = a;i + ibj; sont holomorphes. La

matrice A = (oi)1<j, k<p est holomorphe et vérifie A(0) = I,,. On note B = (Bj1)1<;, k<p l'inverse de
A dans un voisinage de 0.

1
Pour tout j € {1,..., p}, on définit les champs de vecteurs eJ 0 de TV0M par € Lo — §(ej —iJej).

n
el’O—Zak—a
i oz,

k=1 k

Nous avons,

Soit (v;)1<j<p une famille de champs de vecteurs sur 750 M définie par v; = Z Bijk 6,16’0 . Comme les
k=1
champs de vecteurs e 0 les champs de vecteurs v; forment une base de £ sur U. On a :

p
vj = az + Z fjl ou fjl:ZBjkOékl :
U k=1

On pose X; = 2Rewv; et Y; = —2Imvj, nous avons :
0 - 0 0
Xj= oz, + > (Re( (i) 5 +Im(fjl) + Z Re( f]l Im(sz)% ;
I=p+1 Yi I=p+1 !

onabienY; = JX;.

Deuxiéme étape. Montrons que pour tout j, l € {1,..., p}ona[X;, X;| =0,[Y}, V] =0et[X;, V|| =
0.

Soit (u1,...,u2,) les coordonnées de R?™ tel que ugj_1 = z;j et ug; = y; pour j € {1,..., n}. Par
construction, il existe des fonctions (g;;) et (hj;) telles que

0 0
X; t Y, =-— hjl=— .
e Y a e
1=2p+1 1=2p+1
Comme [X;, Xi], [Yj, Y], [Xj, Y]] € Re E, par 'argument utilisé dans la démonstration du lemme 1.58
on conclut que [X;, X;] =0, [Y Y] =0et[X;, Y]] =0.
Troisieéme étape. Montrons qu’il existe une application holomorphe ® tel que ®*X; = — et ®*Y, =

&rj

0 .
— pour tout j € {1,..., p}.
Oy, { }
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Soit ®7 (resp. U7) le flot engendré par X (resp. Y;) pour tout j € {1,..., p}.Soient W = {(21,..., 2,) €

C" | z1 = ... = z, = 0} une sous-variété transverse a Re F en 0 et ® I'application définit au voisinage
de O par
D CPx W — M
(1 +iys, ..., xp+iyy), w) — Dy oW o.. . 0P o] (w)

En identifiant CP 4 R?? et en voyant W et M comme des variétés réelles, nous avons :

T(O,w)(b(é-la .-, gp’ T]pv U) = éle(w) + 771Y1(w) +...+ prp(w) + 77pyp(w) +v .

L’application T(g ,,y® : C? x Ty, W — T,,M est un isomorphisme R-linéaire, donc ® est un difféo-
morphisme local au voisinage de 0.

On note Jy = J)yy la structure presque complexe sur W et Jg2p = Jig2y la structure presque complexe
sur R?. Etant donné que les flots ®7 et U*¥ commutent, comme dans le cas réel (voir la démonstration
du lemme 1.58) on a

dans un voisinage de 0. D’autre part, pour Z un champ de vecteurs sur W, 2’ = (z1+iy1, ..., xp+iyp)
et w € W nous avons :

Ty ®(Z(w)) = (®L,) 0 (¥L ) 0.0 (‘Pi,,) ° (q/;) Z2(®(<, w)) .
Par le corollaire 3.10, nous avons
Tty ®(JZ(w)) = (@1,) 0 (1) 0.0 (‘%) o (w;p) JZ(®(2, w))
= J(T((z, ) @(Z(w)) ;

donc par la proposition 2.5, I'application 7{. ,,)® est C-linéaire au voisinage de 0. Ainsi I'application @
est holomorphe, donc E est intégrable. O

3.2 Propriétés locales des structures presque-complexes

Soit M une variété différentielle de dimension 2n munie d’une structure presque-complexe J qui
vérifie la condition N; = 0. Le but de cette partie est de montrer que localement il existe une nouvelle
base de coordonnées telle que la structure presque-complexe .J est donné par la structure complexe de
C™; c’est objectif du théoréme 3.16.

3.2.1 Deux énoncés sur les opérateurs elliptiques

Dans cette sous-partie, on présente deux théorémes sur les opérateurs elliptiques que nous admet-
tons. Ces théorémes seront utiles pour la démonstration du théoréme 3.16.

Soit n un entier positif et (1, ..., ;) les coordonnées canoniques de R™. Pour o = («q, ..., ay,) € N”
o ol on 16}

un multi-indice, on note — I'élément —4- ... —5~. L’élément — est un opérateur différentiel
ox® 0z} oxra™ oz

n «a

d’ordre |a| = E «; . Plus généralement, un opérateur différentiel linéaire est un polyndme en les Dpe
, x
J=1

qui s’écrit sous la forme

ou les a,, sont des fonctions de x a valeurs réelles ou complexes et m un entier naturel.
On dit que opérateur P est d’ordre m sur un ouvert {2 de R" s’il existe une fonction a, qui ne s’annule
pas sur Q avec a € N” tel que |a| = m.
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Définition 3.12. L’opérateur différentiel P d’ordre m est elliptique sur €2 un ouvert de R" si pour tout x
dans € et tout £ dans R"” non nul, nous avons

D aa(x) € £0 .

laf=m
Exemple 3.13. L’opérateur laplacien sur R" est elliptique.

Soit m, N et M trois entiers positifs tels que M > N. Soit u = (u1,..., uy) : R — RY une
fonction inconnue. Soit M équations d’ordre m définies par

Fj(z, u, Du, ..., D™u) =0 pour j€ {1,..., M}, (3.3)

ou DPu est la collection de toutes les dérivées partielles de u d’ordre p et (F;); une famille de fonctions
que Lon suppose étre lisses en leurs arguments.
0“u,

oz

variables de la fonction F;. Par la formule de Taylor a 'ordre 1, nous avons

Pourr € {1,..., N} et « € N” tel que |a| < m, on pose Yro =

(x).On note (z, (Yra)r,a) les

N
Fj(x, (Yra + hra)r,a) = F}($) + Z Z

r=1|a|<m

OF;
897’1 (ZE, (yra)r, a) hro + Reste .

[0}

Soit w : R™ — R" une fonction. On pose h.q = 3 lir et 'on définit le linéarisé L; de F; en u par
x
Y OF; 9w
— J r
Ljw = E g . (x, u(x), ..., D™u(x)) el (3.4)
r=1|a|<m
Ajra

On dit les opérateurs F; sont elliptiques en la fonction w si les opérateurs différentiels L ; définie en (3.4)

sont elliptiques. On dit que le systéme d’équation (3.4) pour j € {1,..., M} est elliptique si pour tout
& € R™\ {0} et tout z, la matrice | aj, = Z ajra® est de rang N.
la|=m 1<j<M
1<r<N

Voici maintenant les énoncés des deux théorémes annoncés.

Théoréme 3.14 (Analyticité des solutions des systémes elliptiques). Soit u une solution de classe 6™ du
systéme (3.3) qui est supposé elliptique en u. Si les fonctions F); sont analytiques en leurs arguments, alors
la fonction u est analytique.

Théoréme 3.15 (Existence locale des solutions). On suppose que M = N et que le systéme (3.3) est
elliptique en une fonction ug. On suppose qu’en un point xq la fonction ug vérifie les équations

Fj(zo, uo(x0), .., D™uo(x0)) =0 pour j€{1,..., M} |

avec F} lisse. Alors pour |x — xo| < € avec € suffisamment petit, il existe une solution u du systéme (3.3)
avec
0“u 8QUQ

5o (x) — 5o (z)| < Ce™ e pour |a| <m

ou C et 0 < 1 sont deux constantes positives.
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3.2.2 Propriétés locales des structures presque-complexes

Nous présentons maintenant le théoréme principal de cette partie.

r—( Théoréme 3.16.] N
Soit xg € M et U un voisinage de xg. Soient (z1, ..., Z2,) les coordonnées canoniques réelles
de U et n champs de vecteurs P,..., P, (dans la base formé des z;) qui engendrent le fibré
vectoriel complexe 7% M sur U.

Sous I'’hypothése N; = 0, il existe une base ((1, ..., (,) de C" telle que la famille d’équations
Pjw = 0 pour j € {1,..., n} soient équivalentes a la famille d’équations 9 _ pour

J
jed{l,..., n}

Démonstration du théoréme 3.16. Les hypotheses étant locales, on peut supposer que U est un ouvert
de R?™ et 7y = 0. On note (21, ..., 2,) les coordonnées complexes de U définies par z; = z; + izj1n
pourj € {1,..., n}.

Comme N; = 0, par la proposition 3.2 nous avons [T%' M, T M] c T%! M. Donc pour tout j, k €

{1,..., n},

[Pj, Pj] estune combinaison linéaire des Py,..., P, . (3.5)

0
—.0 t
e n peu

Quitte a composer par un R-isomorphisme de C", on peut supposer qu’a I'origine P; =

écrire sur U
P = Z a]k + Z Bik 7= 8*

ot les v, et les (3, sont des fonctions de classes €°°. On note C'la matrice (o )1<;j, k<n et D la matrice
( 5jk)1§ j, k<n- En 0, la matrice D vaut I'identité et la matrice C est nulle. Donc, proche de 0, la matrice

D est inversible. Soit (1, ..., Qy les opérateurs définies par
0 0
Q1 Py 921 oz
s |l=Dt| | =Dtc| |+ : ) (3.6)
0 0
Qn P, D2m %
Les opérateurs Q1, ..., Q, forment une base du fibré vectoriel complexe T%'M sur U. 1l existe des
fonctions aj, de classe €™ telles que pour tout j € {1,..., n},

@ = Ozj Z jk@zk '

Les fonctions a;, sont nulles en 0.
Compte tenue de ’hypothése N; = 0, nous avons : pour tout j, k € {1,..., n},

[Qj, Qi) estune combinaison linéaire des Q1,..., @Qn ; (3.7)

on peut aussi le voir en utilisant la définition (3.6) et la condition (3.5). On note A la matrice (a1 )1<;, k<n-

Pour tout j € {1,..., n}, on note A; la j-éme ligne de la matrice A.
Pour z = (21, ..., 2,), on note
e 0
g = 8'21 et 2 = 85
0z 5 0z 5

Ozn O0Zn



34 3.2. Propriétés locales des structures presque-complexes

0
Formellement, nous avons Q; = ~— — 4, -

%
0 0 o 0 8 3
aAk 0 0A; 0 (j@Ak> 0 (A.aAg-)‘a

oz 02 om0\ ez ) a2 9z ) 0z

2 donc pour tout j, k € {1,..., n},
z

0
Comme le crochet [Q;, Q] vérifie la condition (3.7) et qu’il ne contient pas I’élément —, alors nous

0z’

avons nécessairement [Q;, Q%] = 0. Ainsi,

OAr _, O _0A; 04

oz, 7 o: om0
c’est-a-dire Q; Ay = QrA;.

Condition sur la base ({3, ..., ;) cherchée. On note ( le vecteur ligne ({3, ..., (,) constitué d’élé-
ments formant la base cherchée.
Soit w une fonction définie sur C" et vérifiant les équations Q;w = 0 pour tout j € {1, ..., n}.Ona

ow ow

- (C(2)) +Q;¢(2) - —=(¢(2)) -

Qj [w(¢(2))] = Q;¢(2) - ac o

On suppose que ¢ est dans un voisinage de la fonction z — z. Soit Uy C U un voisinage de 0 tel que
pour tout z € Uy, ((z) € U. Pour toutes fonctions w telle que Q;w = 0, la fonction z — Q; [w({(2))]
appartient & un voisinage de la fonction nulle sur Ujy. Comme dans la base ((1, ..., {,) nous avons pour

w
tout j € {1, ..., n}, — = 0, on conclut que pour tout j, Q;( est dans un voisinage de la fonction
J
nulle sur Uj.
Comme la fonction ¢ que 'on cherche n’est pas unique, on peut supposer que ;¢ est la fonction nulle

sur Up.

Recherche de la fonction (. On va chercher ¢ dans un voisinage de la fonction z — z tel que les

coordonnées (1, ..., ¢, soient des solutions indépendantes des équations ;¢ = 0.
Au voisinage de 0, nous avons — = A; - ¢ pour tout j € {1,..., n};donc
aZj 0z
a¢ a¢
—=A-=. 3.8
0z 0z 3.8

Comme A n’est pas analytique, la solution ¢ de (3.8) n’est pas nécessairement analytique. On veut
construire ( comme étant une fonction analytique de (1, ..., T2,) ; pour cette raison, nous allons cher-
cher ( sous la forme { = g o h ou g et h sont des fonctions de C™ a valeurs dans C” telles que

oh
0z 2=0

dg

= =1d
27 P

=1Id et

pour y = h(z). En faisant un abus de notation, nous avons
o¢  0Oh [(0Og 3h dg
5 oh A EZon)
0z 0z Ay 82 0y

o¢ Oh [0Og OE dg
= oh |\ z=oh
0z 0z Ay 32 oy
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) ag\ (9g\ "
Au voisinage de 0, la matrice 8—9 est inversible. On pose B = <89> : (89> etl'onnote (bjk)1<;, k<n
Y Y Y -

les coefficient de B et B; la j-éme ligne de B. Ainsi, 'équation (3.8) devient

Oh (0Og oh 0g oh (0g oh dg
0z (81/ h) 0z (Bok) (39 h) 4 {az <5y0h) 0z (Boh): <3y0h>} ’

c’est-a-dire

oh  0Oh oh  0Oh
az—i-az-(Boh)—A-[az s (Boh)}
. . Oh oh . e
Comme au voisinage de 0 la matrice 5% A- 2 est dans un voisinage de I'identité, elle est donc
Z z
inversible. On a : B N
oh oh\ ~Oh  0h

Si I'on choisi h assez voisin de I'identité dans 4!, on pourra définir B o h et donc B par I’équation (3.9).
Ainsi, pour trouver la fonction g, il faudra résoudre I’équation

dg g
-~ _B.
o] oy’

c’est-a-dire I’équation (3.8) avec A remplacé par B.

(3.10)

On a le choix de h mais on aimerait que les fonction b, vu comme des fonctions de h soient analytiques.
Pour cela, on va montrer que I'on peut choisir / de tel sorte que B(0) soit aussi voisin de 0 et qu’on ait

Z 8% (3.11)

au voisinage de lorigine.

Construction de la fonction /. Si h est suffisamment proche de la fonction z — z, la matrice B(0)
est proche de la matrice nulle. Donc, nous allons chercher h dans un voisinage de la fonction z — 2.
De la condition (3.11), nous avons

au voisinage de 0. Au lieu de voir (3.12) comme une équation aux dérivées partielles en B, nous allons
le voir comme une équation aux dérivées partielles en h.

oh =0 3.12
ayj ( )

On note k I'inverse de la fonction h dans un voisinage de 0. On a

0B, ok 0 ok 0
ot (3 0) g en = (G, 00) g erom -
et de I’égalité (3.9), nous avons
— — -1
oh oh ~Oh 8h
J

En combinant les égalités (3.13) et (3.14), '’équation (3.12) devient :

n -\ —1
ok 0 oh oh Oh  Oh
o0 2 = _A. a2t
Z <8yj0h) 0z [(82 8z) ]( 0z 82)
J

Jj=1

- — -1
ok 0 Oh oh oh Oh
+<3ygoh> 9z [(&:_A’az) ]f(A az_az> =0. (3.15)
J
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L’équation (3.15) est une équation aux dérivée partielle d’ordre 2 en h.

0
Soit h une fonction appartenant au voisinage de la fonction v : z —— =z telle que % = 1Id et
Zlz=0
h(0) = 0.1l existe p tel que h(z) = z + p(z) avec p(0) = 0. De méme pour k l'inverse deZh, il existe ¢

tel que k(y) = y + q(y) avec q(y) = 0.
Au voisinage de 0, on a

-1

(ah—A 8h> d—@—i—A gp—l-Reste;
z

0z 0z 0z
0 0, op op
donc la partie linéaire de (3.14) en les dérivées partielles de p est A; - @ _ —3 — —E A+A;- CA
0z 0z 0% 9z
On note e; le vecteur ligne (0, ..., 0, 1, 0,..., 0) ot le 1 se trouve en j-éme position.
ok (T ok 0
Au voisinage de 0, nous avons —oh = ~——ohet -—oh=¢; + o,
dy, dy; dy; dy;

j
Dongc le terme du second ordre du linéarisé de I’équation (3.15) en les dérivées partielles de p est donné
en 0 par 'application

L:pr— — .
P Z 8zj 62]
Comme l'opérateur L est elliptique (c’est loppose du laplacien), on conclut que I’équation (3.15) est
elliptique en la fonction v au voisinage de 0. D’autre part, comme la fonction v vérifie I’équation (3.15)

en 0, par le théoreme 3.15, la fonction h existe et elle est analytique.

Pour terminer la démonstration du théoréme, nous allons montrer que B est analytique.

Analyticité de B. Soit (y1, ..., yn) = h(2) lanouvelle base de coordonnées de C". Soit R; I'opérateur
définie par R; = 7 - Bj- 90 . Comme la condition (3.7) est indépendante du choix de coordonnées,
Yj Y
nous avons comme avant R; By, = Ry Bj pour tout j, k € {1,..., n}, c’est-a-dire
0Dy, 0B, 0B, 0B,
—~ _B,.-—__——4B =0. (3.16)
oy oy om " 9y
n
9’B;j OB;
De I’égalité (3.11), pour tout k € {1, ..., n}, nous avons ; ay; B;Tk = 0. En exprimant a—k al’aide
de (3.16) nous obtenons
n
0 <8Bk 0By, aBj>
—|—=—-Bj-—+Bx-— | =0 . (3.17)
jz_; dy; \dy; 7 Oy dy

Les termes des dérivées partielles d’ordre 2 du linéarisé de I’équation (3.17) en la fonction B est donnée
en 0 par lapplication

" 092G, - < 2ren a2G»>
Ly : G r— - Bi(0)——% — BL(0 J
b Zr?y] Y5 ]Z:; il )3yj Ay kl )8yj Ay

ou G est une application de C" a valeurs dans cn’ (on a identifié ., (C) avec cr’ )-

Si B(0) est suffisamment petit, le systéme d’équations (3.17) pour k € {1, ..., n} est elliptique. Ce sys-
téme est également analytique, ceci indépendamment du fait que les coefficient a ), étaient simplement
de classe €°°. Donc par le théoréme 3.14, les fonction bj;, sont analytiques réelles en les coordonnées
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(yla ey yn)

Par la définition et les propriétés des opérateurs R;, I’équation (3.10) admet bien des solutions. Comme
B est analytique, les solutions g de (3.10) sont analytiques réelles. Ainsi il existe bien une fonction ana-

0
lytique réelle g solution de I’équation (3.10) tel que g(0) = 0 et a—g =1d.
Yly=0
On a donc construit ( comme étant une fonction analytique réelle des coordonnées (1, x2, ..., Tap).
Ceci démontre le théoréme 3.16. ]

3.3 Le théoréme de Newlander - Nirenberg

L’objectif de cette partie est présenter la démonstration du théoréme de Newlander - Nirenberg.
Pour la démonstration de ce théoréme, nous utiliserons plusieurs résultats vu dans ce chapitre. Voici
maintenant ’énoncé du théoréme :

Théoréme 3.17 ( Newlander - Nirenberg )]

Soit M une variété différentielle de dimension 2n munie d’une structure presque complexe .J.
La structure presque complexe J est intégrable si et seulement si le crochet de deux champs de
vecteurs quelconques de type (0, 1) pour J est de type (0, 1) pour J.

La démonstration de ce théoréme se fera en deux parties. En un premier temps, on montrera que si
J est intégrable alors la condition d’intégrabilité est satisfaite ; c’est la partie facile. La seconde partie
portera sur la démonstration de 'autre sens.

Démonstration du théoréme 3.17 : On suppose que J est intégrable. Par la proposition 3.2, montrer
que le crochet de deux champs de vecteurs de type (0, 1) est de type (0, 1) revient & monter que 'opé-
rateur Ny est identiquement nulle.

Soit (z1, y1,..., Tn, Yn) les coordonnées de M lu a travers une carte. Comme la structure presque-
complexe .J est intégrable, nous avons

0 0 0 0
P [ = —— ] 1 o o .
J(@xj) ay; et J(@w) oz, pour j € {1,..., n}

Soit X, = ay, 88 etY; = b; aa deux champs de vecteurs sur M ou a, b; € €°°(M, R).Ona:
Yj

0b; 0 Oap\ 0

X, Y] = B I el 00

[ ko ‘7] <aka$k> 8yj (b] 8yj> 8£Uk
[ ob o dar\ O
% 5= (o) g+ (et ) o

0b; 0 aak> 0

JXg, Y] = — () —

[T Xk, ¥ < 3yk> y; (]ayj Oy,

ob; 0 darp\ O
X, JY;] = — )
[ ko J ]] < 8xk) 8xj + <b] 81']) 6xk ’

comme J [(akgsi> O(ZJ] =— ( ng) 88563 nous avons N (X, Y;) = 0.

Soit X, Y € I'(T'M) deux champs de vecteurs qui s’écrivent sous la forme

- 3 = 0 0

k=0
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Par le calcul qui vient d’étre fait, nous avons N;(X, Y) = 0 par bilinéarité de I'opérateur N ;. Donc
l'opérateur N est identiquement nul. O

Démonstration du théoréme 3.17 : On suppose que N est identiquement nulle. Dans le théoréme, les
hypotheses sont locales car les structures presque-complexes définies localement sur la variété M se re-
collent pour former un endomorphisme de 7'M . On peut donc supposer que M est un ouvert U de R?"
contenant 0.

Comme N; = 0, par le théoréme 3.16, il existe une base telle que la structure presque-complexe .J est
donnée par la structure complexe de C". On obtient ainsi I'intégrabilité de J.

Au lieu d’utiliser le théoreme 3.16, nous allons montrer ce sens du théoréme en faisant I’hypothése que
la structure presque-complexe J est analytique réelle en les coordonnées de U.

La démonstration de ce sens se fera en plusieurs étapes. On commencera par construire deux distribu-
tions holomorphes F et E’ sur un ouvert de C>" contenant U. A partir de E et E’, nous allons construire
deux submersions holomorphes avec lesquelles nous allons travailler pour trouver la structure complexe
(d’une variété complexe) qui induit J.

Prolongement de la structure presque-complexe J. Soit (z1,..., Z2,) les coordonnées canoniques
de U au voisinage de 'origine.
Onnote A = (ajr)i<j k<on € Ma2,(R) la matrice de I'endomorphisme J au voisinage de I'origine ou

0

les @, sont des fonctions analytiques réelles. Pour tout j € {1,..., 2n}, on définit ainsi J (5) par
Lj

2n
0 0
J () = a2
61']‘ el a$k
Quitte a réduire U, on peut supposer que les fonctions a ;i pour j, k € {1,..., 2n} sont des données

par des séries entiéres. Par le théoréme du prolongement analytique, on peut étendre les fonctions a
sur un ouvert V de C?" contenant U. Les fonctions aj; définies sur V sont holomorphes.

On note (z1, ..., 22;,) une base de coordonnées de V' au voisinage de 0 avec z; = x; +iy; ou z;, y; € R
et (x1,..., To,) est la base de coordonnées de U définit ci-dessus.
Compte tenue du prolongement des fonctions aji, on peut étendre .J sur V. On prolonge .J sur V' en

définissant J (8) par
8Zj

o 2n 9
J(azj) :kzlakja% pour je{l,...,2n} .

L’application .J obtenue est holomorphe sur V.

On note I la structure complexe de C2". Actuellement, nous avons deux structures presque-complexes
sur V (I et J). Sur V, les structures presque-complexes I et J commutent.

Soit F (resp. E') le sous-fibré vectoriel de T]1 OV associé aux vecteurs propres de J pour la valeur propre
i (resp. —i).On a:
E=17;vnT;v et E=T7vnTy'V.

Les distributions E et E’ sont holomorphes et de rang n sur V. Comme N; = 0, en étendant la dé-
monstration de la proposition 3.2 au cas ou J est complexe, nous avons [E, E| C E et [E', E'] C E'.
Ainsi par le théoréme 3.11, les distributions F et E’ sont intégrables. Donc localement, en voyant E et
E' comme des sous-espace de 'espace (T'V, I) (ceci a grace a la proposition 2.39), il existe deux sub-
mersions holomorphes ¢ : V. — C" et ¢ : V. — C" telles que E, = Ker (T,¢ : T,V — C") et
E, =Xer (T, : T,V — C") pour tout z € V.
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Etude des applications ¢ et t). Soit W et W’ les parties de C" définies par W = (V') et W' = ¢(V).
Pour tout z € V, on note W, et W/ les sous-variétés complexes de V' définies par
W.=¢"'({0(2)}) et Wi=v'({v(2)}) .

Par construction, nous avons : pour tout o« € W, T, al’OWZ = FE, et pour tout 3 € W/, T ﬁl ’OW; = Eé ;
de plus il existe un isomorphisme entre les variétés V et W, x W/ pour tout z € V.

Etude de I'application Yw, : W, — W.
Pour tout o € W, I'application Ta@b\wz :T,W, = E, — C" est injective ; en effet

Ker(Toyw, : Eo — C") C Eq NKer(Tatp : ToV — C") = E, N E,, = {0} .

Comme I'application Ty, est surjective, on conclut qu’elle est bijective. Donc par le théoreme 2.25
I'application ¢y, : W, — W est biholomorphe.
De méme I'application @y, : W, — W' est biholomorphe.

Restriction de ¢ et ¢ a U. En revenant a 'ouvert de départ U, I'application ¢y : U — W est un
difféomorphisme. Pour le voir, il suffit de montrer que 'application Tty : T,U — C™ est surjective
pour toutz € U.Comme pour tout Y € C",ilexiste Z € E, telque T,%)(Z) =Y (car T, est surjective)
et que T,U C T,V, on a l'existence d’un élément Z’ € E/ tel que Z + Z' € T, U.L’élément Z + Z'
construit vérifie 7,9y (Z + Z') = Y ; ceci montre la surjectivité. Comme les espace T, U et C" sont de
méme dimension, on conclut que 7,1 est bijective. Donc ¢y : U — W est un difféomorphisme.

De méme I'application ¢y : U — W est un difféomorphisme.

W%

U

¢
>/ W= 6(V) = o(15)

Etude de I'application ® = (1), ¢) : V. — W x W’. Pour tout z € V, I'application T, ® est définie par

T.o: T,V — T¢(Z)WXT¢(Z)W/
zZ — (TA(2), T-4(Z))

Soit Z € T, V. En décomposant Z sous la forme Z = X + Y avec X € E, et Y € E’, nous avons :
T.9(Z) = (T:yw, (X), Todw: (Y))

Ceci montre que 7., ® est bijective. Donc I’application ® est biholomorphe.
Pour X € E, etY € E/, on définit ®,(X +Y) par

2.(X+Y) = ((Uw.), X, (dwn), V)
et pour (Z, Z') € Ty)W X Ty, W' on définit &*(Z, Z') par
B2, 2) = ()" 2+ (o) 2
Si X € TRV avecu € U, nous avons T, ®(X) = (T (X), Tugx (X)), donc

2.(X) = (U)X, (B0), X) et @u(X) € Ty W x T, W'
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Etude de différentes structures presque-complexes. On note Jyy (resp. Jyy) la structure complexe de
C?n restreinte a W (resp. W’). Le but de cette partie est de montrer qu’il existe un isomorphisme entre
les espace (TU, J) et (TY°W, Jy), ceci achévera la démonstration.

Soitz € V fixéet Z € TZI’OV. Nexiste X € F,etY € E/ telque Z = X + Y. Par définition de F, et
E?, nous avons Jp_ = +iet Jjp, = —i, donc

J(Z)=J(X+Y)=JX +JY =iX —iY .
Comme Jy = +i sur THOW et Jyr = +i sur THOW’, nous avons :
o (Jw & (=Jw)) 0 ©u(Z) = "o (Jw & (—Jw)) [(sz)* (X), (¢yw2), (Y)}
=" [Jw (), (X), = (Fywe), (V)]
= i (), (X), =i (9w), (V)]
= (W) [# (), (O] + (G)” =i (@), (V)]
—iX —iY ;
donc sur T} 'V, ona ®* o (Jy @ (—Jyw+)) 0 @, = J, Cest-a-dire (Jiw @ (—Jyr)) 0 By = By o0 J.

Maintenant, nous allons étudier la structure presque-complexe J sur U.
Soit u € U fixé et X € T,U. Comme T,U C TRV, ’élément X — il X appartient a 'espace T}’OV.

Etant donné que sur TII’OV, nous avons (Jy & (—Jy)) o P, =P, 0J,0na:

O, J(X —ilX) = (Jw & (—Jw)) [@u(X — il X))

(

= (Jw @ (—Jw)) [P(X) — il (P, X)] car P, est C — linéaire et P, ol =10 P,
= (w @ (=Jw) [(Yw), (X) =il (¥), (X), (6), (X) =il (ép), (X)]

= (i [(0w), (X) =i (b)), X)] =i [(ep), (X) =il (8), (X)])

car (1/J|U)* (X) e TE(U)W et (¢|U)* (X) e Tf(u)W’.

Comme X € T, U,ona X —ilX € T,U +iT,U, donc J(X — il X) appartient a T,,U + iT,,U. Par
définition, on a

B,J(X —ilX) = ( (), J(X —iIX), (), J(X — uX))
Comme

O, J(X —ilX) = &,J(X) —i®,I(JX) carlJ=JI
=&, J(X) —il [P.J(X)] car @ est holomorphe et &, 0l =10 ®, |

on conclut que
(V) (JX) =il (), (JX) = (), J(X —ilX)
=i [(V), (X) =i (4p), (X)]
= (| (), (X) =il (Y). (X)] )
= aw (), (0) = it ((9), (0)

En prenant la partie réelle de I'égalité ci-dessus, nous avons (¢¢7)«(JX) = Jw (¢7)«(X) . Ainsi, sur
U nous avons J = (¢7)* o Jw o (i)« - Donc la structure presque-complexe .J est intégrable. Ceci
achéve la démonstration. O
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