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Introduction

La conjecture de Bieberbach est, malgré une formulation élémentaire, un pro-
bleme difficile qui a tenu téte a de nombreux mathématiciens. En effet elle a été
démontrée par Louis de Branges en 1984, 68 ans apres qu’elle a été énoncée par
Ludwig Bieberbach.

Voici I’énoncé en question, les objets évoqués seront développés plus tard dans
le mémoire.

LA CONJECTURE DE BIEBERBACH (1918 ; Louis de Branges 1984)

loppement en série entiere est de la forme :
VzeD, f(z)=z+ay*+azz’+..., avecayas,... €C.
Alors :

Yn>2  la,| <n,

rotation de la fonction de Koebe ».

Soit f une fonction holomorphe injective sur le disque unité, noté D, dont le déve-

De plus, I'inégalité est stricte pour tout n supérieur ou égal a 2, sauf si f est « une

Dans ce mémoire nous allons démontrer les cas n =2 et n = 3.

Louis de Branges



1 Cadre du probléeme

On introduit une classe de fonctions correspondant a I’énoncé de la conjecture.

Définition 1. On appelle la classe schlicht ("simple” en allemand) normalisée, notée
S, Uensemble des fonctions holomorphes f injectives de D dans C telles que :

1. f(0) =0,

2. f(0)=1.
On appelle S-fonctions les éléments de cette classe.

Conséquence :

Une S-fonction s’écrit donc sous la forme :

2, 3 S £(0)
VzeD, f(z)=z4a’+asz’+ - =24+ a,2" ou Vn>2, a,= p
n=2 -

Exemple 2. L’identité sur D est un élément de S.

On peut se ramener a S sans probléme a partir d’une fonction holomorphe injec-

. D — C .
tive f : D — C, en posant g : f(z)—f(0) - Notons qu’on a bien dans ce cas
SO ()

£/(0) # 0 car sinon par le théoréeme de structure locale des fonctions holomorphes, on
aurait un voisinage de 0 tel que tout w dans ce voisinage admettrait au moins deux
antécédents par f. De maniere générale, la non-annulation des dérivées de fonctions
holomorphes injectives est un corollaire du théoreme de structure locale.

D — C

Proposition 3. La fonction g : P O EI0) est dans S.
1(0)

Démonstration. Pour tout z € D,

[]

Ainsi, on peut déduire aisément les propriétés de f a partir de celles de g, car g
est une transformation affine de f.



2 Etude de la fonction de Koebe

2.1 Définition

Dans cette section, on introduit la fonction qui intervient dans le cas d’égalité
de la conjecture. On appelle fonction de Koebe la fonction définie sur D par :

z

VzeD, k(z)=——.
( ) (1 _ Z)2

Proposition 4. On peut écrire k comme la somme d’une série entiére sur D :

VeeD, k(z)=z+22+32"+...

Démonstration. On remarque que k s’écrit également :

d 1
Vz e D, k(z)_zdz[l—zl

Or la fonction z — flz est développable en série entiere sur le disque D :

1

W D
z e, 11—

+oo
= Z 2",
n=0

Puisque la somme d’une série entiere est dérivable terme a terme sur son disque
ouvert de convergence, on a :

veeD, 29 { ! io ol
z z— => nz
Codz -2 & ’
d’ou
+o0
VzeD, k(z)=)>_ nz"
n=0



2.2 Injectivité de la fonction de Koebe

Pour montrer que k appartient a S, commencons par écrire k sous une autre
forme :

Lemme 5. Pour tout z € D,

=4[]

Démonstration. Pour tout z € D,
1 (1+z>2 ot P24224+1-22+22—-1
4 |\1-=z 4 (1-2)?

_ 1

4

l(l i)?]

N

Corollaire 6. On pose :

D — {z€C|Re(z) >0}

. {z € C|Re(z) >0} — C\R_
' s — 52

C\R. — C\]—o0,—1]

w :
t — (t=1)

Onak=wotos.
Proposition 7. Avec les mémes notations, s, t et w sont bijectives.

Démonstration.

1. e L’application s est bien définie :

1
Vze D, s(z)= 1+Z
—
(1 +2)(1-7)
1 — 2|2
1z z—z

AN



1.2
L=l ),

z
[1—2?

e Soit z,y € D tels que s(z) = s(y). On a :

Comme z est dans D, on a |z| < 1. Ainsi

1+2 1+y

l—z 11—y
(1+2)(1-y) =1+y)(1-2)
l+2—y—yz=14+y—2—yz

2z =2y
d'ou z=y.

Donc s est injective.

e En particulier, s est bijective de D dans son image.
Soit 7 € {z € C|Re(z) > 0}, on a :

-1 -1
! €D et s(r )zr.
r+1 r+1

Ainsi on a trouvé 'inverse de s :
_ r—1
s (r)

:r—l—l'

2. e L’application t est bien définie :
Vs € {z € C|Re(z) >0}, s*=Re(s)*+ 2iRe(s)Im(s) — Im(s)>.

Si Im(s) = 0, alors s? = Re(s)? € C\R_. Si Im(s) # 0, alors Re(s)Im(s) # 0.
D'oit 52 € C\R_.
e Soit z,y € {z € C|Re(z) > 0} tels que 2? = ¢
On a nécessairement x = y, donc ¢ est bien injective.
e Soit y € C\R_.
Il existe 0 €] — 7, 7[ et r > 0 tels que y = re®. On pose x = \/Fe%. On a
8 €] — 2, 2[, dott Re(x) > 0 et t(z) = y. Donc ¢ est surjective.
3. e L’application w est bien définie :

Ve C\R_, wl(t) = i(t e C\]—oo, —ﬂ |

e La fonction w est affine, donc bijective sur son image.
O

Proposition 8. La fonction de Koebe est l'unique S-fonction satisfaisant le cas
d’égalité de la conjecture de Bieberbach pour tout entier n supérieur ou égal a 2, a
rotation pres.



Remarque : Expliquons la notion de "rotation" évoquée ci-dessus.

Pour f € S, on appelle la rotation de f d’angle a € R la fonction f, définie par :
Vz € D, fo(z) = e f(e"“2). En d’autres termes, on conjugue f par une rotation
(vue comme une rotation du disque a la source, et du plan complexe a larrivée).

Remarquons qu’en écrivant :

[ee) “+oo
VzeD, f(z)=z+> a2" et falz)=2+ ) b.2",
n=2 n=2

onab, = a,enba

8.

, ot |a,| = |by,], ce qui est cohérent avec I’énoncé de la propriété



3 Motivation : théoréme pour les coefficients réels

Pour nous convaincre de la véracité de la conjecture, commencons par la démon-
trer dans le cas ou tous les coefficients sont dans R.

Proposition 9. Soit f une S-fonction dont tous les coefficients de Taylor sont réels.
Pour tout z € D, si Im(z) > 0 alors Im(f(2)) > 0.

Démonstration.

Comme les coefficients de f sont réels, on a : Vz € R, f(z) € R.

Réciproquement, si pour z € C on a f(z) € R, alors f(z) = f(z) = f(z). Par
injectivité de f, on a alors Z = z. Par conséquent z € R.

Raisonnons par l'absurde, et supposons qu’il existe z € C tel que Im(z) > 0 et

Im(f(2)) <0.
Soit (t,)nen une suite a valeurs dans R telle que Vn € N, 1 > ¢, > 0et lim ¢, = 0.

n—-+o0o
On aVn €N,

“+o00

f@it,) = it, + ) an(it,)"

= it, (1 + io an(itn)"_1>
= ity (1 +0(1)).

Donc pour n suffisamment grand, on a Im(f(it,)) > 0.

Notons Dy = {z € D|Im(z) > 0}. On a alors montré I'existence d'un élément w de
D, tel que f(w) € Dy.

Comme D, est convexe, le segment joignant z et w est inclus dans D . Par continuité
de f, et puisque Im(f(z)) < 0 et Im(f(w)) > 0, I'image de ce segment par f
intersecte 1’axe des réels.

Par ce qui a été montré au début de la démonstration le segment joignant z et w
croise également ’axe des réels, ce qui est absurde par convexité de D, . O

Démontrons désormais la conjecture de Bieberbach dans le cas ou les coefficients
sont réels.

Démonstration. .
Soit f:z+— 24+ > a,z™ € S avec ag,as,... € R.
n=2
Soit 8 €]0, [ et r > 0.
On a
Im(f(rew)) = Z a,r"sin(nd). (%)
n=0

9



Par la théorie de Fourier, on obtient :
* 1 4 1 . 2 ™ 14 .
Vn e N a,r" = —/ Imf(re”)sin(nd)do = —/ Im f(re*)sin(nd)do
mwJ—7 mJo

car 0 — Imf(re?) est impaire par (x) et Vn € N*, 0 — sin(nf) est impaire.

Lemme 10.
Vo €]0,7[, VYneN, |sin(nf)| < nsin(f).

On a : Vn € N*,
2 qm o e .
la,|r™ < —/ |Imf(re”)||sin(nf)|dfd  par inégalité triangulaire,
7 Jo

9 A
< —/ [Tm f(re”)|nsin(0)df  par le lemme,
7 Jo

< nr.
En faisant tendre r vers 1, on obtient

Vn € N, |a,| < n.

Démontrons le lemme :

Démonstration. Procédons par récurrence.
L’initialisation est évidente.
Supposons désormais le résultat vrai pour n € N fixé.

On a
VO €]0; [, sin((n + 1)0) = sin(nf)cos(#) + sin(f)cos(nd).

Donc V6 €]0; 7|,
[sin((n +1)8)[ < [sin(nd)||cos(0)[ + [sin(6)]|cos(nd)]
[sin(nd)| + |sin(6)]

sin(f) + sin(f)  par hypothese de récurrence,
1)

<
<
<n
g(n—l—

sin(0).

Ce qui conclut. ]

Nous allons désormais démontrer la conjecture de Bieberbach avec des coefficients
complexes (cas général) dans les cas ou n =2 et n = 3.

10



4 Cas particulier n = 2

Théoréme 11. Théoréme de Bieberbach (1916)
+o0

Soit frzw 24+ Y a,2" € S. Alors |ag| < 2.
n=2

De plus, il y a éga_lité si et seulement si f est une rotation de la fonction de Koebe.

Pour aboutir a cette inégalité, nous allons nous intéresser a une certaine classe
de fonction dérivée de la classe S, que l'on étudiera grace au théoreme de l'aire.
Lors de la preuve du théoreme de Bieberbach, on verra le lien entre cette classe et
la classe S.

Définition 12. On appelle 3 la classe de fonctions holomorphes injectives sur A =
+00

{z’ 2] > 1} de la forme g : z — z+ Y byz™" avec by, by,... € C. On appelle
n=0

Y-fonctions les éléments de Y.
Remarque : Les X-fonctions ont un poéle simple, de résidu 1 en linfini.

Théoréme 134} Théoréme de l’aire .
Sig:zwz+ 3 b,z appartient a X, alors Y. n|b,|* < 1.
n=0 n=1

Démonstration. Soit g € 3, on pose E = C\g(A).

Pour calculer 'aire de E, on va 'approcher par des surfaces a bord régulier. En
effet, le bord de E risque d’étre irrégulier car I'image de g sur la frontiere n’est a
priori pas toujours bien définie. Cela poserait probleme pour appliquer le théoreme
de Stokes.

Pour tout r > 1, on pose E(r) = C\{g(z)‘|z| > r}. On adonc aire(F) = lim aire(E(r))

rz—1
z>1

car E est I'union croissante des E(r).
Or pour r > 1,
1 1
—aire(E(r)) = — // dxdy.
s ™ JJE(r)
On effectue le changement de variable suivant :
R? — C
(x,y) — x4y’
On a alors dw = dz + idy et dw = dx — idy.
Le formalisme des formes différentielles donne :

dw A dw = (dz — idy) A (dzx + idy)
=idx Ndy — (—idx A dy)
= 2idx A dy.

11



On a donc . 1
;aire(E(r)) = — / /E , AT

On pose v(r) = {g(z = r} le contour de E(r) (qui est régulier comme image de

[0,27] — C 0 — g( )) D’apres le théoreme de Stokes on a :

/ wdw:// d(w dw)
y(r) E(r)

:/ dw A dw + @ A d(dw).
B(r)

Or d(dw) = d®x +id*y = 0, d'ott [,y Wdw = [[g,y dw A dw. Donc

1 1
L (B — _
7Taure( (r)) - W(T)wdw
1 /
=57 ). 0G0 ()=,

la derniere égalité étant obtenue par changement de variable pour les intégrales
curvilignes.
On procéde maintenant au changement de variable z = re®, de sorte que :

laire(E(r)) _ 1 /27T re'q (re')g(rett) dt.

T 27 Jo

+o00
Or on sait que g s’écrit : V2 € C, g(z) = z+ X bz ".
n=0

Ainsi,
1 1 2 oo . ] ~+o00
~aire(E(r)) = —/ rett (1 -y nbnrnlel(”l)t> (Te” > nb,r " mt) dt
T 2m Jo n=1 n=0

1 27 " +oo - y +o00 .

- o bn —n_,—mn —it bn —-n zn dt.

o /o (re nzz:ln r e ) (re nz::on r )

Or

2 0sil#0
it o
VieZ /0 edt—{ N

Comme g est une série de Laurent sur A, elle converge normalement sur tout com-
pact de A. On peut alors intervertir les signes somme et intégrale dans le calcul de

laire de E(r), d’ou
+o00

1
~aire(E(r)) = r* — > n|b,[*r—"
T

n=0

12



Par définition d'une aire, pour tout r > 1, aire(E(r)) > 0.
m
Donc : Vm > 1, r* > Z n|b,|?r—2"
On fait tendre r vers 11, d’ott : Ym > 1, Z nlb,|* < 1.
Enfin, en faisant tendre m vers +oo on obtlent le résultat voulu :
+oo

> nfb,)? < 1.

n=0

Corollaire 14. (du théoréme de l’aire).

A — C
, ' oo <
Si g: : o 24 S (™) € X, alors |by]| < 1.
n=0

De plus, on a l'égalité si et seulement si g(z) = z + by + %, avec a € R (car
e =1).

On peut a présent démontrer le théoreme de Bieberbach. Pour ce faire, on va
partir d’'une S-fonction, et on se ramenera a une Y-fonction pour pouvoir appliquer
le théoréme de I'aire. Ainsi, on verra que ’estimation des coefficients des »-fonctions
obtenue précédemment nous donnera une estimation des coefficients des S-fonctions.

Démonstration. (du théoreme de Bieberbach).
Soit f € S.

On construit h € ¥ a partir de f comme suit. Ecrivons pour tout z dans D,

+o00
) =2+ a,2"
n=0

Vze D, f(z%) <1+Zan )

Posons
“+o00
VzeD, €(z)=> a,z*""?

La fonction holomorphe 1 + € ne s’annule pas sur D qui est simplement connexe,
elle admet donc une racine carrée, notée r; on la construit via un logarithme 7 de
1 + € vérifiant n(0) = 0.

Posons alors pour tout z dans D : g(z) = zr(z). Montrons que g est injective.

13



Soit w, z € D tels que g(w) = g(z).
On a alors : g(w)? = g(2)?, donc f( %) = f(2%).

Comme f est injective, on a w? = 22, d’olt 2 = w ou 2z = —w.

Supposons que z = —w.
Soit 1 le logarithme de la fonction 1 + € comme mentionné plus haut ; alors :

2 €la)
?7(2):/0 Te(a)da'

On réalise le changement de variable a = tz de sorte que :

n(z) = /01 1::<Zt)z)zdt et n(—z)= /01 1iL/(E_(t_Zt)Z)(—z)dt.

Or € est paire puisque c’est une série entiere comportant uniquement des mondémes
de degré pair, et pour la méme raison, € est impaire. Donc n(z) = n(—=z).
D’ou

g(w) = —zexp(n(~2)
= —zexp(zn(2))

= —9(2).

On a alors nécessairement g(w) = g(z) = 0, donc f(w?) = f(2?) = 0. Par injectivité
de f on a alors z = w = 0.
Donc dans tous les cas on a : z = w. On a donc montré 'injectivité de g.
Posons

1
9(1/z)

Pour tout z au voisinage de l'infini, on a (en notant la racine carrée de maniere
abusive, et en la construisant de la méme maniére que précédemment) :

Vze C\D, h(z)=

N|=

1 I -
h(z) = (2 +3 anz2”>
z n=2
+oo 7%
=2z <1 + ) anz_2”+2>

n=2
1\ &2
:Z<1+ (_> Zan22n+2+...>
=2
:Z—i—i—

14



Ainsi on voit que h est une ¥-fonction. Par le corollaire du théoreme de 'aire, on a
donc |ag| < 2.

Il nous reste a montrer le cas d’égalité.
D’apres le théoreme de l'aire, il y a 'égalité si et seulement si Vz € C\D, h(z) = z—l—g
avec |b| =1 (car g(0) = 0).

De plus,
b 1
Vz € C\D, h(z):z+;<:>Vz€C\D, g(1/z) = e
Z =
z
—VzeD - c
Vze D, g(z) e
z
D S
<= VzeD, f(z) (ESE

<= f est une rotation de la fonction de Koebe.
O

Remarque : La nécessité du passage par la racine carrée n’est pas claire a priori.

Cependant si on avait posé : Vz € C\D, h(z) = f(ll), on aurait :

1 1 1 1 -1
h(Z) = (Z + (12? + (135 +o0 (2’3’))

1 1 1 -1
:Z<1+6L2+6L32+0<2>)
z z z
B 1 1,1 1
(1w rag o)
1 1 . )
:Z—a2+b1+0<) ou by =a;— as.
z z

On ne peut rien dire sur le coefficient ay a partir de cette expression.

15



5 Quelques conséquences du théoreme de Bieber-
bach

Le principe observé dans la preuve précédente (qui consiste a utiliser des trans-
formations linéaires sur une S-fonction ou sur une Y-fonction, puis a appliquer
un théoreme connu sur les coefficients) donne des conséquences intéressantes au
théoreme de Bieberbach. Certaines d’entre elles nous éclairent un peu plus sur la
conjecture de Bieberbach.

Théoreme 15. Théoréme du quart de Koebe.
Soit f € S. On suppose qu’il existe wy € C tel que wy ¢ f(D). Alors |wo| > 1.
L’éqgalité peut avoir lieu si et seulement si f est une rotation de la fonction de Koebe.

Démonstration.
On remarque que wy # 0 car f(0) = 0.
On pose
B - C\{wo} — C
' w — s

La fonction h est holomorphe sur C\{wp}.
Soit w, z € C\{wp} tels que h(z) = h(w). On a les égalités suivantes :

WoW Wo~<

(wo —w)  (wy — 2)

w(wy — z) = (wg —w)z

Wo = WpZz.

Puisque wg est non nul, on a w = z, d’ou h est injective. Alors g = h o f est égale-
ment holomorphe et injective.

Montrons que g est dans S, ce qui équivaut & montrer que g(0) = 0 et ¢'(0) = 1.
On a ¢g(0) = A(f(0)) = h(0) =0, et :

g9'(0) = f(0)R'(£(0))
=1xh'(0) car feS
U)(](U)O — O) —+ wqy X 0
(wo — 0)?

16



Donc g est dans S.
Regardons f et g sous les formes suivantes :
VeeD, f(2)=z+az*+... et g(z)=z+b2*+...

Calculons by : on a Vz € D,

oy wif'(2)
7 = o= TP
et
§'(2) = wi(wo — f(2))*f"(2) + 2wi ' (2) (wo — f(2))['(2)
(wo — f(2))* '
Ainsi by = g"(0) = 2ugaz + 2wy
2 2w} '

Donc by = as + —.
Wo

1
Dot VzeD, g(z) =2+ (ax+ —)2+....
Wo

Comme g € §, on a par le théoreme de Bieberbach,
1
laz + —] < 2.
Wo

En utilisant l'inégalité triangulaire, et le fait que |as| < 2 on a les inégalités sui-
vantes : 1

| —| —faz| <2

Wo

1< (2 |az]) wo|

1
d - < )
onc 15 |wo|

Supposons |wo| = ;.
On a1 < (24 |as|)|wol, donc 4 < 24 |as|, c’est-a-dire : 2 < |ag|. Or |as| < 2 d’apres
le théoreme de Bieberbach puisque f € S. On a alors |as| = 2. Par le cas d’égalité du
théoreme de Bieberbach, on en déduit que f est une rotation de la fonction de Koebe.

Réciproquement si f est une rotation d’angle a € R de la fonction de Koebe,

on connait son image (cf page 6). On remarque bien qu’'on peut avoir dans ce cas

1 1 _—i«x

lwo| = 7 (en prenant par exemple wy = —3¢7'%). O

17



Remarque : On a étudié le théoreme de Bieberbach a l'origine. Cependant,
par composition par un automorphisme du disque qui envoie 0 sur zy € D, on peut
obtenir un résultat similaire en zy € D. Cet automorphisme est défini par :

Vwe D, A(w) = 1w++w2.

Alors f o A est une fonction holomorphe injective. Normalisons-la pour obtenir une
fonction dans S. Pour cela, posons :

f(Aw)) = f(20)
(1 = f20*)f"(20)

Notons que h est bien définie car |zg| < 1, et f'(29) # 0 puisque f est holomorphe

Ywe D, h(w)=

injective.
On a :
e 1(0) =0.
e Pour tout w € D,
A'(w) f'(A(w))
W(w) =
)= T o)1 o)
avec . ( ) L
+ wzyg — (w4 29)Z0 — |20
A = = )
N EA (=5

Comme A'(0) =1 — |20]? et A(0) = 2z, on a K'(0) = 1.

e Pour tout w € D,

W (w) = A"(w) f'(A(w)) + (A"(w))*f"(A(w))
(1= [20]*) /" (20)

avec ) )
_ 251 —Ja) (A +wz) =221 — [z

A// — —
(w) (14 wzp)? (1+wz)?
Comme A”(0) = —2z(1 — |20]?) , on a :

woon - —220(1 = |20)*) f'(20) + " (20)(1 — |20]?)?
w0 = (0~ 20P)F (z0) '

D’ou
f//(zo)
f'(20)

— 2%



On peut donc écrire :

d’ou

c’est-a-dire

Vwe D, hw)=w+ (0~ o)t 4 agut 1
2 f'(20)
On a donc h dans §. Le théoreme de Bieberbach appliqué a h donne alors :
1 ”(Z())
D, |=(1— ]z — %l <2
Vzp € D, 2( |20l )f/(Zo) Zo| < 2,
f”(Z()) 22070 4’20’
V2o €D, |z — < )
’ "Fz0)  (T=T2)] T (1T =120/
/" (z0) 2|2/? 4|
Vzg €D, |z — < .
" "F(z0) (L= Ta)] T (1= Tz00?)

Nous allons a présent utiliser cette inégalité pour démonter ’énoncé suivant :

Théoreme 16. Théoréme de Distorsion.
Soit f une S-fonction et soit z € D, alors :

1.
1— |z 1+ |z|
s S S s
(1412 (1—z])?
’ B B
z z
B <) < A
(1+z])? (1—1z])?
Démonstration.
1. Soit z € D. En écrivant z = re’®, I'inégalité énoncée juste avant le théoréme

donne :

(et 272 4r
(104 f <
re L —
!(reie 1—r2] = 1 =172
/
c’est-a-dire '

o f(re’) 2r 4

fl(ret) 1 —r2| = 1—12

Remarque : La fonction f’ ne s’annule pas sur le domaine D, qui est sim-
plement connexe, on peut donc définir un logarithme de f’. On notera alors

— C*
de maniere abusive la fonction définie comme la
= log((1 —[2]*) f'(2))
— C*

somme de et du logarithme de f.

z — log(1—|z]?)
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On remarque que

0 i B €mf”<7’6m> o
or (log((l =) f(re >>> T filre)  (1—r2)
Donc 5 ,
5, (log((1L =) [ (re)) )| < (1_7;2) (%)
On a

log((1 = r?*)f'(re™)) —log(1 x f'(0))| =

/Or gp(log((l — pz)f/(peia))) dp| .

Puisque f/(0) = 1, cela revient a :

log((1 —72)f'(re" log ((1— (pem)))‘ dp par inégalité triangulaire,
< *).
g (%)
Or
Lo
1—p2 2\1+p 1-p)°
D’ou

. r1 1 1
fos((1 = 7ol <4 [ (1 ) do

< 2(log(1+ ) —log(1l — 1))

1
§210g(1+r).
—r

On a donc les inégalités suivantes :

~2iog (151 < lou((1 - IS ) < 2008 (1 ).

B P
2] , 1+ 2]\
(Y <o-priren< (FE)
(1 | — |2)) . (4 DA + =)
DR -+ =) = O T - ey ey
d’ou
1] e
T SV S
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2. Soit z € D.
e Montrons dans un premier temps :

2]

e 2 Ve

Pour cela, nous allons raisonner de la méme maniere que plus haut.
On écrit pour z = re'®,

— /0 f’(pem)em dp.
D’ou
1f(2)] < / | f’ pem)| dp par inégalité triangulaire,
< / —— 3 dr par le premier point.

De plus, on remarque que :
0 r (A =r)P=(=2)r(1 =)
(97"((1—7“)2> (1—r)2
1—r+2r
=

o< ) -

o Montrons maintenant :
2]
T S KL

Cette inégalité est un peu plus délicate a montrer que la précédente. Raison-
nons par analyse-synthese. Soit v un chemin de longueur ¢ choisi de sorte que
v(0) =0, v(£) = z et (f o)y soit d’argument constant « sur [0, £].
OnaVvze D,

ﬂ@z/fwww

/ ds
[ Ve e

= ew‘/ |f(~ s)|ds car a ne dépend pas de s.
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D’ou

|—Vu o)l ds
= [ 176 )l s

vs € 0,4, F(s)Y(s) = - (f o) (o)

On veut que f o~ parcoure un segment (f o~ est d’argument constant car
il admet 0 comme extrémité et sa dérivée est d’argument constant), qui sera
alors nécessairement le segment [f(7(0)), f(v(¢))] = [0, f(2)].

Or

On distingue deux cas :

(i) Dans le cas ou |f(2)] > 1 :

Posons
g: [07 1] —
T —

()2
Soit r dans [0, 1]. On a

(1+7)2—=2r(1+7r)

g(r) = (14 r)4
B 1—7r
(1 47)3
> 0.

Donc g est croissante sur [0, 1]. Or g(1) = ; d’ou :

—_

f(z) > =>g(z]) = (14|FZ||Z|)2

W

(ii) Dans le cas ou |f(z)] < % :
On a [0, f(2)] C Im(f) d’apres le théoreme du quart de Koebe. Donc
f(7) € Im(f). On prend alors pour v le chemin décrivant f~1([0, f(2)])
paramétré par l'abscisse curviligne. On a donc

F@N = [ PG )l ds

> / (Iv(s)DIY'(s)|ds d’apres 1. avec Vr € [0,1], o(r) =
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Or en regardant soigneusement pour la dérivée en 0, on a

Vs €[00, (&) = 2h(s)] (o))

mais aussi

& (Ws)P) = - ((s)
— (70 + T s).

Donc

Vs € [0, 4], 2|7(8)|§9(|7(5)!) =7'(5)7(5) +7(s)7(s).

Par définition de v et par injectivité de f on a pour tout s € [0, ], v(0) =
0 si et seulement si s = 0.

Donc
wendl e =g (YO o)
D’ou
4 s Loy s ICT s [v(s)] ar inégalité triangulaire
D] < GO R o i g,
<o)
Ainsi on a

¢ d
WMZA¢M@Mﬂwwetwaa@|ﬂﬂzdywﬂﬁ

On se retrouve donc avec :

6 2 [ oo £ o) as
z/<wuw<wuwucmjwmmeR

> [g(\”y(s)|)]€ ol g est la fonction définie en (i), qui vérifie entre autres ¢’ = ¢,

> g(]2) = 9(0)
|
(1 + 2>

v
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6 Cas particulier n = 3

Dans cette partie, pour tout ce qui concerne les problemes de dérivabilité, d’in-
tégrabilité et de convergence, on se référera au livre Univalent Fonctions de Peter
L. Duren, voir [1].

6.1 Définitions préliminaires

Pour démontrer le cas n = 3, nous allons commencer par introduire les chaines de
Lowner. Celles-ci permettent une approche efficace des problemes extrémaux pour
les fonctions holomorphes injectives.

Définition 17. Soit f une S-fonction.

On appelle chaine de Léwner associée d f la fonction f : D x 0, +00[— C telle
que :

e Pour tout t dans [0, 400, f( . ,t) est holomorphe injective sur D.

e Pour tout z dans D, f(z, . ) est mesurable et satisfait :

1. Pour tous réels s et t vérifiant 0 < s <t < +oo, on a f(D,s) C f(D,t),

2.Vt € 10,400, f(z,t) =€tz +as(t)z? + ... (dilatation a ’origine),
3. f(2,0) = f(2).

Remarque : Il nous faut montrer que pour tout f € S, il existe une chaine de
Lowner associée. .
Remarque : La condition 2. donne pour tout ¢ dans [0, +oo[, f(0,t) = 0 et

g—f((), t) = e'. On obtient ainsi une dilatation en lorigine.

Pour la suite, nous allons travailler sur un sous ensemble dense de la classe S.
On en déduira les résultats sur les S-fonctions par densité.

Définition 18. On appelle fonction slit une fonction holomorphe injective dont
Iimage est le complémentaire d’un arc de Jordan (un arc de Jordan est un chemin
continu injectif).

Remarque : Pour une fonction slit définie sur D, I'arc de Jordan doit néces-
sairement s’étendre vers 'infini.

Remarque : Pour f une fonction slit, nous allons voir qu’il y a unicité de la
chaine de Lowner associée a f.

24



6.2 Densité de ’ensemble des fonctions slits dans S

Pour montrer que I'ensemble des fonctions slit est dense dans I’ensemble des
S-fonctions, nous allons nous servir des énoncés suivants :

Théoreme 19. Théoréme de l’application conforme.

Soit U C C un ouvert simplement connexe distinct de C. Alors il existe un biholo-
morphisme h : D — U, c’est-a-dire une bijection biholomorphe entre D et U. On
dit que l'ouvert U est uniformisé par le disque.

De plus, on peut choisir h de sorte que h(0) =0 et '(0) € R%.. Un telle fonction h
est alors unique.

Définition 20. Soit (U, )nen une suite d’ouverts de C contenant 0. Soit pour n € N,
Vi, la composante connexe de lintérieur de U, N U, N ... contenant 0. On définit
le noyau de la suite par 'union des V,, si celle-ci est non vide, par {0} sinon.

Ainsi, le noyau est soit un ouvert conneze contenant 0, ou bien le singleton {0}. On
dit que le suite converge vers un noyau si toute sous-suite possede le méme noyau.

Théoreme 21. Théoréme de convergence de Carathéodory.

Soit (Dy)nen une suite de domaines simplement connexes différents de C avec Vn €
N, 0 € D,. Soit pour n € N Uapplication f, conforme de D dans D,, qui satisfait
fn(0) =0 et f;(0) € RYL. Soit E le noyau de la suite (Dy,)nen.

Alors la suite (fn)nen converge uniformément vers une fonction f sur tout compact
de D si et seulement si (Dy)nen converge vers E # C.

Dans le cas ot il y a convergence, il y a deux possibilités. Si E = {0}, alors f est
nulle. Si E # {0}, alors E est un domaine simplement connexe, f est un application
conforme de D dans E, et la suite (f;,')nen converge uniformément vers f=' sur
tout compact de E.

Maintenant énonc¢ons de maniere plus précise ce que nous cherchons a démontrer.

Théoréme 22. Pour toute fonction f € S, il existe une suite de fonctions slit
définies sur D (fo)nen € SN telle que (fn)nen converge vers f uniformément sur
tout compact de D.

Démonstration. Soit f € S, K un compact de D et € > 0.

Observons tout d’abord que f peut étre approchée uniformément sur tout com-
pact de D par des S-fonctions dont 'image est le domaine délimité par une courbe
de Jordan. Par exemple, la suite

fn: D — C
( o f<z<1—;n>>)
1 neN*
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nous donnent une telle approximation. En effet pour n € N*, le bord de I'image de

fn est ’
{f(w(1:;0>,temﬂﬂ}.

On dispose alors d'une S-fonction g dont I'image est le domaine délimité par une
courbe de Jordan telle que :

Vze K, [f(z)—g(2)| <

DN

Nous allons désormais chercher a approcher g par une suite de fonctions slit.
Notons C' la courbe de Jordan qui délimite I'image de g. Soit pour n € N* ', un arc
de Jordan qui part de I'infini jusqu’a un point wy de C', puis qui parcourt C' jusqu’a
un point w, (sans repasser par wg). Notons D,, le complémentaire de I',,. C’est un
ouvert simplement connexe distinct de C. Le théoreme de I'application conforme
nous donne alors I'existence d’un biholomorphisme g, de D dans D,, avec g,(0) =0
et g,,(0) € R%.. Choisissons les extrémités (wy,)nens de sorte que Vn € N*, I';, C I'yiq
et w,, converge vers wy. Il est alors clair que D est le noyau de la suite (D,,),en+ et que
(D) nen+ converge vers D. D’apres le théoreme de convergence de Carathéodory, la
suite (g )nen+ converge alors vers g sur tout compact de D. Par la formule de Cauchy,
cela implique que (g.,(0))nen+ converge vers f'(0) = 1. Ainsi, la suite

dn N*
S
(g;L(O) ) neN*

est une suite de fonctions slit qui converge vers funiformément sur tout compact de
D. Donc il existe h une fonction slit telle que :

Vze K, |g(z)—h(z)| <

DO ™

On a donc
Ve K, |f(z) =h(2)| <k

ce qui prouve le théoreme. O
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6.3 Retour sur les chaines de Lowner

Soit f une fonction slit sur D. On note I' le complémentaire de f(D), c’est un
arc de Jordan qui s’étend a l'infini. On parametre [ par son abscisse curviligne, et
on note 7 : [0, +00[— C la paramétrisation ainsi obtenue.

Pour que la définition des chaines de Lowner ait un sens, commengons par mon-
trer 'existence et 'unicité de f (’existence pour les fonctions slit donnera par densité
Iexistence pour les S-fonctions).

On pose f(.,0) = f. Pour t €]0, +oo[, on note I'y = C\{v(u), u > t}. D’apres le
théoreme de I'application conforme, puisque C\T'; est un ouvert simplement connexe
distinct de C, on dispose d’un unique biholomorphisme f( . ,¢) de D dans I'; qui
vérifie ~

< 0

fo=0 e Yopyer.

0z
On notera parfois f, pour désigner f( . ,t).
of , .
Montrons que F :t+—— a—(O,t) = f/(0) est croissante.
z

Soit s < ¢, on sait déja que f(D,s) C f(D,t). On peut alors regarder : f; ' o f, :
D — D, qui vérifie f, ! o f,(0) = 0. Par le lemme de Schwarz, on a alors :

(fit o fo)(0) <1,
et

(fitof)(0)=1<«= f'of, estun automorphisme de D
= [(D,s) = f(D,1).

Or f(D,s) # f(D,t) par construction. Donc

(ft_l o fs)'(0) <1,

c’est-a-dire

f1(0) < £(0) car £(0) € RS

o7
Montrons désormais que F' : ¢+ af(O, t) = f;(0) est continue.
z
Soit ¢t € [0, +00[, et (t,)nen une suite de réels positifs qui converge vers t. Il est clair
que I'; # C est le noyau de la suite (I'y, ) ,en et que (I'y, ) nen converge vers I'y. D’apres

le théoreme de convergence de Carathéodory, la suite (f;, )nen converge alors vers
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fi uniformément sur tout compact de D. Par la formule de Cauchy, cela implique
que (f{ )nen converge uniformément sur tout compact de D vers f/. En particulier,
(f{ (0))nen converge vers f/(0). Ce qui prouve la continuité de
of
F:t— %(O,t) = 1/(0).
Remarque : On a aussi par la méme occasion la continuité de tous les coeffi-
cients a,,.

On a que r — %(O, ) est continue, strictement croissante et strictement posi-
tive donc on peut la reparamétrer par I’exponentielle via un homéomorphisme. Pour
cela, on procéde de la maniere suivante.

En remplacant v par 6 = y0 ¢, ou ¢ : R, — R, est un homéomorphisme
croissant, on a encore I' = §(R,). On pose pour u € R, ,

A, = 5([u, +00])
= y([¢(u), +00[)
=Ty

Si on construit § & partir de § comme on a construit f & partir de 7, on obtient

99
G:u— =—(0,u
5, (0 )
strictement croissante, continue, strictement positive, avec G = F o ¢. De plus g,
est I'application conforme normalisée de D sur C\A, = C\I'y,), c’est donc fy,).
D’ou

.
9.(0) = (0 e

On veut G = exp, c’est-a-dire F'o ¢ = exp. La oll ca a un sens, on a ¢ = F'~! o exp.
Pour que ¢a marche, F' doit tendre vers 400 quand u tend vers +o0.

(0, . ) évaluée en ¢(u) plutdt qu’en w.

Raisonnons par I’'absurde et supposons que F' est bornée par une constante M >
0. Soit (uy)nen un suite croissante qui tend ver +o0o. On regarde (A, )nen = (f;  )nen-
On a
hyp : C\I'y,, — D

+o0
avec |J C\I',, = C. Donc pour tout compact K, on dispose de ny € N tel que pour
n=0

tout n supérieur a ng, h, est définie sur K. Pour continuer, nous allons utiliser le
théoreme suivant :
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Théoreme 23. Théoréme de Montel.
Soit U un ouvert de C. De toute suite bornée dans [’espace des fonctions holomorphes
sur U, on peut extraire une sous-suite qui converge uniformément sur tout compact

de U.

D’apres le théoréme de Montel, on a a extraction pres la convergence de (hy,)nen
uniformément sur tout compact vers une fonction entiere h.

Or
h(0) = nl_l)I_Poo hn,(0) =0
et
1 (0) = (£, (0) 7" = F(un) ™,
donc

77, (0)] = |F ()| 7" > M
Par la formule de Cauchy, on a alors
|n'(0)| > M~! > 0.

La fonction h est donc entiére, bornée et non constante, ce qui contredit le théoreme
de Liouville.

Au final, on a bien montré I'existence et I'unicité d’une chaine de Lowner associée
a une fonction slit donnée.
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6.4 Démonstration du cas n =3

A présent, définissons la fonction P par I’équation suivante :

V(z,t) € D x [0, 4+0o0], g{(z,t) = zgz(z t)P(z,t). (DE)
On écrit de plus :
V(z,t) € Dx[0,400[, f(z,t) = Jioan(t)z” et P(z,t) an : (PS)
n=1

On a Vt € [0,400[, a;(t) = €' et pour tout entier n, a,(0) = a,.
Commengons par montrer que po(t) = 1. En utilisant (DE) et (PS) on obtient
V(z,t) € D x [0, 4+00],

+oo

> a(t)" —zZan nz"'P(z,t).

n=1

Donc V(z,t) € D x [0, +o0],

+o0 +oo

doal ()" =) an(t)n" " P(z,t).

En évaluant en z = 0,on a V¢ € [0, 400, a}(t) = a1(t)P(0,t). Or vVt € [0, +o0[, ai(t) =
e, d’on Vt € [0, +oo[, P(0,t) = po(t) = 1.

Dans ce qui suit, nous allons utiliser sans démonstration le résultat suivant du
livre Univalent Functions écrit par Peter L. Duren, voir [1] (p.88) :

1+ k(t)z

V(z,t) € D x [0,+00], P(z,t)= T r(t)

ol k est une fonction continue de module 1. Ce résultat permet de démontrer 1'in-
égalité suivante :
Vn eN, Vt € [0,+00], |pn(t)] <2

Montrons que Re(P) > 0.
Posons pour (z,t) € D x [0, 400, w4 = k(t)z, on a donc |w. | < 1. Ainsi

1+ wy, 1 — |wpl?
Re<W>_W>0.

I —wep 11— wep|?
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Montrons désormais que les fonctions a,,, pour n € N sont déterminées par les
fonctions py, pour k € N.
Pour tout (z,t) dans D x [0, +o0],

“+o00

nzzjl a (t)z" =z g an(t)ynz""1P(z,1)
= (io an(t)nz”> <§ pn(t)z”>

=3 kar(t)zF x po_i(t)z"*  (produit de Cauchy)

Par identification des coefficients, on a pour tout réel positif ¢ et pour tout entier
non nul n,

d.(t) = i kar(t)pn-r(t)

=na,(t) + Y kar(t)pp—i(t) car Vi>0, po(t)=1.
k=1

On se retrouve donc avec :

n—1
Vn € Nx, Vte[0,4+oo], da, (t)e ™ =e™ <nan(t) +3 k:ak(t)pn_k(t)> :

k=1

D’ou
n—1
Vn € Nx, Vte[0,400, e ™(a,(t)—na,(t)) = kay(t)p—r(t)e ™.
k=1
Avant de continuer, démontrons le lemme suivant :

Lemme 24. Pour tout S-fonction f et pour tout n > 2,

(n+1)%e?

la,| < 1
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o0
Démonstration. Soit f:z+—— 2+ > a,z" €S8.
n=2
D’apres le théoreme de distorsion on a pour tout z € D, |f(z)| < ﬁ

Soit z € D, et r < 1 tel que |2z| < 7.

Regardons la fonction ¢ : x — 7757 swr [—r,7]. On a
1+
/ —
Vo € [—7’,7"], gp(x)—m>0

Donc ¢ est une fonction croissante. Ainsi, on se retrouve avec 'inégalité suivante :

[F(2)] <

(1—r)?

On a donc par l'inégalité de Cauchy

Vn>2, la,| < — x

IN

Soit n > 2. Etudions la fonction 1, : s —
sur ]0,1[ et on a Vs €]0, 1],

(1—5)% sur ]0,1]. Celle-ci est dérivable

(= D (-2)(1 - )5
Ui (s) = e
(I =s)(n—1)+2s
(1—s)3sm
(n+1)s—(n—1)
(1—s)3sm °

Or Vs €|0,1],

Pr(s) >0« (n+1)s—(n—1) >0
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Donc v, atteint son minimum sur ]0,1] en 2—. D’ou

n—1
<
[@n] < (n—irl)

1

S )

n+1)? /n+1\""
< ()
- 4 n—1

9 B N n—1

S(n—i—l) 1+n—i—1 (n—1)

4 n—1
< 1
- 4 +n—l

-1
Or la suite ((1 + ﬁ)n ) est croissante et a pour limite e%. On a donc
n>2

2 n—1
Vn > 2, (1+ ) < e,

Par conséquent,

Le lemme qui vient d’étre montré, et 1'inégalité
Vn e N, Vt € [0, 400, |pa(t)] < 2.

nous assurent que les intégrales ci-dessous convergent. On a Vn € Nx, Vt €
[0, +o0f,

/t+oo e " (a,(s) — nay(s))ds —/ (Z kay(8)pn_r(s)e _”S> ds
[e_”san(s)}:w :/ (Z ka(8)pn—i(s)e _”S> ds
e "a,(t) = / (Z kay($)pn_k(s)e” 5) ds

Cette derniere formule nous montre les (a,)nen sont entierement déterminés par
les (pr)ken. A présent, utilisons ce résultat.
Regardons, en premier lieu pour n = 2 :

+o00 +oo
Vt € [0, +oo, e Hay(t) = —/t ay(s)pi(s)e *ds = —/t pi(s)e* ds.
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On fait tendre t vers zéro :

+o0o
as = —/ pi(s)e % ds.
0

Puisque pour tout ¢ > 0, |p1(t)| < 2, on a |az| < 2. On retrouve donc le théoréme
de Bieberbach.

Appliquons maintenant cette formule au cas n = 3. Apres avoir fait tendre ¢ vers
0, on obtient :

a3:—/ epg )+ 2as(t)p ()}e_i“dt

+oo +oo
= - / e 2 dt — / 2a,(t)p1 (t)e 3 dt.
0

Effectuons une intégration par partie sur la deuxieme intégrale :
+oo +oo
. / 2a()p1 (e~ dt = — / 2as(t)e=2py (t)e " di
0 0
t +00o
— {2612(15)62’5/ pi(s)e*ds
0 0
too ¢ —5 d -2t
+/ (/ (s)e ds)dt( 2(t)e ™) dt
+oo t
= [ 72 ([ e ds) (i) d
27 +o0
o)
0 0
+00 2
= (/ pi(s)e™ ds> :
0

S / T pa(t)e ™ dt + ( /0 O dt)

Pour continuer on va supposer que le coefficient as est réel et positif car si ce
n’est pas le cas, on peut s’y ramener par conjugaison d’une rotation d’angle la moitié
de argument de a3 (qu’on notera «) :

On a donc )

e f(e%) = 2+ e ag2® + e a2 + ..

Avant de continuer le calcul, établissons une relation entre ¢ — Re(p;(t)) et
t — Re(pa(t)).

Posons tout d’abord L P(et) — 1
Z —_—

U (z,t) — .
(2,%) 2z P(z,t)+1
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Remarquons que pour tout ¢ réel positif, U( . ,¢) possede une singularité effacable
en 0. On a pour z au voisinage de 0 et ¢ dans [O, +o0o :

1 P(z,t) -1
P(z,t)+1 z

B P('Zvi)—i_l<pl(t> + pa(t)z + ps(t)2® + o(2%)).

U(z,t) =

On a donc

Vi € [0, +ool, U(0,t) = 1?12@).

De plus pour tout z au voisinage de 0 et ¢ dans [0, +o0],

ov 1Pt =1 1%2(z ) (P(z,t) +1) — (P(z,t) — 1)%E(2, 1)
2=z P(zt)+1 = (P(z,t) + 1)
1 P*z,t)—1 z 298(z1)
2 (P(zt) +1)2 22 (P(z,1) + 1)2
1 2298 (2,t) — P?(2,t) + 1
T2 (P(z,t) 4+ 1)2

Puisque z est au voisinage de 0, on effectue le développement limité suivant :

22’(2]:(2, t) — P%(z,t) + 1 =22(py(t) + 2pa(t)z + 3ps(t)2* 4 0(2?)) + 1
— (L4 p1(t)z + pa(t) 2 + 0(2%))?
=2p ()2 + 4pa(t)2° + 6ps(t)2* + o(2°)) + 1
— (14 2p1(t)z + 2pa(t) 2% + pi(t) 2% + 0(2?))
=(2pa(t) — p1(1))2* + o(2?).
D’ou

ov 1 1,
E(O,t) = 5172(15) - 1p1(t)‘

Par conséquent pour tout z au voisinage de 0 et ¢ dans [0, 400,

Vt € [0, +ool,

U(z,t) = p12(t) + (;pQ(t) — ip?(t)) z 4 o(2).

Montrons désormais que pour tout ¢ réel positif, ¥( . ,t) va de D dans D ; on pourra
ainsi appliquer le lemme de Schwarz. Soit ¢ € [0,4+00[. On a pour tout z € D,
Re(P(z,t)) > 0. Or pour tout w € C tel que Re(w) > 0, en notant x = Re(w) et
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y = Im(w), on a :

w—12 (z—1)2+y
’w—i—l (1) 42
B 4z
G
<1

Donc

Ve e D\0}, |U(z1)| < |i|

Soit r €]0, 1[. Notons D, = {z € C‘|z| < r} et appliquons le principe du maximum :

=S| =

sup [U( ., 1) =sup |¥( . 1) <
D, 9D,

En faisant tendre r vers 1, on obtient sup |¥( . ,¢)| < 1. Par le théoréme de I'image

ouverte, puisque W( . ,t) est non constante, on a que ¥( . ,¢) est une application
ouverte. On en conclut que Vz € D, |¥(z,t)| < 1.
On note ¢; 'automorphisme de D défini par

\V/ZGD, ()Ot(z> S

b ou a; = V(0,1).

Alors la fonction ¢; 0o W( . ,t) va de D dans D et vérifie ¢, (V(0,t)) = 0.
Par le lemme de Schwarz, on a donc

OproU( . ,t)
—(0)| £ 1.
‘ 0z 0)f =
D’ou 5T
0] <1
Or L ()
— Q2 — Qg2 — Q¢
Vze D (2) =
S ) QOt(Z) (1 _@z)g )
donc
Hay) = _ 1
Sat t) — 1 _ ‘at|2‘
Et on a montré précédemment que
U(0,t) = t —(0,t) = =pa(t) — —pi(t).
0.0 ="2 et Z20,0) = Spat) - A0
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Ainsi

11t)‘ (0 - )| <1

On a alors ] )
— t—zt‘<1— D7,
S5m0 = 220 < 1= (1)
D’ou

M (7] <

5 (Re(pa(t)) + iTm(pa(0) — 7Relpr(1))? — SiRe(p () (1)) + §

1= 7 (Re(p (1)) + Im(pa(1))?)

Puisque Vz € C, —Re(z) < |z|, on a :

~ (SRelealt) — {Re(pa(t))? + {Im(pi(t))?) < 1= {Re(py (1)) {Tm(p(0))
done — JRe(pa(1)) < 1~ JRe(p(0)"
Tott Re(pi(1))? < 2+ Re(pa()). (%

Revenons a notre réel positif ag :

las| = Re(as) = Re (- /0 T pa(t)e dt + ( /O et dt)Q) .

Or pour tout z dans C, Re(2?) = Re(z)? — Im(2)? < Re(z)?. D’olt

+oo

lag| < — /0 " Re(pa(t))e2 dt + ( /O Re(p: (£))e ™t dt>2.

Par I'inégalité (x), on a :

lag| < /0 (2= Re(pu(1))?) e dt + ( /O " Re(pu(t))e dt>2

<1- " Re(pr(t))2e 2 dt + ( / " Re(pu(t))e ! dt> |

Or par l'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

+oo 2 +oo
(/ Rmmmememﬁ)g/ tﬁ/ e~tdt.
0 0
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D’ou .
lag| < 1+ / Re(pr(£))2(e~" — =2 dt.
0

Or pour tout t > 0, |p1(t)| < 2, donc |Re(p1(t))| < 2. Ainsi,

+00
lag| < 1+ / det — ) dt
0

+o0 +oo 9
§1+4/ e_tdt—2/ 22t dt
0 0

<1+4-2
<3.

Nous venons alors de montrer le résultat pour les fonctions slit. Par densité de
ces fonctions dans &, nous avons le résultat final.

Conclusion

Se servir des chaines de Lowner comme on I’a fait au cours de la derniere partie
semble constitue une méthode générale pour s’attaquer a la conjecture de Bierber-
bach. Comme on I’a montré plus haut, on peut trouver une expression explicite des
coefficient a,, qui ne dépend que des p;. C’est ce qui a permis a Lowner de démon-
trer le cas n = 3. Cependant, le principal défaut de cette méthode réside dans le
fait qu’elle fait intervenir des intégrales multiples et qu’elle devient tres difficile a
exploiter lorsque n devient grand. Pour démontrer les cas n = 4, 5,6 de la conjecture
de Bieberbach, d’autres méthodes ont été développées. C’est seulement plus tard,
en 1973, que Nehari a réussi a prouver le cas n = 4 a ’aide des chaines de Lowner.
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