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Introduction

La conjecture de Bieberbach est un probleme qui a occupé de nombreux mathématiciens
depuis le début du xXx° siecle.

L’énoncé de cette conjecture est le suivant, les notions abordées seront développées
dans la suite de ce mémoire :

CONJECTURE DE BIEBERBACH (1916 — DE BRANGES 1984):

Soit f une fonction analytique injective sur le disque unité D dont le développement
en série entiere s’écrit :

VzeD, f(z) =z+ay2* +asz® +... avec  as,as,... € C.

Alors :
Vn > 2, |a,| < n.

De plus, I'inégalité est stricte pour tout n > 2, sauf si f est une < rotation de
Koebe >.

Autrement dit s'il existe ng > 2 tel que |ay,,| = no, alors f est une rotation de
la < fonction de Koebe .

C’est en 1916 que le mathématicien allemand Ludwig Bieberbach a énoncé
cette conjecture portant sur les fonctions holomorphes injectives sur le disque
unité, apres 'avoir démontrée dans le cas n = 2. Charles Loewner a quant a
lui prouvé le cas n = 3 en 1923.

Toutefois, malgré son énoncé a priori simple, c’est que 68 ans plus tard que
cette conjecture fut completement démontrée par le mathématicien francais
Louis de Branges en 1984.

Dans ce mémoire, nous allons essentiellement traiter les démonstrations des
casn=2etn=3.



1 Quelques résultats d’analyse complexe

Avant d’introduire les premieres notions essentielles a I’étude de la conjecture
de Bieberbach, rappelons quelques théoremes classiques d’analyse complexe
qui seront importants dans la suite.

Notation 1.1. On notera dans toute la suite de l’étude D le disque unité
défini par D ={z € C | |z| < 1}.

Théoréme 1.2 (Lemme de Schwarz). Soit f une fonction holomorphe sur le
disque unité D vérifiant f(0) =0 et |f(z)] <1 surD. Alors :

1. Pour tout z € D, on a |f(2)| < |z| et |f'(2)| < 1.

2. 87l existe a € D\{0} tel que |f(a)| = |a| ou si |f'(0)] = 1, alors il existe
A € C vérifiant |\| =1 tel que pour tout z € D, f(z) = Az.

Notation 1.3. On note H(Y) ’ensemble des fonctions holomorphes définies
sur §2.

Théoréme 1.4 (Théoreme de Hurwitz). Soit Q un ouvert connexe de C. Soit
(fn)nen une suite de fonctions holomorphes injectives convergeant dans H(S2)
vers une fonction f. Alors soit f est injective, soit f est constante.

Théoréeme 1.5 (Théoreme de Montel). Soit Q un ouvert non vide de C. De
toute suite localement uniformément bornée dans H(S2), on peut extraire une
sous-suite qui converge uniformément sur tout compact de Q.

Ces deux théoremes permettront de montrer que la < classe de Schlicht > — que
I’on définira par la suite — est un ensemble compact de I’ensemble des fonctions
holomorphes sur D.

Définition 1.6. On dit qu’un chemin v : |[a, b] — X est un chemin de Jor-
dan si vy est injectif. De plus, on dit que v est un lacet de Jordan si vy est un
lacet et si la restriction de v a [a, b] est injective.

Définition 1.7. Une courbe de Jordan I' C X est dite simple si I' est l'image
continue d’un chemin de Jordan. Par ailleurs, I' est une courbe de Jordan
fermée si I est [image continue d’un lacet de Jordan.

Proposition 1.8. Une courbe de Jordan fermée est homéomorphe au cercle

{z € C | |z| = 1}. Une courbe de Jordan simple est homéomorphe au segment
0, 1].

Théoréme 1.9 (Théoreme de Représentation Conforme). Soit Q@ un ouvert
simplement connexe non vide de C et distinct de C. Alors il existe un biho-
lomorphisme f entre ) et le disque unité . On dit alors que D et Q sont
conformément équivalents.

De plus, si on a f(0) =0 et f/(0) >0 alors f est unique.



Ce théoreme sera utile dans la derniere partie, il permettra de montrer ’exis-
tence d’une unique application conforme dans la théorie des < chaines de Loew-
ner .

Définition 1.10. Un ouvert 0 C C est un domaine de Jordan si €2 est
Uintérieur d’une courbe de Jordan fermée.

Théoréme 1.11 (Théoreme de prolongement Carathéodory). Si Q2 et Q' sont
deur domaines de Jordan, alors tout biholomorphisme entre ) et Q' s’étend en
un homéomorphisme entre € et V.

Théoréme 1.12 (Théoreme de Jordan). SiI' est une courbe de Jordan fermée
dans C alors C\I' a exzactement deuz composantes connexes. De plus, la frontiére
de ces deuxr composantes connexes est égale a T'.

Ce dernier théoreme justifiera le caractere borné d’un ensemble.

2 Classe Schlicht et fonction de Koebe

On introduit une classe de fonctions utile dans 1’étude de la conjecture de
Bieberbach.

2.1 Définitions

Définition 2.1. On appelle classe Schlicht (< simple > en allemand) norma-
lisée ’ensemble S des fonctions analytiques et injectives f: D — C telles
que :

e f(0)=0;
e f/(0)=1
On appelera un élément de S une S-fonction.

Des lors une S-fonction est un élément qui admet un développement en série
entiere sur D tel que pour tout z € D :

fE)=z4a 2 +az2+ . =24+ a,2"
n=2

Les coefficients de Taylor de la fonction f s’expriment alors sous la forme

F(0)

a, = [ pour tout n > 2.
n!

Exemple 2.2. La fonction identité sur D f: z — 2 est clairement dans S.



Proposition 2.3. Si f: D — C est une fonction analytique injective qui
n’est pas normalisée alors

f(z) = f(0)

g: z—>——"-—>-€S8§
/'(0)
Démonstration. L’injectivité de g découle directement de celle de f.
On sait que f € S donc f(0) = 0, f/(0) = 1 et le développement en série
entiere de f donne :

O fn)
VzeD, f(z) = Z /(0) 2"

n!
n=0

On en déduit que :

]

Remarque 2.4. On en déduit donc que g a les mémes propriétés que celles
de f et on peut sans perte de généralité supposer qu’une fonction analytique
injective sur D est dans S.

On va a présent définir une fonction de la classe Schlicht S fondamentale pour
la suite de I’étude : la fonction de Koebe. Elle intervient dans le cas d’égalité
de la conjecture de Bieberbach.

(1-2)*

On remarque que I'on peut écrire la fonction de Koebe de plusieurs manieres.
En effet, pour tout z € D, on a :

_ i 1 _ - n—1\| _ 2 3
k(z)—(1_2)2—2(12(1_2)—2(2712 >—z+22 +3z7 + ...

n=1

Définition 2.5. On définit la fonction de Koebe surD par k : z +—

Ceci est justifié par le fait que la fonction ¢ : 2z — 1 est développable en
z

série entiere sur D et comme elle est holomorphe sur D, le développement en



d
série entiere de ¢/(z) = 7 (1—) correspond a la dérivation terme a terme
z —z

du développement de ¢.
Ainsi la fonction de Koebe peut s’écrire comme la somme d’une série entiere
qui converge sur D.

2.2 Propriétés de la fonction de Koebe

1
Lemme 2.6. Pour tout z € D on a k(z) = 1

1 2
( + z> B 1] '

1—-=2
Démonstration. Partons du membre de droite de 1'égalité que nous voulons
établir. Soit z € D, on a :

(7)1 -

(=)
(14—22—1—2(1—_(21)2— 22+ 2 ))

1
4

1
4
1
4

]

Proposition 2.7. La fonction de Koebe peut s’écrire comme la composée des
fonctions suivantes :

s : D — {ze€C|Re(z) >0}
1+2

zZ )
1—=2

t : {2zeC |Re(z) >0} — C\R_
s — s

w : C\R. — C\]—o0; —1]

4
t — —(t—1).
4( )

On a alors k =wotos. De plus k est injective.

Démonstration. On déduit du lemme que k = wotos. Etudions a présent
les différentes fonctions définies dans la proposition.
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F1GURE 1 — Fonction de Koebe

e Montrons que s est bien définie. Soit z € D.

14z (1+2)(1-%) 1—|Zy?+ . Im(z)
o l-z (1-2)(1-%) 14]z]2 1+ |z

s(2)

Comme z € D, alors |z]*> < 1 autrement dit fRe(z) > 0. Donc s est bien
définie.
e Soit w € {z € C | Re(z) > 0} tel que s(z) = w. Alors :

1+2
= w
1—=2
w—1
donc 2 = ——€D
w+1
.o . .. . ;. -1 w — 1
Donc s est bijective de bijection réciproque s~ : w > w1
w

En particulier s est bien injective sur D.

e Montrons que t est bien définie. Soit s € {z € C | Re(z) > 0}.
On peut écrire s = Re(s) + ¢ Im(s) avec Re(s) > 0.
Ainsi 82 = Re?(s) + Tm?(s) + 2i Re?(s)Tm?(s).
On a alors Re(s?) = Re?(s) + Tm?(s) > Re?(s) > 0.



On en déduit que pour tout s € {z € C | Re(z) > 0}, t(s) € C\R_ 1ie. t
est bien définie.

e Montrons que t est injective. Soit r,s € {z € C | Re(z) > 0} tels que
t(r) = t(s).
Alors s* = r? donc soit s = r soit s = —r. Mais le second cas s = —r
est impossible car on aurait fRe(r) = —Re(s) ce qui contredit le fait que
Re(r) > 0 et Re(s) > 0.
Donc dans tous les cas r = s et t est injective.

e En fait ¢ définit une bijection. En effet, si on considere u € C\R_ alors il
existe 0 €] — m; [ et 7 > 0 tels que u = re?®. On pose s = \/Feig et on a
alors u = s? donc t est surjective et par conséquent bijective.

e Montrons que w est bien définie.

t—1
Soit t € C\R_ alors € C\] — oo; —1] et ¢ est bien définie.

1
e Par ailleurs pour tout t € C\R_ on a w(t) = é_l(t —1). 1l s’agit d’une

application affine, elle est donc bijective de bijection réciproque w=!(u) =
4u + 1.

Donc k = w ot o s est injective comme composée de fonctions injectives.

Donc la fonction de Koebe k réalise une bijection entre D et C\|—oo0; —1]. O

Remarque 2.8. Comme [’holomorphie est préservée a chaque étape, on s au-
torise dans la proposition précédente a écrire s et t comme variables et fonc-
tions.

Proposition 2.9. La fonction de Koebe — a rotation prés — k est l'unique S-
fonction qui vérifie le cas d’égalité dans la conjecture de Bieberbach. Autrement
dit, a rotation pres, k est l'unique S- fonction telle que Vn > 2,|a,| = n.

Définition 2.10. Soit f € S et a € R. On appelle rotation de f la fonction
fa telle que : ' '
VzeD, folz) =e " f(e'*2).

Remarque 2.11. On dit f, est une rotation de la fonction f car la trans-
formation z — €'® z est une rotation du plan complexe C dans le sens trigo-
nométrique d’un angle o.

Autrement dit, si f € S que Uon écrit sous la forme :

VzeD, f(z) :z+2anz"
n=2



Alors .
VzeD, fu(z) = z+anz"
n=2

ot b, = a, ™V On a donc |b,| = |a,| car |¢’®| = 1. La proposition est
donc tout a fait cohérente car si la fonction de Koebe k vérifie le cas d’égalité
de la conjecture de Bieberbach alors ses rotations la satisfont également.

3 Cas particuliers des coefficients réels

Avant de démontrer la conjecture de Bieberbach dans les cas n = 2 et n = 3,
commencons par montrer que la conjecture de Bieberbach est vraie dans un
cas plus faible : lorsque tous les coefficients sont réels.

Proposition 3.1. Soit f € S telle que V,z € D, f(z) = 2+ >~ ,a,2". On
suppose que pour tout n > 2, a, € R. Alors¥n > 2, |a,| < n.

Lemme 3.2. Soit f € S, telle que tous ses coefficients de Taylor sont réels.
Alors f(z) e R <= z € R.

Démonstration. Comme f € Sona f(0) =0et f/(0) =1 donc on pose ag =0
et a; = 1. On sait que pour tout n € N, a,, € R donc n € N, a,, = a,,. Ainsi

fz) = ZanE" = Zanz” = f(2).
n=0 n=0

Donc f(z) = f(2).

On a une symétrie par rapport a 1’axe des abscisses du domaine f(D).

< Supposons que z € R. Comme Vn € N, a, € R, il est évident que
flz)=>"a,z" € R.

= Supposons que f(z) € R. On a donc f(z) = f(z). Or on a déja montré que

f(Z) = f(2). On en déduit que f(Z) = f(2).

Mais f est injective donc on a alors que z = Z. Autrement dit z € R. O

Proposition 3.3. Soit f € S telle que tous ses coefficients sont réels. Si pour
tout z € D tel que Jm(z) > 0 (respectivement IJm(z) < 0) alors Im(f(z)) > 0
(respectivement Jm(f(z)) < 0).

Autrement dit, f envoie la partie supérieure (respectivement inférieure) de D
sur la partie supérieure (respectivement inférieure) de f(D).

10
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FIGURE 2 — Cas des coefficients réels

Démonstration. Notons Dt = {z € D | Jm(z) > 0}. On raisonne par I’absude,
supposons qu’il existe z € DT tel que IJm(f(z)) <O0.

On sait que f/(0) =1 donc lim, g f(zz) =1>0.

On considere donc une suite de réels (), en telle que Vn € N, 0 <z, < 1 et
lim,, 4o x, = 0.

Alors lim,, 1 (i x,) = 0 et on a lim,,_, |,

Ty

=1 > 0. On peut donc écrire

flixn) =iz,(1+0(1)).

Donc il existe N € N tel que Vn > N, Jm(f(iz,)) > 0.
Ceci justifie I'existence d'un élément w € D tel que Im(f(w)) > 0.

On a donc deux éléments : z € D tel que IJm(f(z)) < 0 et w € DT tel que
Jm(f(w)) > 0.

On considere 7 le chemin sur DT entre z et w et v; le chemin défini comme
Pimage par f de 7o : 71 = f 07o. D’apres le lemme [3.2] il existe u € f(D) sur
le chemin 7; tel que Jm(u) = 0 et pour lequel Jm(f~!(u)) = 0.

Ainsi il existe v := f~!(u) point de 7y, tel que IJm(v) = 0. Ce qui est absurde.

Ainsi pour tout z € D tel que Jm(z) > 0, alors on a Jm(f(2)). O

Remarque 3.4. Comme f est une fonction injective, elle est bijective sur son
image. Il est donc tout a fait légitime de parler d’un point f~1(z) pour z € D.

11



Lemme 3.5. Soit m, n € N.

/7r sin(nt) sin(mt) dt = {O simzn;

- TSt m = n.

Démonstration. 11 s’agit d'une conséquence du fait que (e™),cy est une base
hilbertienne de L? ([0, 27], dt). O

Remarque 3.6. On peut montrer de la méme maniere que pour tout m, n €
N, ona:

s
/ cos(nt) sin(mt)dt =0

—T

Lemme 3.7. Pour tout n € N*, pour tout o € [0, 7|, on a
|sin(n a)| < n sin(a).

Démonstration. Procédons par récurrence sur n € N*.

-n=0: Comme « € [0, 7], sin(a) > 0 = |sin(0.a)|

- Soit n € N* tel que la propriété soit vraie au rang n, montrons qu’elle est
vraie au rang n + 1. On a sin((n + 1)a) = cos(na) sin(a) + sin(na) cos(a)
Donc

sin((n + 1)a)| < |cos(na)||sin(a)| 4 [sin(na)||cos(a)].
Comme pour tout x € R, [sin(z)| < 1 et |cos(x)| < 1, on en déduit que :
Isin((n + 1)a)| < |sin(a)| + |sin(na)|
Or a € [0, 7] donc sin(a) > 0. Ainsi :

Isin((n + 1)a)| < sin(a) + [sin(na)|

IA A IA

sin(a) 4+ n sin(a) par H.R.
(n+1) sin(«)

On a donc la conclusion par récurrence. O
Il nous reste alors a montrer la proposition |3.1

Démonstration de la Proposition[3.1. Soit z € D. On écrit z = pet?. On a

f(pe'?) = Z an p et = Z a, p" cos(nf) + Z a, p" sin(nd)
n=1 n=1 n=1

12



Notons B(pe'?) = 3> a, p" sin(nf) On a alors pour tout n € N* :

n=1

/7r B(pe'?) sin(nf) df = /7r sin(nf) Z ar, p* sin(k0) do

- - k=1
= Z ar p* / sin(nf) sin(k0) d6
k=1 -
=ma,p" d’apres le lemme [3.5

On justifie I'interversion série-intégrale par le fait qu'on a convergence normale
sur le disque D(0, R) pour tout 0 < R < 1.

On a donc :

/Tr B(pe'?) sin(nf) df = 7 a,, p" (1)

—Tr

Ainsi

1] [7 ,
la, p"| = — ‘/ B(pe'?) sin(nh) d0’
™ —T

2

™

/OW B(pe®) sin(nd) de‘

car 6 ~ sin(nf) et 6 — B(pe'?) sont impaires donc 6§ — sin(nf) B(pe'?) est
paire.
D’ou

2| [T -
la, p"| < = / B(pe'?) sin(nh) dﬁ‘
T 1Jo

2 [T -
< —/ B(pe'®) sin(nf)] 6
™ Jo

<2 / Blpe®) [sin(n6)] d0
™ Jo

car pour 6 € [0, 7], sin(f) > 0 et donc B(pe'?) > 0 sur [0, ).

13



Donc

2 T 4
la, p"| < _n/ B(pe'?) sin(6) do d’apres le lemme [3.7]
T Jo

< L /7r B(pe'?) sin(h) db

T™J-m

< E/ ay p sin?(0) do d’apres le lemme [3.5| et
T

—T

<nayp d’apres le lemme (3.5

Comme p < 1 est arbitraire, on peut faire tendre p — 1 et on obtient que
la,| < na;. Mais comme a; = 1 on a dés lors que

la,| < n.
[

On a donc montré I'inégalité de la conjecture de Bieberbach (proposition |3.1)
dans le cas ou les coefficients de Taylor sont tous réels. Passons maintenant au
cas général, c’est-a-dire lorsque les coefficients de Taylor sont complexes.

4 Le second coefficient

4.1 Théoréme de Bieberbach

La premiere preuve concrete permettant d’attester la conjecture de Bieber-
bach est dans le cas ot n = 2. Ce résultat — démontré en 1916 par Bieberbach
lui-méme — repose sur le théoreme de I'aire démontré en 1914 par Gronwall.

Introduisons d’abord un ensemble de fonctions nécessaires a la suite de I’étude.

Définition 4.1. On appelle 3 I’ensemble des fonctions analytiques et injectives
sur A={z¢e€C | |z| > 1} de la forme

by b =
g:zr—>z+b0+—1+—z+...:z—l—2bnz_"
z oz —

On appelle 3> - fonction, une fonction de X.

Remarque 4.2. On note au passage que les Y-fonctions sont normalisées de
sorte a avoir un pole simple de résidu 1 en +o0.
De plus, on remarque que l'on a A = C\D.

14
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Théoréeme 4.3 (Théoreme de laire). Soit g une X-fonction telle que pour tout
ze g(z) =2+ ZZOZO b, z~". Alors :

[e.e]

> nlb <1

n=1

Démonstration. Soit g € ¥. On introduit 'ensemble & = C\g(A) comme le
complémentaire sur C de I'image de g par A.

Le but du théoreme de l'aire est de calculer I'aire de I’ensemble & en fonction
des coefficients de Taylor de la fonction g, c¢’est-a-dire en fonction des b,,. Ce-
pendant en dépit du fait que & soit mesurable, on n’a aucun contréle sur &,
il peut étre assez irrégulier et a priori I'image de g sur le bord de A n’est pas
toujours bien définie.

C’est pour cette raison que 1’'on va approcher & depuis 'extérieur par des en-
sembles réguliers.

Des lors, pour tout r > 1, on définit I’ensemble &(r) = C\{g(z) | |z| > r}.

Les ensembles & (1) sont mesurables pour tout > 1. De plus, ils sont croissants
lorsque 7 croit (comme on le voit sur la figure [3)) : soit ro, 71 > 1 tels que rg < ry
alors &(rg) C &(r1). On peut donc écrire :

&=Jréw)

r>1

Par conséquent,
Aire(&) = lim Aire(&(r))

r—1+

De plus, les ensembles & (r) sont délimités par un lacet simple lisse .., on en

15



déduit qu’ils sont réguliers.

On introduit le lacet v,: t — g(re™) qui correspond au contour de &(r), ce
qui justifie la régularité de &'(r). La paramétrisation de -, permet d’assurer la
bonne orientation pour appliquer le théoreme de Stokes.

Soit z € A. Alors on note u € C la partie réelle de g(z) et v € C sa partie
imaginaire. On peut donc écrire g(z) = Re(g(2)) +iTm(g(z)) = u +iv.

Soit r > 1. Alors : )

%Aire(co@(r)) -~ / /g | du

On effectue le changement de variables w = v+ iv. On a alors dw = du+ i dv
et dw = du — i dv.
Donc

dw A dw = (du +idv) A (du — i dv)
=i (du A dv) —i(dv A du)
= 2i (du A dv)

car d’apres le formalisme des formes différentielles de degré 2, on a de maniere
générale dz Adz =dy Ady =0, dy Adz = —dz A dy et d(dx) = d(dy) = 0.

Ainsi
— Alre =5 // dw A dw (2)

Par le théoreme de Stokes, on a

/ wdw = // d(w dw)
08 (r) &(r)

ou 0&(r) correspond au lacet 7.

De plus d(wdw) = dw A dw +w A d(dw) = dw A dw d’apres le formalisme des
formes différentielles de degré 2. On déduit donc de la formule du théoreme de

Stokes que :
/ wdw = / / dw A dw
Tr &(r)

16



En reprenant , on a alors :

1. 1 _
- Aire(&(r)) = 5 /% wdw
1 —=
= % 9(2) g'(2)dz

|z|=r

car on rappelle que w = g(z) donc cette égalité vient juste de l'intégration le
long d’un chemin.

On effectue le changement de variables z = r e’ le long du cercle C(0, ).

On rappelle de plus que Vz € A, g(z) =z 4+ >~ b, 27" donc

0o
g(?" ezt) — T@Zt + E :bn r—n e—znt
n=0

et -
g/(T eit) -1 ann pn1 e—i(n—l)t
n=1

Donc en combinant tous ces résultats, on a :

1 1 2m ) ' '
= Aire(&(r)) = / rie’ g(reit)g'(re)dt
@ 0

T n

1 [ L . nd ,

=5 re" <r e "+ Z nb,r " emt> (1 — Z nby,r "1 e_’(”_l)t> dt
T Jo n=0 n=1
1 2w

—it 7 ..—n int it —n _—int
= — re "+ nb,r e rev — nb,r e dt

On remarque de plus que g peut étre vue comme une série de Laurent sur A
(tres lacunaire pour N), elle converge normalement sur tout compact de A :
on peut donc faire I'interversion entre série et intégrale.

De plus comme on I'a vu dans le lemme [3.5, (e™),cn est une famille hilber-
tienne de L? ([0, 27|, dt).

17



Ainsi,

1 1 o ) . ' %) 4
— A —_ 2 _ —n int —n _—int
- ire(&(r)) o /0 r (ngzo nb,r "e ) (321 nb,r "e > dt

— 2 Zn2 |bn|2’l“_2n.
n=1
Comme Aire(&(r)) > 0 par définition, on en déduit que
Vm >1, anlanT_Q" <7’
n=1

Ainsi, on en déduit :

o0 oo
Zn2 |ba|? = supZnQ |b,|? 772" < supr? = 1.
=1 r<l n—1 r<l1

O

Remarque 4.4. On peut montrer que pour tout r > 1, l’ensemble & (r) défini
dans la démonstration est un domaine borné.

En effet, v, est une courbe simple par injectivité de g, lisse et fermée. Par
le théoreme de Jordan, on en déduit que vy, sépare le plan complexe en deux
composantes connexes : une bornée et une non bornée. Or, on sait que g admet
un pole simple en +o00 donc :

lim g¢(z) =400
z—+00
Mais comme {g(z) | VA €]1, +ool, |z] > A} C {g(2) | |2| > r}, on déduit du
théoréme de Jordan que {g(z) | |z| > r} n'est pas borné et donc que l'autre
composante connexe &(r) = C\{g(z) | |z| > r} est bornée.
Corollaire 4.5. Sig € ¥ tel que Vz € A, g(2) = 2+3_" (b, 27", alors |by| <

(10}

1. De plus, il y a égalité si et seulement si g est de la forme g: z —> z+byg+—
: z
(ou || =1).

Démonstration. L’inégalité provient directement du théoreme de l'aire car on
a montré que

VYm > 1, ZnQ b,> < 1
n=1

En particulier, pour m = 1, on a |b;| < 1.

18



e}
Supposons a présent que g(z) = z + by + —. Il est des lors évident que
z

[bi] = e = 1.

Réciproquement, supposons que |b;] = 1. Par le théoréeme de laire on sait
que pour tout m > 1,>"" n?|b,|* <1 donc

VYm > 2, Zn2!bn!2 <0
n=2

mais pour tout n > 2, n|b,|> > 0 on en déduit que pour tout m > 2, b,, = 0.
Donc Vz € A, g(z) = z + by + — avec |by] = 1 donc il existe o € R tel que
z

by = € ce qui donne le résultat attendu. O

Théoréme 4.6 (Théoreme de Bieberbach). Soit f une S-fonction telle que
pour tout z € D, f(z) =z+> ", an 2" alors |as| < 2. De plus il y a égalité si
et seulement si f est une rotation de la fonction de Koebe.

Démonstration. Le principe de la démonstration est le suivant : a partir d’une
S-fonction, on construit une Y-fonction pour appliquer le théoreme de Daire,
avant de réinterpréter 'inégalité obtenue pour la fonction initiale. On va donc
voir un lien entre les S-fonctions et les Y-fonctions.

Soit f € S. Pour tout z € D, on écrit f(z) =z+ >~ a, 2" Ainsi

VzeD, f(z%) = 22 +Zan22”

n=2

On aimerait prendre la racine carrée de f(z?) pour z € D mais le passage a la
racine carrée nécessite de prendre quelques précautions car il faut étre sur que
I’on obtienne encore une fonction holomorphe.

Pour ce faire, on va appliquer le théoreme suivant :

Théoreme 4.7. Soit U C C un ouvert simplement connexe. Toute fonction
f:U — C* ne s’annulant pas admet une racine carrée holomorphe.

Or f(0) = 0, on ne peut donc pas appliquer ce résultat directement. Toutefois,
comme f est injective on note que 0 est le seul point ou f s’annule.
Soit z € D,

f(z%) =22+ Zan 22 = 22 (1 + Z an, z2n_2> :
n=2 n=2
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On pose alors pour tout z € D,
(o]
u(z) =14+ Z an 22772
n=2

La fonction u ne s’annule pas sur D simplement connexe, d’apres le théoreme
4.7 elle admet donc une racine carrée notée v.
Plus précisément, en choisissant v(0) = 1, la fonction v est holomorphe sur D,

. VzeD, v(z) = exp (/O%Z((gdg)

On a bien v* = u. On peut donc poser pour tout z € D, g(z) = zv(z). La
fonction g est bien définie et on a ¢?> = f. Montrons que g est injective.

Soit z,w € D, tels que g(z) = g(w).

On alors ¢2(z) = ¢*(w) donc f(2%) = f(w?). Comme f est injective, on en
déduit que 2? = w? donc z = w ou z = —w.

Supposons que z = —w.

Notons [ la détermination principale du logarithme considérée précédemment.

On a alors pour tout z € D,
_ [FY(©)
0= [

On effectue le changement de variable ( = £ z et donc d¢ = zd¢. D’ou

GOz, [
0= [ g e e [

Or par définition de u, on voit que u est paire et donc que v’ est impaire. On
en déduit que I(z) = I(—=z).

Ainsi g(w) = w exp (% l(w)) = —z exp (% l(—z)) = —g(2).

Mais on avait considéré z et w tels que g(z) = g(w) on en déduit donc que
g(2) = g(w) = 0 cest-a-dire f(w?) = f(2?) = 0. Ainsi par injectivité de f, on
aw=z=0.

Ainsi dans tous les cas, w = z. Donc ¢ est bien injective.

En particulier, g(z) = 0 si et seulement si z = 0.

1
On pose alors Vz € C\D, h(z) := .
D)= o

1
Or on rappelle que I'on a posé pour tout z € D, g(z) = z exp (5 l(z)). On a

montré que pour tout z € D, [(z) = [(—=z) donc [ est paire et par conséquent
g est impaire.
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Il existe donc A tel que

Donc pour tout z € C\D\{0}, g ( )
A
Ainsi pour tout z € C\D, h(w) = w <1 - —+.. >

Or on sait que pour tout w € D, g(w)? = f(w?).
Donc pour tout w € D, g(w)? = w? + 2 A w* + . ..
De plus, pour tout w € D, f(w?) = w? + agw* + . ..

On en déduit que \ = %.

Donc
a

Vw e C\D, h(w) =w — — + ...
w \ (w) =w 50 +
Donc h est une X-fonction. Par le corollaire du théoreme de I’aire, on en déduit

a
que ‘52) < 2, autrement dit : |as| < 2.

Il nous reste a montrer le cas d’égalité.
D’apres le corollaire du théoreme de I'aire on sait qu’il y a égalité si et seule-

b
ment si pour tout z € C\D, h(z) = z 4+ — avec |b| = 1 car g(0) = 0. Donc,
z

1
z—i—g

1
vz € C\D, h(2)=2+§ — vzeC\D,g(;) =
. z
C14b22

2
— VzeD, f(z*) =

< VzeD,g(z)

z

(1+0b22)?
V4

(1+b2)?
< VzeD, f(z) = (=b) " k(-bz)

< VzeD, f(z) =

Autrement dit, il y a égalité dans I'inégalité du théoreme de Bieberbach si et
seulement si f est une rotation de la fonction de Koebe. O]

Remarque 4.8. Dans la preuve du théoréme de Bieberbach, a partir de f € S,
on a introduit deuz fonctions auxiliaires telles que ¥z € D, g(2) := (f(2%))"/?

puis Vz € C\D, h(z) := g(ll/z)

Cependant quel est l'intérét de la fonction g et cette motivation du passage au

pour avoir h € X.
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carré 2 Ne pourrait-on pas seulement poser une fonction telle que pour tout

z € C\D, hy := ——— ? Voyons ce que l’on obtient.

f(1/z)
VzeD, f(z) = z+2anz"

Ainsi

V2eC\D, f (é) - % (HZ ZZZ)

On en déduit alors :

n=2
[e.9] o0 2
an an
n=2 n=2
CLQ—(I
:Z—CL2+ 2 3—|—..

Donc par le corollaire du théoréme de l'aire, on aurait que |a3 — az| < 1. Ce
qui ne semble pas trés concluant pour avoir une borne sur le coefficient as.

Toutefois, si on prend aussi en compte le fait que |as| < 2 alors on peut en
déduire une borne sur as :

jas| <'la3 — ag| + |aof* <1+ 4 =5
mais cette borne n’est pas celle que 'on veut. On verra dans la prochaine section
la méthode utilisée pour montrer la borne attendue sur as.
4.2 Conséquences du théoreme de Bieberbach

On va a présent voir plusieurs conséquences intéressantes du théoreme de Bie-
berbach.

Théoréme 4.9 (Théoreme du quart de Koebe). Soit f € S tel que pour tout
1
zeD, f(z) =2+ ", a,2". Soit wy € C tel que wy ¢ f(D). Alors |wo| > 7
1
autrement dit D (0,1) C f(D). De plus, |wo| = 1 si et seulement si f est une
rotation de la fonction de Koebe.

Remarque 4.10. L’existence de wy € C tel que wy ¢ f(D) repose sur le
théoréme de Liouville selon lequel toute fonction holomorphe et bornée sur C
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est constante.

Démonstration. Supposons qu’il existe wy € C tel que wy ¢ f(D). Comme
f£(0) = 0 on sait que wy # 0.
On définit la fonction

h : C\{w} — C
WoW

w ? ;
Wy — W

h est holomorphe sur C\{wy} comme composée de fonctions holomorphes dont
le dénominateur ne s’annule pas.

Montrons que h est injective. Soit z,w € C\{wo} tels que h(w) = h(z). Mon-
trons que w = 2.
On a alors

WoW WoZ

Wy — W Wy — 2
wow (we — 2) = wp z (W — w)
2 9
Wy W = Wy 2
Mais comme wy # 0, on en déduit que w = z et h est injective.
Ainsi la fonction

wo f(2)

g : 2z +—> hof(z)=—""-—

wy — f(2)

est injective car f et h le sont. De plus, g est holomorphe comme composée de
fonctions holomorphes.

Montrons a présent que g € S. Comme on sait déja que g est injective, il suffit
de montrer que g(0) =0 et ¢'(0) = 1.

e Ona g(0) = ho f(0) = h(0) = 0.

e 1/'(0) = f'(0)h' o f(0) = K'(0) car f € S. La fonction h étant dérivable, on
a pour tout z € D,
wo (wp — 2) — wez (—1) wi

h'(z) = =

(wo — 2)? (wo — 2)?

Donc ¢'(0) = h'(0) = 1. Ainsi g € S.

On sait que pour tout z € D, f(z) = 2+ >~ ,a, 2" et comme on vient de
montrer que g € S, alors pour tout z € D, on peut écrire g(z) = 2+ -, b, 2™
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Calculons by, c¢’est-a-dire calculons ¢”(0).
Soit z € D, on a :

wo f'(2) (wo — f(2)) + wo [(2) f'(2)
(wo — f(2))?

wy f'(2)

(wo — f(2))*

g'(z) =

puis,

M@:%ﬂUWw-@)2%fU(—ﬂwﬂd
(wo — f(2))*
_ wi f"(2)(wo — f(2)) + 2ug (f'(2))*
( .

(w—zW

2 1
On sait que f”(0) = 2 ag, on en déduit que : ¢"(0) = 2(woa> +1) =2 (

Wo
1
Or ¢"(0) = 2by. Donc by = as + —. De ce fait,
Wo

1
Vze]]]),g(z):z+<a2+—) 2.
Wo

Comme g € S, par le théoreme de Bieberbach (théoreme , on en déduit
que

1
az + —| <
Wo

De plus, par le théoreme de Bieberbach appliqué a f € S, on a aussi que

|az| <2 (3)
Par inégalité triangulaire, on a
1 1 1
—| = laz| < Hlag| = | —|| < |az + —| <2
Wo Wo Wo
Autrement dit,
Ll < ool +2 (®)
— a
Wo - 2
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1
On déduit de que |wg| > 1

1
I nous reste a traiter le cas d’égalité. Supposons que |wg| = T

En reprenant on en déduit que |as| > 2. Or par le théoreme de Bieberbach
appliqué a f, on sait que |as| < 2. Ainsi, on a |ay| = 2 donc f est une rotation
de la fonction de Koebe par le cas d’égalité du théoreme de Bieberbach.

Réciproquement, supposons que f est une rotation d’angle « de la fonction de
Koebe. On a vu précédemment que 'on peut réécrire la rotation d’angle o de
la fonction de Koebe sous la forme kq: D — C\] — 00; —3 7).

Il existe donc bien wy tel que |wg| = 4. Par exemple wy = _Tl et O

Remarque 4.11. On peut se demander pourquoi nous avons introduit cette

fonction h: w — et non une autre fonction. Le théoréeme du quart de

Wy — W
Koebe fait Uhypothése qu’il existe wy € C tel que pour tout z € D, f(z) # wy.
On sait que f € S mais on ne sait rien de plus sur l'image de f. Il nous faut
donc une fonction h qui ne soit pas définie en wg afin que h o f ne prenne

jamais la valeur wy.

Ainsi, le choix de [’homographie s’impose naturellement car c’est une fonction
injective simple. En effet les automorphismes de la sphére de Riemann sont les

b
avec ad — be # 0.

homographies, c’est-a-dire les fonctions du type z

cz +
Ainsi I’homographie est le choix le plus simple pour la composition d gauche.
b
Posons donc ¥z € D, h(z) = Zjid et g(z) = ho f(2).

On va a présent utiliser les hypotheses pour déterminer les parametres a, b, c et d.
On veut avoir g € S ¢’est-a-dire g(0) =0 et ¢'(0) = 1.

e g(0) =0=ho f(0) = h(0) mais h(0) = g donc b = 0.

e Pourtoutz € D, h(z) = T dp donc h'(0) = g. On veut avoir ¢'(0) = 1
donc f'(0) R'(f(0)) = A'(0) = 1, autrement dit a = d.

e On veut que Vz € D, f(2) # wy donc h ne doit pas étre définie en wy. Or

h(wg) = O donc h nlest pas définie en wqy a condition que c+woa = 0
cwy + a
a
autrement dit — = —wp
c
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Ainsi, pour tout z € D,

h(Z): —WoZ . Wop2

Z — Wy Wy — %

Et on remarque qu’il s’agit précisément de la fonction h définie précédemment.
Proposition 4.12. Soit f € S. Alors pour tout z € D,

" 2
e 2P | 4k
fi(z)  1=]z2] 7 1=z

()

Démonstration. Soit f € S. Par le théoreme de Bieberbach appliqué a f, on
sait que |az| < 2 c’est-a-dire | f”(0)| < 4.

Cependant, le point clé de cette démonstration est que 'on peut faire une
translation depuis l'origine vers zy € D du théoreme de Bieberbach en compo-

sant avec un automorphisme de D.
zZ—«
Les automorphismes de D sont les homographies de la forme z: + A

l—-az
avec |\ =1 et |af < 1.

En utilisant le fait que I'on veuille que 0 soit envoyé sur zg € D, on en déduit
que 'automorphisme A doit étre de la forme :

Z 4z
VieD, Az) = — 0
1+=2 20
On a A(0) = 2z et A est bijective de bijection réciproque A~ : z — 1Z — ZO_
— 22

On en déduit donc que f o A est holomorphe injective. On la normalise afin
d’obtenir une S - fonction, en posant

foAlz) = f(20)

VzeD, h(z) =
&= TE0 )
Or pour tout z € D, A'(2) = L= [0l donc A'(0) =1 — |2|?
7 (1+2%)?
(1= |2)?) (2
Et pour tout z € D, A”(2) = ( a —|i-Z(,)Z|z_2))(3 %) donc A”(0) = —27% (1 —|2|%)

Ainsi

foAQ) = f(x)
(1 = [20[*) f"(20)

e h est bien définie car |z] < 1et f'(2) #0 car f € S.

VzeD, h(z) =
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e 1(0) =0 du a la normalisation faite.

f"o A(z)
f'(z0) (1 + 2 %)

e Pour tout z € D, h'(2) =

5 donc 2/(0) = 1.

Or A"(0) = —27%5 (1 — | 2[?)

e (1~ ) " (z0)
— — |20 20
h'(0) = —27% +
( ) 0 fI(ZO)
Ceci montre que 'on a bien h € S. En appliquant le théoreme de Bieberbach
h’ (0
h, on en déduit que # < 2. Ce qui permet d’arriver au résultat :
f"(20)  2]z)? 4 |zo|
\ D —
OET ) T T TP | T T TP
m
Cette inégalité va permettre de montrer le théoreme de Distorsion.
Théoréme 4.13 (Théoreme de Distorsion). Soit f € S et z € D. Alors :
1— |z 1+ |z|
s SRS s (6)
(1+z])? (1—1z])?
2] 2]
— e <@ < /3 (7)
(1+|2])? (1—1z])

Démonstration. Montrons I'inégalité @ Soit z € D. On écrit z = re'@.

En reprenant 'inégalité , on a :

f'(z) 2|z 4|z|
Z —
fl(z)  1T—=122] 7 1—z]?
Donc ,
i f/(re™) 27?2 4r
re S —
fllrei)y  1—r2] = 1—1r2

La fonction f’ ne s’annule pas sur D simplement connexe, elle admet donc un
logarithme.
— C

On notera alors — log((1— |22

) F(2)) la somme du logarithme de
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f" et de z — In(1 — |2]?) valant 0 en 0.

On a donc .
ic f'(re) _2r 4
flirei) 1—r2] = 1—12
soit p A
. _ 2 /! f1e' <
o los((1 -7 e | <

On integre sur p entre 0 et 7 :

[ 5 loa((1 = )7 )] do| = foe((1 = ) 1)

car f'(0) =1 et log(f'(0)) = 0.

0 o [08((1 = ) £ (o) dp\

T4
< dp
/01—02

T2 2
= —+——]d
/0 (1—p 1+p) ’

:210g<1+7“>
1—17r
On a donc

~2og (1) < low((1 - P17 < 2108 (7))

1= 120\ _ o ey (1+|z|>2.
(1+|z|> <a-ERIre< ()
1+ |2

1_|Z| /Z
Aty <@ aE

log((1—#%) fre))| < [

donc

ainsi

On va a présent montrer I'inégalité en deux temps.

e Montrons le membre de droite de I'inégalité. Soit z € . On pose z = r e,
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Par le théoreme fondamental de 'intégration on a :
flre) = /0 e f'(pe®)dp
Donc
el < [ 17 e)an

"1
g/ _ngdp d’apres (5)

(
- /0 ((1 :10)2 T —2p)3> o

Ainsi, on en déduit que pour tout z € D,

||

()] < m ;

A noter que cette inégalité sera tres utile pour la suite.

e Montrons a présent le membre de gauche de I'inégalité. Faisons une disjonc-
tion de cas :

1. Supposons que |f(z)| > 1. On définit la fonction

g : [0,1] — R
r

: (1+7)2 ;

g est dérivable sur [0, 1] et on a pour tout r € [0 1],

, B 1—r
g(r)= (1+T)320

Donc g est croissante et positive sur [0, 1].

1 =

1
Par ailleurs, g(1) = ) donc pour tout r € [0, 1], g(r) <
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Ainsi pour tout z € D tel que |f(2)] > 1,

f() = 5 > 9(l2]) =

1
4 (14 [2])?

. Supposons que |f(z)| < }L.

On considere v un chemin choisi de telle maniere a ce que v(0) = 0,
7(1) = z et tel que (f’ o)~ soit d’argument constant « sur [0, 1].

Le chemin f o v a pour extrémité 0 et 'argument de sa dérivée est
constant, on en déduit que f o~y parcourt le segment [fo~(0), fovy(1)] =
[0, f(2)], quitte a faire une reparamétrisation.

Ainsi on peut choisir pour tout t € [0, 1], fov(t) =1t f(2).

On tire de tout ce que 'on vient de dire que :

1) = [ (o) at
= f’(v(t))v’(t)dt

/lf (1)) dt

Donc pour tout z € D,

I—/ |f'( () dt (8)

Par ailleurs, d’apres le théoreme du quart de Koebe, on sait que f(D)
contient le dlsque D(0, 1) donc f(D) contient tout le segment [0, f(z)]

car |f(2)] < 4.

Si on considére le chemin v,: ¢ € [0, 1] — f~1(¢f(2)) alors 7,(0) = 0 et
v.(1) = z car f étant injective, elle est bijective sur son image et f € S
donc f71(0) = 0. On en déduit

£(2) — £(0) = / af

Pour tout t € [0, 1], f(7.(t)) = t f(z) ainsi argument de f(7.(t)) et
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d
donc celui de g7 (fo.(t) = f'(7.(t) 7.(t) reste constant égal a f(z)
pour ¢ € [0, 1].
Intéressons nous a la fonction ¢ € [0, 1] — |7,(¢)]. Elle est dérivable sur
[0, 1] : on justifie la dérivabilité de cette fonction en 0 par le fait qu’au

voisinage de 0, v,(t) est essentiellement proportionnelle & t. Donc pour
tout ¢ € [0, 1],

() = 2 )] & (o))
Mais |7, (t)|> = 7.(t) ~7.(t) donc on a aussi :

(00 = 5 (30 70) = 240 720 + - 7D

SN

~—

Par définition de 7y, et par injectivité de f on a 7,(t) = 0 si et seulement
sit=0.
Donc pour tout ¢t €10, 1],

4 (he0)) =

DN | —

Donc pour tout ¢ €10, 1],

1

\%mﬂmk (W] + L) = Koo

DO |

Ainsi en reprenant (8)), on obtient :
6= [ 170 b ar
> [ 17Gu001 [ (o) e
> [ Wrat0) [ (heto) a

1— 2|

u h: D —_
ou z € — (1+|z|)3
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Donc

£ 2 [ HD 5 (e as

> [H (Jr=(0)]y

ou H vérifie H' = h par exemple, car on sait qu’une primitive est définie
& une constante pres. Donc pour tout r € [0, 1],

H(r):/OTulJr;pp)gdP: [(150)2}02 (147;7")2

Ainsi
|f(z)| = H(|z]) — H(|0])

Rt
e

Dans tous les cas, pour tout z € D, on a :

|

]

Remarque 4.14. Toutes les inégalités du théoréeme de Distorsion sont strictes
sauf st f est une rotation de la fonction de Koebe.

On va a présent appliquer le théoreme de Distorsion (théoreme [4.13) a la
topologie de l'espace S, ce qui permettra de justifier que les coefficients de
Taylor a,, sont bornés pour tout n > 2.

Proposition 4.15. S est un sous ensemble compact de ’ensemble des fonc-
tions holomorphes sur D, muni de la topologie de la convergence uniforme sur
tout compact.

Démonstration. On considere la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact : une suite de fonctions analytiques sur D, (f,,)n,en converge vers une
fonction analytique f si (f,)nen converge vers f uniformément sur tout com-
pact K de D.

1. Montrons d’abord que S est fermé. On considere une suite de fonctions
(fu)nen € (S)N qui converge uniformément surtout compact vers une fonc-
tion f, analytique sur ID. Montrons que f € S.
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Du théoreme de Hurwitz (théoréme [1.4)), on déduit que f est soit une fonc-
tion constante, soit une fonction holomorphe injective sur D.

Supposons que [ est constante.

On a évidemment que f(0) = lim,, o, f,(0) = 0 car f,, € S pour tout n.
Par ailleurs, d’apres la formule de Cauchy on a |f'(0)| = lim,, . |f.(0)] = 1
car pour tout n € N, f, € S.

Ceci contredit le fait que f soit constante. On en déduit que f est injective
et donc f € S puisque f(0) =0 et f/(0) = 1. Donc S est fermé.

2. Montrons que S est localement borné, c’est-a-dire que pour tout compact
I C D, il existe C' = C, tel que pour tout f € S,

11l < Cr

Ceci résulte indirectement du théoreme de Bieberbach. Soit r € [0, 1]. On
a montré dans le théoreme de Distorsion que pour tout f € S, pour tout
< r
< o
On en déduit que S est uniformément borné sur tout disque D(0,7) et a
fortiori sur tout compact de D.

On déduit du théoreme de Montel que S est compact. O

Ainsi comme S est compact, on a que pour tout n > 2, a, est borné. Ce
résultat est assez remarquable car nous avons seulement prouvé qu’on a une
borne sur le coefficient a, et on peut alors en déduire une borne sur a, pour
tout n > 2.

On va des lors donner plusieurs estimées potentielles de cette borne.

2,2
n°e
Proposition 4.16. Soit f € S, alors pour tout n > 2, |a,| < T
Démonstration. Par le théoreme de Distorsion on a montré que pour tout
r
r € |0, 1|, pour tout |z| <1, 2 <
0.1, A< 1F6 <
En utilisant I'inégalité de Cauchy, on en déduit que pour tout n > 2,
lan| < 1 T 1
a,| < — =
m(1—r)2 (1 —r)?
On pose
¢ : 10,1] — R+

1

_ - - .
" rn=1 (1 —r)2 7

33



¢ est dérivable sur |0, 1[, et pour tout r €]0, 1],

¢'(r) =

Donc

(I—=n)r—m

2

1=

(1 —r)3

P(r)=0 <<= (I1-n)(1-r)+2r=0

s ry = n—1
n—+1
On a le tableau de variation suivant :
r 0 To
¢ (r) - 0 +
+00 400
o ~
o(ro)
n+1\""" (n+1\*  (n+1)"H
onast = (i5) (") =it

La fonction ¢ atteint son minimum en rq et pour tout r €]0, 1[, ¢'(ry) < &(r).
On en déduit que pour tout n > 2,

On pose pour tout n > 2,

|an] < ¢(ro) =

n:

Soit n € N tel que n >, on a :

(n)+_1)n+1

(n+ 1)t
4 (n—

1)n71

n?(n — 1)1
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i (oo (1) (2 0(2)
con(eran) (12 +o()

Ainsi on en déduit que :
lim w, = €
n—+o0o

Par ailleurs on définit la fonction :

o 1, 4o — R

r+1 1
x — x In +In(l——=] ;
x—1 22

Y est deux fois dérivable sur |1, +o0[ et pour tout = €]1, +o0],

by x+1 -2 r-1 2 2
w(x>_ln<x—1)+$(x—1)2x+1+x3:c2—1

<x—|—1) 2
=1In - —
z—1 T

—2 2 -2
" o £
w(x)_xz—l—i_ajz xZ(a:2—1)<0'

On en déduit le tableau de variation suivant :

Et,
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e(1)

Ainsi 9 est croissante. De plus la fonction exp est croissante. Donc exp o) est
croissante.
Or pour tout x > 1,

ewoutr) = (E57) (1-4) =

r—1 x? (x — 1)1 a2

de sorte que pour tout n > 2, u,, = f(n) en posant f = exp o).

On en déduit que pour tout n > 2, U, 1 > uy,.
Donc (uy)nen est croissante et elle converge vers e

Par conséquent, pour tout n > 2, u, < e? c’est-a-dire

n+ 1)"*t
Vn > 2, ng(T)l)”—l <
Autrement dit,
Vn > 2, EZ i_ 3:2 < n?e?
n?e?

En reprenant (EI) on en déduit que pour tout n > 2, |a,| <

Mais on peut encore raffiner cette borne, avec ’estimée suivante.
Proposition 4.17. Pour toute fonction f € S, pour tout n > 2, |a,| < en.

Lemme 4.18. Soit r > 0 et f une fonction holomorphe injective définie sur
le disque D (0,7). On note A, laire du domaine f(D (0,7)). Alors :

27 T
Arz/ / £ (pe®)|” pdpde
o Jo
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Démonstration. f est une fonction holomorphe sur D (0,r) a valeurs dans C

mais on peut la voir comme une fonction d’un sous ensemble de R? & valeurs
dans R2.

Pour z € D (0,r), il existe u,v € R tels que f(z) = u+iv. Dés lors si on écrit
z =z + iy on peut alors voir f de la maniere suivante f: (z,y) — (u,v)
Ainsi f(z,y) = u(z,y)+iv(x,y). u et v représentent les fonctions coordonnées
de f vues comme fonctions de D(0, r) C C = R? — RZ.

Si f est R - différentiable au voisinage de z alors son jacobien J; est défini par
du ANdv = Jydx Ady. Ainsi :

ou ou v v
duNdv = (%dx—l—&—ydy) A (%dx—l—a—ydy)

Donec :

Or dy Oy Ox
ou ou
or 0
= det % 8_% dx A dy
or 0Oy

On rappelle que :

ﬁ_l(ﬁ_-a_f>
0z 2 \ 0z Zay

of 1 (of .of
oz 2 (%H@_y)

De plus, on a :

of _ou o
or Or Z@x
of _ou_ o
dy 9y Oy
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Ainsi on en déduit que :

0f 1 (0 ov\ i (o0 _ou
0z 2 \0x Oy 2 \dx Oy

of 1 (ou _0v\ i (ov Ou
0z 2 \0x Oy 2 \0r Oy

On a alors : ) )
Of |0 _oude _oudw
0z 0z| Oxdy Oy ox
D’ou : ) )
0 0
oo |2f |2
0z 0z
Comme f est holomorphe, par les conditions de Cauchy-Riemann on a :
ﬁ = 0. Donc :
oz ' ,
o 8f gt 2
T =5 =If)

Ainsi du A dv = [f'(2)]> dz A dy

De ce fait,
A, =/ du dv :/ 1£(2)) da dy
F(D(0,r))

ou z=ux+1y

x = pcos(h)

On passe en coordonnées polaires en posant ,
y = psin(0)

de sorte que z = x + iy = pe*?

Ainsi :

dp 00 | [ cos(d) —psin(0)
85 oy —(sm(e) ppcos(e) )

de déterminant égal a p donc dz Ady = pdp A db

D’ou .
i 2
Arz/ /\f’(pee)} pdpdd
0 0
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Lemme 4.19. Soit f € S. Pour tout 0 <r <1, on a

1 2w

’f(rei0)| do <

o 0 1—r

Démonstration. Soit f € S. On pose pour tout z € D,

o
= g cp 2"

n=1

N

h(z) = f (22)

Par le théoreme de Distorsion, on sait que pour tout |z| < r,

z r
16) < G =

2
Donc pour tout |z| <7, |f(2?)] < a7
c’est-a-dire pour tout |z| <7, |h(2)| < N _7’T2
Donc h transforme le disque D (0,7) en un domaine D, C D (0, 7 jr2>'
Notons A, l'aire de D,.. On a donc :

As T (10

Mais d’apres le lemme (4.18]) on sait que

2 r
A, :/ / ’h’(pew)|2 pdpdd
o Jo

Comme h(z) =3 0" ¢z onah/(z) =D 07 ne, 2"

Donc pour tout 0 < p < r et pour tout 6 € [0, 27],
hl(p 62’9) _ Z ne, pn—l ei9(n—1)
n=1

Ainsi

s T
/0 /0 |h'(pei€)|2 pdpdf
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2m T
=/ / W (pe®) W (pe®) pdpdd
0 0
2 r O 00
:/ / <Z ne, pn—l 6i@(n—l)) (Z me,, pm—l 6—i0(m—1)> ,Odp do
0 0 n=1 m=1

Or comme (e*?);.cy forme une famille orthogonale et comme on a convergence
normale sur D(0, R) pour tout 0 < R < 1 on peut donc intervertir série et
intégrale. Donc comme on I'a déja vu dans la preuve du théoreme de 'aire, on
en déduit que :

2 r 2T r o0
[ [ e pdpas = [ [ 0302 jea -2 apas
o Jo o Jo
- 2 2 an '
=9 2 E
W;n |lcn| {an
.
n=1

0

Donc
Ar =7 nle*r*" (11)
n=1

En associant et on en déduit que
o0 2

2 T
Zn\cn| i < -y

n=1

Donc

2 2n—1
2> nlea*r < A=y
n=1

En intégrant cette inégalité entre 0 et r - sachant que linterversion série-
intégrale est justifiée par la convergence normale sur D(0,r) - on obtient :

00 2
2 2n
<
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Or pour les mémes raisons que précédemment, pour tout 6 € [0, 2], :

/ " |h(re®)|* 40 = / " h(re) h(rei?) dg

= A e, 1" e N cmr™e ™) d6
[ (Sere) (Seore)
0

n=1 m=1
oo oo om
= Z Cp C T / e?n=m) 40
n=1m=1 0
=21 Z |cn|2 r2n
n=1
Ainsi ) )
1 4 N T
I ‘h(re )‘ do < >
D’ou ) )
1 " 2 2if r
o ) | f(r?e )}degl_TQ

On procede au changement de variable #" = 26 pour en déduire que

1 4 2

f(rQeiel)‘ a9 < -

ar J, 1—r2
Ce qui est donc équivalent a : pour tout r € [0, 1],

1 2 r

‘f(rei9)| dg <

o 0 1—7r

[]

Démonstration de la proposition[{.17. Par les formules de Cauchy, on sait que
pour tout n > 2,
1 z
(2) 4.

2im , 27t

n
|z|=

En posant z = r e on a dz = rie’® da donc

1 X f(re’) rie’® L [* f(re')
Ay = — T —— = — —_—
2T 0 pntl gia(ntl) o1 0 rh eina
Donc ) .
1 us (109
ol < 2 [T,
27 Jo rn
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En appliquant le lemme [4.19/on a :

a] < ——
an -
rn=t(1—r)
On pose
¢ : 0,1] — R
1
" rn=t (1 —r)

¢ est dérivable sur |0, 1[ et pour tout r €]0, 1], on a :

(1—n)r(1—r)+r "t

QS/(T) = (1 . r)2

n— 1
Ona ¢(r) =0 <= r=—— donc ¢ admet un minimum en o =1 — —
n n

Donc pour tout n > 2,

lan|s¢(l—%)
:n<1+ni1)”_1
< n exp (<n_1>1n<1+ni1)>

<nexp ((n—1)—

nexp|(n—1)——

= p n—1

car pour tout z € R, In(1+z) <z

On en déduit que pour tout n > 2, |a,| < en ]

On peut encore améliorer cette estimée d'un facteur 2 grace a un résultat
démontré par Baernstein en 1974 : pour tout nombre réel p, pour toute fonction

Jes, ) )
/ ‘f(rei0)|p do < / ‘k(reie)‘pdG
0 0

On ne démontrera pas ce résultat ici, mais il est possible d’en trouver une
preuve dans 'ouvrage de Baernstein : [2].

On applique alors ce résultat pour p = 1, on en déduit que pour tout fonction

fes:

/% | f(re®)| do <
0

1—1r2
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Commencons par démontrer un lemme qui sera utile pour la derniere estimée :

Lemme 4.20. Pour toutn > 1, on a :

( 2)3 n+1
1+ — < e
n n+2

Démonstration. Soit

X 1, 4o — R
T — fln(l—i-z>—1Il(m—{—1>—1
2 T T+ 2

La fonction y est deux fois dérivable sur [1, +00[ et pour tout = € [1, +o0l,
on a:

2
(x+1) ln(1+—) -2
x
2z + 2

X'(z) =

Et aussi,
—1
"(z) = < 0.
@) = T e 1Y)

On en déduit que x’ est croissante sur [1, +00[. On a donc le tableau de
variation suivant :

X 1 —+00

X"()

0
0

—_
X /

On en déduit que x est croissante sur [1, +oof.

z+1
T+ 2

2 2
De plus comme In (1 + —) ~ — et In <
x x

—1
~ lorsque r — +o00
) T+ 2 4

Donc lim, o x(z) =0
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En outre, pour tout z > 1, f(x) <0,

INIE]

, < .. 2 r+1 .
c’est-a-dire pour tout x > 1, [ 1+ — < e car exp est croissante.
x

T+ 2

(n+1)
< e.
n—+ 2

En particulier pour tout n > 1,
(++5)
1+ -
n

On a alors l'estimée suivante :

|3

" ‘ en
Proposition 4.21. Pour toute fonction f € S, pour tout n > 2, |a,| < 5

Démonstration. Soit f € S. On utilise donc le résultat de Baernstein selon
lequel :

2w 0 r
/0 ‘f(re )|d6§1—7’2'
Par la formule de Cauchy, on en déduit alors que :

| |< 1 T 1
a,| < — = )
rm1l—r2 (1 —1r2)

On pose la fonction

Y o ]0,1] — R*
1

—_ —.
" =1 (1 —r?)

La fonction 1 est dérivable sur |0, 1] et pour tout r €]0, 1[, on a :

b (n—=1) 2
vir) = rr(1—7r2) 2 (1 —r2)2
. / . . 2 7’L - 1
Autrement dit ¢'(rg) = 0 si et seulement si 15 = ——
n
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Ainsi, la fonction v atteint son minimum en rq et pour tout n > 2,

|an| < (o)

_n—l—l n+1\ 2
2 n—1
2

ou l'on a utilisé le lemme [4.20] pour conclure. O

5 La méthode de Loewner

La conjecture de Bieberbach dans le cas ou n = 3 a été démontrée par Charles
Loewner en 1923. Ce résultat repose principalement sur la densité d’une cer-
taine classe de fonctions pour lesquelles il sera plus aisé de montrer la conjec-
ture du fait de la géométrie simplifiée de leur image.

5.1 Définitions préliminaires

Dans le cadre de la résolution du troisieme coefficient de la conjecture de
Bieberbach, plusieurs résultats seront importants.
Tout d’abord, on va énoncer un corollaire du lemme de Schwarz :

Lemme 5.1. Soit f: D — D et g: D — D avec g(0) = 0. Alors :
L[f0)] < 1T—[f(0)".

1
219 < —=
1 -]

Démonstration. 1. On considere la fonction :

_ 2= 1)
hz) = 1—mz

Alors ho f: D — D et ho f(0) = 0.
Par le lemme de Schwarz (théoréme [1.2), on a

L—|f O
(L=1f(O)F)?

|(heo ) (0)] = [B'(F(OD] £ (0)] = FO) <15
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c’est-a-dire
FO)] < 1= £(0)P.

2. Soit zp € D. On considere a présent :

1+ 27

2

I

Alors goh: D —s D. Par (1) on a : ((go%)'(o)‘ <1- ](goﬁ)m)
c’est-a-dire |¢’(20)| |1 — |z0|2‘ <1—|g(zo)|.

Autrement dit, pour tout z € D,

1—g(2)[’ 1
"(2)] < < .

]

A présent, on va énoncer un lemme essentiel tout au long de la théorie des
chaine de Loewner, qui permet de majorer les coefficients de Taylor d’une cer-
taine classe de fonctions holomorphes.

On note P la classe des fonctions holomorphes P sur D telle que P(0) =1 et
telle que pour tout z € D, Re(P(z)) > 0.

Lemme 5.2. Soit P € P. On écrit, pour tout z € D,
Pz)=14ciz4+cy2®+...
Alors pour tout n > 1, |c,| < 2.

Démonstration. Soit P € P. Soit 0 < p < 1. Par la formule de Cauchy, on a
pour tout n > 1,

2

En faisant tendre p vers 1 et obtenir que pour tout n > 1,

2 ] ) do
Cp = / P(p ez@) pfn efmG el
0

27 ) ) do
= P 0\ —inf ) 12
o= [ P S (12

Comme la série ) ¢, 2™ converge normalement sur les compacts de DD, on
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a pour tout 0 <r < 1:

1 1
— P(z) 2" 'dz = — Z ck/ ZFn=ldy

A% |z|]=r um e |z|=r

Or pour tout k € Z, on a :

|2|=r 0 sinon.

On en déduit que pour tout n > 1,

1
—Q P n—l d =0.
% e (Z) z z

Donc en utilisant le méme argument que celui pour obtenir , on obtient,

pour tout n > 1,
1 2

— P(e”)e™ df = 0.

2T J,
Autrement dit, en prenant le conjugué on a :
1 2r )
— P(ei?) e~™ df = 0. (13)

2 J,

Donc en combinant et on obtient pour tout n > 1:

2 ) ) deo
Cp = / 2NRe(P(e?)) e —. (14)
0 2m
Ceci reste vrai si n = 0, en posant ¢ = P(0) = 1.
d’ou :
27 0 do
1= Cop = ; %e(P(e )) % (15)
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En reprenant , on en déduit que pour tout n > 1,

dé

27

2

len] < 2/ |2Re(P(ei9))
0
2

o dO
<2 Re(P(e)) == car RMe(P) >0
0 2

<2 d’apres
m

Ceci étant fait, on peut a présent passer a la théorie établie par Loewner. Il a
développé et appliqué une méthode non élémentaire pour démontrer la borne
sur az. Elle reste aujourd’hui I'une des approches les plus efficaces pour les
problemes d’extrema des fonctions holomorphes injectives. Les objets centraux
de cette théorie sont les chaines de Loewner.

Définition 5.3. Soit f € S. On appelle chaine de Loewner associée a f une
fonction F': D x [0, +oo[— C telle que :

e Pour tout t € [0, 00|, z — F(z, t) est holomorphe injective sur D.
e Pour tout z € D, t — F(z, t) est mesurable et vérifie :

1. Pour tout 0 < s <t < +oo, F(D, s) C F(D, t).

2. Pour tout t € [0, +o00[, F(z, t) = e’z 4+ as(t) 2 + .. ..

3. F(z,0) = f(2).

Remarque 5.4. La condition 2. est équivalente a la condition : pour tout

oF
t € [0, 4o0o[, F(0,t) =0 et 8_(0’ t)=¢e'
z
Définition 5.5. On appelle fonction slit — ou déchirure — une fonction holo-
morphe qui envoie de maniere conforme un domaine 2 sur le complémentaire

dans C d’un arc de Jordan.

Remarque 5.6. On rappelle qu’un arc de Jordan est 'tmage un chemin
continu injectif et qu’un domaine 2 est l'intérieur d’une courbe de Jordan
fermé.

Le point de départ de la méthode de Loewner est de montrer que les fonctions
slit sont denses dans la classe Schlicht, autrement dit que chaque S-fonction
peut étre approchée uniformément sur les compacts de ID par une fonction slit.

Cependant il reste a justifier qu’a toute S-fonction, on peut associer une chaine
de Loewner. On verra que dans le cas des fonctions slit, la chaine de Loewner
associée est unique.
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5.2 Densité des fonctions slit

Définition 5.7. Soit (U,)nen une suite d’ouverts de C contenant 0. Pour tout
n € N, on considére V,, la composante connexe de l'intérieur de U, NU,41MN ...
contenant 0, qui peut étre vide. Le noyau U de la suite (U, )nen est alors défini
comme ['union des V,, si cette derniére est non vide, et comme {0} sinon. Ainsi
le noyau est soit un ouvert contenant 0 soit le singleton {0}.

De plus, on dit que (Uy,)nen converge vers son noyau si toute sous-suite de
(Upn)nen a le méme noyau. On note alors : U, — U.

Exemple 5.8. Si (Uy,)nen — suite d’ouverts connezes contenant 0 — est crois-
sante, alors son noyau est : U =~ U,.

Exemple 5.9. Par ailleurs, si on considere la suite (Uy)nen définie par : pour
tout n € N, U, correspond au plan C privé de l'axe des réels et de l'arc
0<0<2m— % du cercle unité, alors (Up)nen est décroissante, de noyau :
U =D comme on le voit sur la figure [4)

FIGURE 4 — Exemple de suite décroissante (Uy, ),

On va a présent énoncer le théoreme de convergence Carathéodory qui permet
de montrer la densité des fonctions slit dans la classe Schlicht.

Théoréme 5.10 (Théoreme de convergence de Carathéodory). Soit (Dy,)nen
une suite de domaines simplement connezes, distincts de C et contenant 0.
Soit (fn)nen une suite d’applications conformes entre D et D,, qui vérifie pour
tout n € N, f,(0) =0 et f/(0) > 0.

On note D le noyau de la suite (Dy,),. Alors (fn)nconverge uniformément sur
tout compact de D wvers f si et seulement si D,, — D.

Dans le cas ou il y a convergence, il y a deux possibilités :

1. Si D = {0} alors f = 0.
2. 81 D # {0} alors D est simplement connexe et f est une application

conforme entre D et D. De plus, la suite des réciproques (f, 1), converge
uniformément vers f=! sur tout compact de D.

Remarque 5.11. Pour une démonstration de ce théoréeme, on se réféerera au
chapitre 8 du livre de Peter Duren : [5].
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On peut a présent énoncer et démontrer le théoreme de densité des fonctions
slit.

Théoreme 5.12. Pour toute fonction f € S, il existe une suite de fonctions
slit (fu)n € SN qui converge uniformément vers f sur tout compact de D .
Autrement dit, dans S, la sous-classe des déchirures est dense.

Démonstration. Soit f € S. Soit € > 0et 0 < p < 1.
11 suffit de construire une fonction slit g € S telle que |f(z) — g(z)| < € pour
tout |z] < p.

On observe d’abord que toute fonction f € S peut étre approchée uniformément
sur tout compact de D par une fonction h € S telle que h: D — D ou D est

délimité par une arc de Jordan.
Fit :
2n

Par exemple, la suite ( f,,)nen définie pour tout n € N par f,(z) =

fournit cette approximation.
Le bord de I'image des f, est délimité par la courbe de Jordan ~, définie par

Yo (0,27 — C

)

Soit I C D compact. Alors il existe h € S dont I'image est délimité par une
courbe de Jordan telle que pour tout z € IC,

£ = h(=)] < 5.

A présent, on veut approcher h € S par une suite de fonctions slit. On note D
I'image de D par h et C la courbe de Jordan qui délimite le domaine D.

Soit n € N*. On considere I', un arc de Jordan qui part de l'infini jusqu’a un
point wy € C puis qui parcourt C jusqu’a un autre point w, € C sans repasser
par wy (voir figure [5)).

On note D, = C\I',,. Il s’agit d’un ouvert simplement connexe de C. D’apres
le théoreme de représentation conforme (théoreme , il existe g,: D — D,
une application conforme telle que g,(0) =0 et ¢/,(0) € R%.

Par définition de I',,, comme on ne repasse jamais par wg, on peut choisir w,
de sorte que I',, C I';,41 et que lim,, o, w,, = wy.
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FIGURE 5 — Densité des fonctions slit

On en déduit que D est le noyau de la suite (D,,)pens €t que D,, — D.

En appliquant le théoreme de convergence de Carathéodory (théoreme ,
on en déduit que la suite (g, ),en+ converge vers h uniformément sur tout com-
pact de D.

Comme g, — h uniformément sur K, on déduit de la formule de Cauchy que
gh.(2) — K/(z). En particulier ¢/,(0) — h’'(0) =1 car h € S.

n

9n(0)
formément sur K.
Ceci justifie 'existence de g € S fonction slit telle que pour tout z € K,

Donc pour tout n, h, = € S est une fonction slit et h,, — h uni-

9() = h(:)] < 5.

En combinant les deux inégalités, on en déduit que pour tout z € IC,
9(2) = f(2)] < g(2) = h(2)| + [h(2) — f(2)] <
Autrement dit, les fonctions slit sont denses dans la classe de fonction S. [

La proposition suivante permet de montrer que ’espace des chaines de Loewner
est compact.

Proposition 5.13. L’espace de chaine de Loewner est compact : pour toute
suite (F,(., . )nen de chaines de Loewner, il existe une sous-suite (F,, (., .))k
et F(.,.) telles que pourt >0, F,, (., t) convergent localement uniformément
vers F\(.,t) surD.

La démonstration de cet argument topologique n’étant pas indispensable a la
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compréhension générale, on admettra pour le moment ce résultat. Il sera tout
de méme démontré a la fin de ce mémoire.

Par conséquent, il suffit de montrer I'existence d'une chaine de Loewner as-
sociée a une fonction slit donnée pour en déduire — par densité et par compacité
de I'espace des chaines de Loewner — le méme résultat sur les S-fonctions.

5.3 Existence et unicité des chaines des Loewner

La suite de la théorie de Loewner consiste a montrer que pour une fonction
slit donnée, il existe une unique chaine de Loewner.

Soit f € S qui envoie de maniere conforme D sur un domaine D qui est le
complémentaire sur C d’un arc de Jordan. On note I' cet arc de Jordan qui
part d'un point wy € C et qui s’étend jusqu’a 400, ce qui garantit la simple
connexité de D.

On note 7: [0, T[— C une paramétrisation continue arbitraire de I', autre-
ment dit vy vérifie : v(0) = wp et y(s) # (t) si s # t.

Pour ¢ € [0, T'[, on note I'; I'arc qui va de (t) a Uinfini, il s’agit donc d’une
portion de I'. On note également D; le complémentaire de I';. On a ainsi les
propriétés suivantes :

.DOZD.
e Si s <t alors Dy C D;.

Soit t € [0, T'[. Comme D, est un ouvert simplement connexe, par le théoreme
de représentation conforme il existe une unique application conforme :

F(.,t):D — D,

OF
qui vérifie F(0,t) = 0 et a—((), t) > 0. De plus, par normalisation on a :
2
F(.,0)=f.

On sait que comme f € §, on peut écrire pour tout z € D,
f)=z+ay2?+az2®+ ...

On déduit, de maniere analogue, que I'on peut écrire F' de la maniere suivante :
pour tout (z, t) € D x [0, T7,

F(z,t) = g—};((), t) (z+as(t) 2® +as(t) 2* +...) (16)

Remarque 5.14. Par souci de simplification des notations, on s’autorisera a
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FIGURE 6 — Paramétrisation d’une fonction slit

oF
écrire F'(z, t) = a—(z, t) pour tout (z,t) € D x [0, T'.
2
De plus, quand cela s’averera utile, on s’autorisera également a noter F la
fonction F( ., t) pour tout t € [0, T7.

1. Montrons que t — F’(0, t) est une fonction continue.

Soit t € [0, T[. On considere (,)nen une suite d’éléments de [0, T telle que
lim, 1o t, =t.

On remarque que D; est le noyau de la suite (D, )nen et que Dy, — D;. Par
le théoreme de convergence de Carathéodory (théoreme , on en déduit
que la suite (F},)), converge vers F; uniformément sur tout compact de D.

Donc par la formule de Cauchy, (F} ), converge uniformément sur tout com-
pact de D vers F]. En particulier, F} (0) — F/(0) et ceci des que t =
lim, 1 ty.

On en déduit que t — F’(0, t) est continue.

Remarque 5.15. On vient de montrer que F,, — F; uniformément sur tout

compact de D donc par la formule de Cauchy, pour tout k € N, F;(f) — Ft(k)

uniformément sur tout compact de D. Donc en fait, t — Ft(k)(()) est aussi
continue.

Donc en reprenant (@ on en déduit que tous les coefficients de F' sont conti-
nus, c’est-a-dire que pour tout n > 2, t — a,(t) est continue.

2. Montrons que t — F'(0, t) est une fonction strictement croissante.

Soit 0 < s <t <T. Montrons que F'(0, s) < F'(0, t). Par propriété de D;, on
a que Dy C D;. Donc F(0, s) < F(0, t).
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On considere la fonction
Ft_1 oF,: D—D

Comme F(0, s) = F(0,t) = 0, on en déduit que F, ' o F,(0) = 0. De plus,
F; ' o F, est a valeur dans D donc pour tout z € D, |F; ' o Fy(z)| < 1.

Donc d’apres le lemme de Schwarz (Lemme , on en déduit que pour tout
z €D, [(F, o F,)(2)| < 1. En particulier, |(F] ' o F,)'(0)] < 1.

Or le lemme de Schwarz affirme aussi que si }(Ft_l o Fy) (0)} = 1 alors il existe
A € C vérifiant |A| = 1 tel que pour tout z € D, F, ' o F,(2) = ) 2.
Donc F, ' o F,: D — D est un automorphisme. On a donc F, ! o F,(D) = D
c’est-a-dire Fs(D) = F;(ID). Ceci est contradictoire par construction de F; et
F,. Donc :

[(F, 1o Fy)'(0)] < 1.

Or pour tout z € D, on a:

-1 / I nli —1y/ _ 1
(Fy "o Fy)'(2) = Fi(z) (B ) 0 Fy(2) = F(2) FoF 1 (F5(2))
Donc (F; ' o F,)'(0) = ?:;Eg%

On en déduit que |F'(0, s)| < |F"(0, t)| et donc t — F'(0, t) est strictement
croissante.

3. Reparamétrisation de la fonction ¢ — F'(0, t).

On sait que t — F'(0, t) est strictement croissante. De plus F’(0, 0) = 1 car
F(.,0)=fet f/(0)=1. On en déduit que :

vt e [0, T[, F'(0, t) > 0.

On vient donc de montrer successivement que t — F’(0, t) est une fonction
continue, strictement croissante, strictement positive et que F’(0, 0) =1 : on
peut donc la reparamétrer de sorte que pour tout ¢ € [0, T'[, F'(0, t) = €’

Pour cela, on choisit une nouvelle paramétrisation de I' : v* telle que pour tout

0<t<T* ~v*t) =~(c(t)). On alors alors la fonction F* associée qui vérifie

(F*)'(0,t) = F'(0, o(t)).

Si on choisit pour tout 0 < ¢ < T*, o(t) = (F')~1(0, €') alors on a bien
(F*)(0, t) = €.

Il reste a montrer qu’avec cette paramétrisation, on a 7" = +oo.
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Soit M > 0. Pour ¢ suffisamment proche de T™, T'; est entierement a I’extérieur
du cercle de centre 0 et de rayon M.
On déduit du principe du module maximum que pour tout z € D,

z 1
7 < —
‘F (2, t)‘ M
En particulier, M < |F'(0, t)| = €' pour ¢ suffisamment proche de 7. M

étant arbitraire, on en déduit que ¢! — +oo lorsque t — T*. Autrement dit
T = +o0.

En conclusion, on a considéré un fonction f € S dont I'image est le complémentaire
d’un arc de Jordan I'. Alors pour tout z € D,

f(z)=z+ Zan 2",
n=2

On a choisi une paramétrisation (¢) de cet arc I et on a construit une fonction

F : Dx|0, 400 — C

(2 1) et (24 %, ba() 27) (17)

ou pour tout n > 2, t — b,(t) est continue sur R et b,(0) = a, pour tout
n > 2. Ce choix de paramétrisation s’appelle la paramétrisation standard de
I.

Bien que le procédé semble canonique, il reste a montrer qu’il existe une unique
chaine de Loewner associée a la déchirure f.

Soit F' une chaine de Loewner associée a la déchirure f, construite de la méme

maniere que F. On conserve les mémes notations que précédemment. Soit
t>0.

e Si Zst C Dy, on a F;o Ft_l : D — DD qui fixe 0, de dérivée 1 en 0. On déduit
du lemme de Schwarz que F} o Ffl = idp. Autrement dit F, = F,.

e Si D, C D,, alors on applique I’argument symétrique.

On conclut que 'on a bien unicité de la chaine de Loewner car I'une des deux
inclusions est nécessairement vraie.

Au final, on a montré que pour une fonction slit donnée, il existe une unique
chaine de Loewner associée.
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5.4 Equation différentielle de Loewner

En gardant les mémes notations que précédemment, on considere la fonction

f: Dx[0, o0 — C
(2, 1) — FN(f(2)

Autrement dit, pour tout (z, t) € D x [0, +o0],

flz, t)=et <z +) an(t) z”) (18)

On remarque que f(z, 0) = z car F(z, 0) = f(z).
De plus, pour tout n > 2, t — a,(t) est continue comme fonction polynomiale
des bi(t) (2 < k < n) qui le sont.

Nous allons montrer que a,(t) — a, lorsque t — +o00. Il s’agit d’une
conséquence du théoréeme suivant :

Théoréme 5.16. Soit f € S une fonction slit dont l'image est le complémentaire
d’un arc de Jordan T'. Soit y(t) (0 <t < +00) la paramétrisation standard de
[ et la fonction (z, t) — f(z, t) comme définie en (18). Alors f(z, t) vérifie
I’équation différentielle suivante :

of 1+ k(t) f(z,t)

e t) = —f(z, t 1
ou t — K(t) est une fonction continue telle que |k(t)] = 1 pour tout t €
[0, +o0[. De plus, pour tout z € D,

. t o
lim e” f(z, 1) = f(2) (20)

et la convergence est uniforme sur les compacts de 1.

Lemme 5.17. Avec les mémes notations que précédemment, lorsque t — +00,
et F7Y — ide uniformément sur les compacts de C.

Démonstration du lemme[5.17. Une fois que I'on aura montré ce résultat, on
en déduira directement .

Comme €' F( ., t) € S, on peut appliquer le théoreme de Distorsion (théoréeme
a cette fonction, ot z +— F(z, t) est définie en (7). On a alors pour tout
z €D,

¢ |2] e |2)
— < |F(z ) < —
e =< g

Soit w € C. On pose z = F; '(w) pour ¢ suffisamment grand. On remarque
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que w = F(z, t). On a alors :

c’est-a-dire

Ftil(w)

(1 [F ) < o | B

‘g (1+ |F(w)])? (21)

En particulier, par le membre de droite de l'inégalité et comme F, '(w) € D,
ona: |[F,'(w)| <4 |w| e Donc :

lim F, '(w) =0

t—o00

et la limite est uniforme sur les compacts de C.
En reprenant , on en déduit que :

Ft_l(w)

lim |et
t—o0

’ B 1
On a une extension évidente en w = 0.

Soit (t,)nen une suite d’éléments de R* telle que lim,, o t,, = +00.

D’apres le théoreme de Montel (théoreme [1.5)), il existe une sous suite (¢, )ken
~1

b Ltny (w) ) ,
telle que | e'"x ——— converge uniformément sur les compacts de C vers
keN

une fonction holomorphe ¢.

On a alors pour tout w € C, |¢(w)| = 1, mais comme ¢(0) = 1, on déduit du
théoreme de Liouville que ¢ = 1.

Comme la suite (t,)nen a été choisie de maniére arbitraire, on en déduit que

t -1
e Fy (w
lim t—() =1
t—ro0 w
uniformément sur les compacts de C.
En particulier, ¢! F,"!(w) — w uniformément sur les compacts de C. O

Remarque 5.18. On a donc montré [’équation : pour tout z € D,
. t .
Jim ¢ 2, 1) = /()

avec convergence uniforme sur les compacts de ID.
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La preuve du théoreme [5.16| est particulierement technique et elle n’est pas
indispensable a la compréhension globale. C’est pour cette raison que nous
allons admettre ce théoreme pour le moment et 1'utiliser a bonne escient dans
I’application de la conjecture. Pour les plus curieux, une démonstration de ce
théoreme sera donnée tout a la fin du mémoire.

Le théoreme [5.16| permet donc de montrer que toute fonction slit f € S est li-
mite uniforme de la fonction z — e’ f(z, t) lorsque t — 400 ou f(z, t) satisfait
la condition initiale f(z, 0) = z et est donnée par ’équation différentielle de
Loewner décrite dans le théoréme avec une certaine fonction s continue
de module 1.

5.5 Le troisieme coefficient

Soit f: D x [0, +00[— C une chaine de Loewner.
On considere h la fonction définie dans la précédente démonstration, c¢’est-a-
dire : Soit 0 < s < t < 400, on pose

h(.,s,t) : D — D
2= [fL O 0 f(L, 8)(2)

On a donc f(h(z, s, t), t) = f(z, s).

A présent, on va construire une équation différentielle vérifiée par la chaine
de Loewner f(z, t). Pour cela, la premiere chose a faire est de montrer que
t— f(z, t) est absolument continue sur [0, +oo].

Or comme z — f(z, t) est une chaine de Loewner, on peut écrire pour tout
zeD,

flz,t) =e z+as(t) 22 + ...
Remarque 5.19. Une fois établies l’existence et l'unicité d’une chaine de
Loewner associée a une fonction slit, on a conclu qu’il s’agit d’une fonction de
la forme

f : Dx|[0, +o0] — C

(2, 1) — el (247, bu(t) 27)

Il suffit donc de poser a,(t) = €' b, (t) pour tout n > 2 et pour tout t € [0, +00[

avec les précédentes notations.

Il suffit donc de montrer que pour tout n > 2, t — a,(t) est absolument
continue. Il va s’agir de la proposition suivante.

Proposition 5.20. Pour tout n > 2, T > 0, t — a,(t) est absolument conti-
nue sur [0, T1.

Avant de le démontrer, on a besoin du lemme suivant qui est un jeu d’inégalités
sur les fonctions f et h.
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Lemme 5.21. On considére f et h comme définies précédemment. Soit z € D.
Pour0<s<t<u<-+oo, ona:

8 |z oo
CEIETA -

2 |z st
EE A )

Remarque 5.22. Une maniere facile de construire un nombre complere de
partie réelle strictement positive est de considérer [’application

[f(z 1) = fz,9)] <

|h(27 tv U’) - h’(27 S, u>| <

D — {z]Re(z) >0}
1_
zZ i

1+2

Cette application est bien définie. En effet, comme z € D, on a |z| < 1. Donc :

1— 1—|2]?
%e( Z): ’Z’2>0
142 11+ z|

Et on montre aisément qu’il s’agit d’un isomorphisme.

Démonstration du lemme[5.21. Soit 0 < s <t <u < +00.
Comme h est a valeur dans D, on déduit du lemme de Schwarz (Théoreme
que pour tout z € D, |h(z, s, t)| < |z|.

Supposons qu’il existe z € D, tel que |h(z, s, t)] = |z|. Alors par le lemme
de Schwarz, il existe a € C, vérifiant || = 1 tel que h(z, s, t) = az. Par
définition de h, on aurait donc Fy(D) = F;(D), ce qui contredit la définition de
F; et F;. On en déduit que pour tout z € D :

|h(z, s, )] < 2]

On pose pour tout z € D,

( 0 T+et 1 =27 n(z, s, t)
2, 8, 1) =
P\% &, 1—est 14 2z71h(z, s,t)

Par définition de h on a pour tout z € D, h(z, s, t) =€tz +....
Ainsi, on vérifie que p(0, s, t) = 1 et Re(p) > 0.

Comme p est une fonction holomorphe sur D, on peut la développer en série
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entiere au voisinage de 0. Alors on a pour tout z € D,
plz, s, ) =14crz+cz?+...
On peut donc appliquer le lemme [5.2] & la fonction p : pour tout n > 1,
leal < 2.
Donc pour tout z € D,
p(z, 5, 8)| <1+2 2| +2 2P +2 2> +...
c’est-a-dire pour tout z € D,

1+ |z|

t) < .
Pl 5 01 < T

En reprenant la définition de p, on en déduit que pour tout z € D,

14|z 1—e5t
|z —h(z, s, )| < |2+ h(z, s, 1) | Tet
1+ |7| —t
<2 1—¢

De plus, pour tout z € D,

|f(Z, t) - f(Z, 5)| = ’f(Z7 t) - f(h(Z, 8, t)v t)| < /Z |f/(C7 t)|dC

h(z,s,t)
Donc en utilisant le théoréeme de Distorsion (théoreme [4.13)), on en déduit que
pour tout z € D,
¢ L+
|f(27 t) - f(Z, S)| < |Z - h(za S, t)| €

TE
<2 %@f—ew

8|Z| 6t_es
ST

Pour la seconde inégalité, on procede de la méme maniere. En effet, on sait
que pour tout z € D, f(h(z, s, t), t) = f(z, s). On a donc que

h(z, s, u) = h(h(z, s, t), t, u).
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Ainsi, on en déduit que :
|h(z, s, u) — h(z, t, u)| = |h(h(z, s, t), t, u) — h(z, t, u)|

< ’Z_ h(Z, S, t)‘ ﬁ

— |7
2 ||
< B _(1—e
(1—1z])?
ol on a appliqué la seconde inégalité du lemme [5.1| pour conclure. O

On peut désormais démontrer la proposition [5.20}

Démonstration de la proposition[5.20. On rappelle que l'on travaille avec la
chaine de Loewner f(z, t) telle que pour tout (z, t) € D x [0, +o0],

flz,t) =e z+as(t) 22 + ...
Soit 0 < r < 1. Par la formule de Cauchy, on a pour tout n > 2, T > 0 et pour
tout ¢ € [0, 77,
1 t
S S ()

AT Ic|=r Cn—f—l

Soit n > 2. Soit ¢, s € [0, T]. On a :

L f(<7 t)_f(<7 S)

N Ic|=r §n+1

|an(t) = an(s)| =

a

1 / 8[¢| e —e ‘
< — — d¢
21 | Jig)=r (L= 1CD* ™
1 8
< Tt — / —ndg‘
e N
. 2 8 0 de
< - — — 2 e
< 2776 [t — s| /0 A=) rie ‘

< Cpel |t — s

N Cn - -
ou (1 _ T)4 yn—1

Soit € > 0. On choisit § = €

C,el”

Alors pour tout ¢, s tels que |t — s| < J, on

a lan(t) — an(s)| < e.
On en déduit que pour tout n > 1, 7 > 0 ¢ > a,(t) est absolument continue
sur [0, T7. O
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Théoréme 5.23. Soit a, b € R. Soit F' une fonction absolument continue sur
[a, b]. Alors F' existe presque partout et est intégrable. De plus elle satisfait la
formule de Newton-Leibniz : pour tout x € [a, b],

F(x) - Fla) = / Py dy

Soit n > 1 fixé. On pose T" = N. On déduit alors du théoreme [5.23| et de la
proposition qu'il existe un ensemble &, y C [0, N] de mesure nulle tel
que a), existe sur [0, N|\ &, n et satisfait la formule de Leibniz-Newton.

Alors, on pose :
+oo +o0o

e=J Ut

n=0 N=0
L’ensemble & ainsi défini est mesurable de mesure nulle, tel que a, existe sur

[0, +00[\ &.
De plus, pour tout n > 2 et 0 <t < 5 < 400,

an(t) — an(s) = /: a, (u) du

On peut a présent énoncer le théoreme qui va nous permettre de démontrer la
conjecture de Bieberbach pour le troisieme coefficient :

Théoreme 5.24. En gardant les mémes notations que précédemment, il vient

que 2 eziste sur D x ([0, +00[\ &) et satisfait la relation :

ot

Of /o N= o om
Sz )= a1

n=1

De plus, il existe une fonction p vérifiant Re(p) > 0 et telle que :
e pour tout t € [0, +00[, z — p(z, t) est holomorphe que D
e pour tout z € D, t — p(z, t) est mesurable sur [0, +00|
qui satisfait pour tout z € D, t € [0, +oo[\ E
of of

5(27 t) = Zp(Z, t) 5(27 t) (24)

Démonstration. Soit 0 < r < 1 et T > 0. D’apres la démonstration de la
proposition [5.20] on a pour tout ¢ € [0, T]\ &, on a :

el

|a,, ()] < (D
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On en déduit que 372 a/ (t) 2 est bien définie sur D(0, r) ([0, TI\E). E
faisant tendre r — 1 et T — oo, on en déduit que > a/ (t) 2" est blen
définie sur D x ([0, +o00[\ E).

Montrons a présent que pour tout |z| < r et pour tout ¢t € [0, T]\ €,

lim f(Z7 5) —f(Z, t) _ fa/ (t) P

s—t s—t

Soit € > 0.
Soit |z] <rets, t € [0, T]\E. Par définition de f, on a :

o0

f(z,s) an(s) —an(t) ,
s—t ; s—t ®

Comme d’apres la preuve de la proposition [5.20, on a pour tout n > 1,

an(8) — an(t)
s—t

8
(1 _ 7")4 ,rn—l

‘ < C, el avec C, =

On en déduit qu’il existe N € N, tel que :

+oo
an(s) —an(t) | _ € n
DT <3 Z jan () 2" < 3
n=N
De plus,
lim an(5) = an(t) =al (t)
s—t s —1t

On peut donc choisir § > 0 tel que pour tout |z| < r et pour tout |s —¢| < §
on ait :

N-—1 N-—1

2 : an(s) — a
s — t

n=1 n=1

Ainsi en combinant ces résultats, pour tout |z| < r et t, s € [0, T|\ € tels que
|s —t| < d,ona:

|f<z, OIS (CX) N

s—t
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En faisant tendre T'— 400 et r — 1, on en déduit que :

Pour tout z € D, s € [0, +00[\ &, on pose :

e = te 0 (+350e9)

0
A s fixé, z — f(z, s) est une fonction injective, on en déduit que a—f(z, s)#0
z
pour tout z € D.

0
De plus, pour s € [0, 400\ € fixé, z — a—f(z, s) est une fonction holomorphe
s

0
sur D qui vérifie a—f(O, s) = 0. On en déduit que z — p(z, s) définit une
s
fonction holomorphe sur D.

Dans la démonstration du lemme [5.21] on avait défini sur D x [0, +o0[, la

fonction
L+et1—z271h(z, s, t)

l—est 1+ 271 h(z s, t)
Soit s, t € [0, +00[\ €. Soit z € D. On a alors :
fz,t) = flz,8) e —1z+h(zst) f(z 1) = f(h(z s, 1), 1)

= t
t—s t—s el=s 41 z—h(z, s, t) p(z 5, 1)

Pz, s, t) =

En faisant tendre s — t on obtient :

of _ of .
5(27 t) =1-z Oz (Za t) lsligp(za S, t)

D’ou
lim p(z, s, £) = p(=, 1)

s—t

De plus, on a vu que Re(p(z, s, t)) > 0 pour tout z € D, ¢, s € [0, +o0[, on
en déduit que pour tout z € D, s € [0, +o0[\ &,

Re(p(z, s)) >0
car 'image de z — p(z, t) est ouverte et p(0, t) = 1. O

Remarque 5.25. On constate que la fonction (z, t) — p(z, t) ainsi construite,
appartient a la classe de fonctions P.

La démonstration du troisieme coefficient de la conjecture de Bieberbach va
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reposer sur 1’équation différentielle du théoreme que 1’on vient de prouver.

Réécrivons les fonctions f(z, t) et p(z, t) sous la forme de série entiere : pour
tout z € D, t € [0, +00[\ €,

+oo

flz,t)= Zan(t) 2" et p(z, t) an (25)
n=1
On remarque que :
o a(t) =¢
e pour tout n > 1, a,(0) =
e po(t) =1 car p(0, s, t) = 1 et par passage a la limite.

e pour tout n > 2, |p,(t)| < 2 car d’apres la remarque [5.25| la fonction p
est dans la classe P (définie dans le lemme donc elle vérifie le lemme

6.2

En insérant les expressions de dans I’équation différentielle , on obtient
a partir de la formule du produit de Cauchy, que pour tout n > 2,

@, () = nan(t +Zm (t) ()

On multiplie par e~ puis on integre de ¢ & +o0o grace a une intégration par

parties, on obtient pour tout n > 2 :

e ™ay(t) = — /t h (ikak(s)pnk(s)> e " ds (26)

k2 2

s

Or d’apres la proposition 4.16|on a pour tout k > 1, s > 0, |ag(s)| <

et [pr(s)| < 2 d’apres le lemme[5.2] On en déduit que D'intégrale 26| est conver-
gente.
En prenant n = 2 dans I’équation on a:

e

as(t) = —e* /t Oo]31(3) e *ds (27)

Comme |p;(s)| <2, on en déduit que :

“+o00

|az| = [a2(0)] = pi(s) e ds

400
§/ 2¢ °%ds =2
0

Remarque 5.26. On vient donc au passage de redémontrer le cas n = 2 de
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la conjecture de Bieberbach (théoréme [4.6).

A présent, en choisissant n = 3 dans I’équation , on obtient :

a%%wzv—[OVM@MM@+2@@nmw>a“m

Autrement dit,

=) == [ €+ 20 mls) e ds

En remplagant ay(s) par Uexpression on obtient :

+o0 +oo +o0
az = — / pa(s) e * ds + 2 / pi(s)e™™ (eQS / p1(u)e™ du) ds
0 0 s

_ /0 T (s e ds 4 2 /0 T p(s) e < / o) e‘“du) ds

+oo oo +o0o
= - / pa(s)e > ds —i—/ / p1(s) p1(u) e*“duds
0 0 s
+ / / p1(s) p1(u) e *dsdu
o Jo

en utilisant le théoreme de Fubini pour la derniere intégrale double. Comme s
et u jouent des roles symétriques, on peut regrouper les deux derniers membres
pour obtenir :

0 — — /0 T o(s) e ds + ( /0 T (s) e ds>2 (28)

Si on utilise directement le fait que |p1(¢)| < 2 et que |p2(t)] < 2, on obtient
seulement que |az| < 5. Il ne s’agit pas de la borne attendue, il faut donc
procéder autrement.

Commencons par constater que S est préservé par les rotations. De ce fait, il
suffit de prouver le résultat en supposant : az positif et réel.
Si ce n’est pas le cas, on remplace f par la fonction z +— €' f(ze™')

e flze ™) =24 e @ag i e az 2 ...

oll a € R est choisi de sorte que e a3 > 0.
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Supposons désormais az > 0. En reprenant (28]), on a :

+o00 400

las| = Re(az) < — Re(pa(s)) e > ds + (

0 mmu@w*mf

0
On a alors besoin du lemme suivant :

Lemme 5.27. Soit t € [0, +oo[\E. Alors on a :
(Repi(t)* < 2+ Repy(t)

Démonstration. Soit t € [0, +00[\E. On considere la fonction :

v . D — D
1p(z,t)—1
Z —_——————
z2plz, t)+1 7

On sait que Re(p( ., t)) > 0 sur D et p(0, t) = 1. On a alors pour tout z € D :

1 pi(t)z+pe(t)2* +...

U(z) =—
22+p1(t)z+]92—(t)22+...
:% (pi(t) 2 +palt) 22 +..) (1—p12(t)z—p22(t) z2+p1$)222+...)

= 30+ (5l — {l0)?) 24

On applique le lemme [5.1] & la fonction ¥ et on en déduit que

1 1 1
(0= { 0P| <1 § o)
On en déduit que :
1 1 1
L= 4 O 2 300~ 10

> |3t (300~ { (0 )

> —% Repo(t) + ;1 Re (p1(t))?

Donc,
24 Repa(t) > 5 Fe (i (1) + 3 I (D = Bepa (1))
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On utilise a présent l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

( [ o) e ds)2 <(/ " epi(s)? —as) ([ e )

_ /0 " GRepi(s))? eds

En substituant ceci dans et en utilisant le lemme [5.27} on obtient :

“+oo

= [ - @en) e ast ([ Relpioe ds)2

< / 2e % ds — / (Repy (1)) e > ds + ( Re(pi(s))e? ds)
0 0

0

+oo
<1+ /o (S)%pl(t))Q (e_s — 6_28) ds

En utilisant alors que [QRe py(t)] < |p1(t)| < 2, on obtient :
+oo
|a3|§1+4/ (e —e?)ds<1+4-2=3
0

On vient donc de montrer le cas n = 3 de la conjecture de Bieberbach pour
les fonctions slit. On déduit le résultat final par densité des fonctions slit dans
la classe de fonctions S.

Il reste a présent a traiter le cas d’égalité.

Remarquons d’abord que si I'on utilise le méme argument pour le cas d’égalité,
cela ne fonctionnerait pas. En effet, si on parvient a montrer que les seules fonc-
tions vérifiant |az| = 3 sont les rotations de la fonction de Koebe, rien n’assure
qu’on puisse les approcher par des fonctions slit vérifiant aussi |az| = 3. On
doit donc procéder différemment.

Il faut travailler directement avec une chaine de Loewner associée a une fonc-
tion f de la classe de Schlicht. En procédant de la méme maniere que sur les
déchirures, on montre l'inégalité |as| < 3. Puis, concernant le cas d’égalité on
procede de la maniere suivante :

Quand on a ’égalité, on a pour presque tout s :

[Repi(s)] = |pi(s)] =2
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et

( 0+°O Re py(5) e ds)2 _ /O " Repu(s)? e ds

c’est-a-dire pour presque tout s, pi(s) =2 ou py(s) = —2

D’apres (27)), on a :
+oo
/ pi(s)e *ds
0

On s’est donc ramené au cas d’égalité du cas n = 2, on en déduit donc que f
est une rotation de fonction de Koebe.

|az| = =2

Ceci acheve la démonstration de la conjecture de Bieberbach dans le cas n = 3.

5.6 Compacité des chaines de Loewner

Revenons a présent a la démonstration de la compacité des chaines de Loewner,
que l'on a énoncé auparavant.

Démonstration de la proposition[5.13. Soit m > 2. On définit I'ensemble :

1
Km:{sz\Sl——}x[O,m]
m

Pour m > 2, K,, C D x [0, 00| est un espace compact. De plus, la suite
(Km)m>2 est croissante.

Soit (F,( ., .))nen une suite de chaines de Loewner. Par le théoréme de Dis-
torsion, on a pour tout (z, t) € K, :

t

[Fu(z, 1) < m <

On en déduit que F,(., .) est uniformément bornée sur K,,.

Soit (21, 5s), (22,t) € K, avec s < t. On tire du théoreme de Distorsion et du

lemme que :
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‘Fn(zlu 5) - Fn(227t)’ S |Fn(Z17 8) - Fn<217 t)‘ + ‘Fn<217 t) - Fn<227 t)‘
< |Fn(217 S) - Fn(zla t)| + MaXce(z, z) |F7/L(€’ t)| |Z1 - ZQ|

8lul ., (1+1¢]) et
Sl @ —€7)| FmaXeelyy, 2] T e
T ) D FRTR)E

<8m?*(m—1)e™ |s—t|+m?(2m —1)e™ |2 — 2.

Ainsi F,(., .) est équicontinue en (z1, s) € K,,. On utilise donc le théoreme
d’Arzela-Ascoli pour extraire de la suite (F),( ., .)), une sous-suite (Fy, (., . ))&
qui converge uniformément sur K,,.

Comme Ky C K3 C K, C ..., on peut d’abord extraire de la suite (F,(., .))
une sous-suite (F,, o(., .)) qui converge uniformément sur K.

Puis, on extrait de la suite (F, (., .)) une sous-suite (F,, 3(., .)) qui converge
uniformément sur Kj.

De maniere analogue, on extrait de la suite (F, (., .)) une sous-suite (F5,, pm+1( -
qui converge uniformément sur K.

On définit a présent une nouvelle suite : (F,, +oo( -, . )) qui converge localement
uniformément sur D x [0, +o00[. On note F(., .) sa limite.

Alors F(., t) est une fonction holomorphe sur D pour tout ¢ € [0, +oo[ avec
F'(0, t) = e'. On déduit du théoreme de Hurwitz (théoréme [1.4) que pour tout
t € [0, +oof, F(., t) est injective sur D.

Il reste a vérifier F(., .) est une chaine de Loewner. Pour cela, d’apres ce que
I'on a vu précédemment, il suffit de trouver une fonction holomorphe injective
h(., s, t) sur D vérifiant :

e Pour tout z € D, |h(z, s, t)| < |z|

e Pour tout z € Det 0 < s <t < +o0, Fi(h(z, s, t)) = Fs(z)

Comme F, ;o(.,.) est une chaine de Loewner, il existe une fonction ho-
lomorphe injective h,(., s, t) sur D qui vérifie |h,(z, s, t)] < |z| ainsi que
Ey oo (hn(z, 8, 8),1) =n, 100 (2, 5).

Soit 0 < s < t < +o0. Par le lemme de Schwarz (lemme ?7?), son corol-
laire (lemme et le théoreme d’Arzéla-Ascoli, de maniere similaire a ce que
I'on vient de faire, on peut extraire de la suite (hy oo ., s, t)) une sous-suite
(hn, (-8, t)) qui converge localement uniformément sur D vers une fonction

h(.,s,t).
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Lorsque l'on fait tendre k vers +oo, h(.,s, t) est holomorphe sur D avec
|h(z, s, t)] < |z| et Fy(h(z, s, t)) = Fy(2). Par le théoreme de Hurwitz, h( ., s, t)
est injective.

Ainsi F(., .) est bien une chaine de Loewner. O

5.7 Démonstration du théoreme [5.16

La théorie utilisée par Loewner pour prouver le cas n = 3 de la conjecture de
Bieberbach, repose sur un théoreme assez technique. Nous allons a présent le
démontrer :

Démonstration du théorémel5.16. 1’équation est une conséquence directe
du lemme [5.17, comme le suggere la remarque [5.18|

Il nous faut & présent définir la fonction x et montrer que f(z,t) vérifie
I’équation (|19)).

Pour tout 0 < s <t < 400, on considere la fonction
h(Z, S, t) = F_l(F(Za S)a t)

qui envoie de maniere conforme D sur D\Jy ou Jy est un arc de Jordan du
disque unité. Comme Dy C Dy, z +— h(z, s, t) est bien définie.

On note By l'arc de cercle |z| = 1 dont I'image par h est Jg. On considere
pour tout ¢ € [0, +o0[, A(t) = F, ' (y(t)) Pextrémité de J; qui est sur le disque
unité D. Alors \(s) € By est un point de I'arc de cercle By. Cette situation
est illustrée sur la figure [7]

Par le théoreme de prolongement de Carathéodory (théoréme , la fonction
w > g H(w, s) est continue jusqu'a T',. Par conséquent, lorsque ¢ décroit vers
s, arc By se contracte sur le point A(s). De méme lorsque s croit vers ¢, l'arc
Jst se contracte sur A(t).

e Prolongeons la fonction z — h(z, s, t) a C\B.

Par le théoreme de prolongement de Carathéodory, h s’étend par continuité
sur l'arc de cercle B}, défini par le complémentaire de B dans le cercle unité.
L’image de B, par h est donc le cercle unité privé de A(t).

Pour |z| > 1, on pose :

he s 0= oy
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w=9(z ) ¢=g Hw, 1) A(t)

~(t)
A(s)

¢= h‘(zv Sy t)

FIGURE 7 — Graphe de la fonction h(., s, t)

La fonction h ainsi prolongée est encore holomorphe d’apres le principe du pro-
longement analytique et elle réalise un biholomorphisme entre le complémentaire
de B et le complémentaire de J, U J}, ou J7, désigne la réflexion de Jg; a tra-
vers le cercle unité.

Comme la fonction €% h( ., s, t) € S, le théoreme du quart de Koebe (théoréme
} implique que h(D, s, t) C D (O, }163*’5). Par conséquent,

1
inf{|z]| | z € Jg} > Ze‘g—t

c’est-a~dire I'arc Jg est en dehors du disque D (0, ies_t).
De la définition de J,, on tire que

sup{|z| | 2 € T3} < 4e'

c’est-a-dire que J7 est a l'intérieur du disque D (0, 4 €'%).
Par définition de h on a que

) h(z, s, t
lim hz s 1) ="
Z—+00 z
Donc par réflexion on a
z _
1 =el®
=0 h(z, s, t)
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Ainsi par le principe du module maximum, on en déduit que

’h(z, s, t)

S 4 etfs
z

sur le complémentaire de By;.

Soit (t,)nen une suite d’éléments de [0, +o0o] telle que (%), est décroissante et
lim,, , o t, = s. Alors, comme on I'a déja vu, pour tout n € N, 'arc de cercle
By, se contracte sur le point A(s).

h(z, s, t,
En appliquant le théoreme de Montel (théoréme a la famille <¥) ,

z
on en déduit qu’il existe une sous-suite qui converge uniformément sur les com-
pacts ne contenant pas A(s) vers une fonction holomorphe bornée ¢ vérifiant
6(0) = 1.

La fonction ¢ étant bornée au voisinage de A(s), elle se prolonge sur C, on en
déduit que ¢ = 1 par le théoreme de Liouville.

h(z, s, t)

z
sur les compacts de C ne contenant pas A(s) lorsque ¢ — s.

La suite (t,), étant arbitraire, on en déduit que — 1 uniformément

Autrement dit h(z, s, t) — z uniformément sur les compacts de C\{A(s)}
lorsque t — s.

e Montrons que A est continue.

Soit s > 0 fixé. Soit € > 0. Pour ¢t > s suffisamment proche de s,
By C{z] ]z — A(s)| < €}.

L’image de C par h, notée C', est un arc de Jordan qui contient Jy U J7,. En
particulier, le point A(¢) est a U'intérieur de C'.

On vient de montrer que h(z, s, t) — z uniformément sur les compacts de
C\A(s) lorsque t — s, on en déduit que que le diametre de C’ est inférieur a
3 e pour t suffisamment proche de s.

Soit zy € C, pour t > s suffisamment proche de s on a donc :

IA(s) = A(t)] < |A(s) — 20| + |20 — h(20)| + |h(20) — A(2)]
<e4+e+3e=5¢
Ceci montre que A est continue a droite. On procede de la méme maniere pour

montrer que A est continue a gauche.
Donc A est une fonction continue.
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C ~. -

FIGURE &8 — Continuité de \

e Etablissons & présent I’équation de Loewner.

h(z, s, t)

z
sur D, on peut définir la fonction suivante :

t

Comme la fonction z +— prolongée en z = 0 par e*~" ne s’annule pas

o, : z — log (M)

z
le logarithme pour lequel @4 (0) = s — ¢.

On remarque que @, est holomorphe sur D et continue sur D. De plus, on a
Re(dy) < 0 sur Varc By et Re(Py) = 0 sur B, son complémentaire sur le
cercle unité.

En effet, commengons par remarquer que pour tout z € D, on a : z = 2] e
pour un certain € R. On en déduit que log(z) = log(|z|) + 0 et donc

MRe(log(z)) = log(|z]).
Comme h( ., s, t) envoie By sur Jg C D, on en déduit que pour z € By, |z| =

Let |h(z, s, t)| <1 donc Re(Pg(2)) = log ( MD <0

Par ailleurs, h(., s, t) envoie B, sur dD, on en déduit que pour z € B, on a
|z| =1 et |h(z, s, t)] = 1 donc Re(Py(z2)).
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D’apres la formule de Poisson — voir la preuve du lemme [5.2] - on a alors :

B et 1
@St@):% / Re (Du(e®)) 2 g (29)

et — 2

oll €'“ et €' désignent les extrémités de B,. En particulier, on a :

st = By(0) = /ﬁme(@stw)) do. (30)

T2 s
En reprenant la définition de la fonction A, on a pour tout z € D,
hf(z, 8), s, t) = f(z, 1)

Donc en remplagant z par f(z, s) dans la formule (29)) et par définition de P,
on obtient :

5 B ) et? Z, 8
Oy (f(z, 8)) =log j:((z: ?) = % / Re (‘ht(e”’)) e“’i——;gz:s;de

On va a présent avoir besoin du résultat élémentaire suivant.

Proposition 5.28 (Théoreme de la moyenne). Soit f et g deux fonctions a
valeurs réelles, continues sur un segment |a, b] avec a < b. On suppose que
f >0 (ou plus généralement que f garde un signe constant sur [a, b]). Alors
il existe ¢ €]a, b] tel que :

00 [ 1) ar= [ @ote) a

Le théoreme de la moyenne, appliquée séparément a la partie réelle et la partie
imaginaire du second membre donne :

oll €' et €'7 sont des points de I'arc de cercle By;.

En utilisant la formule , on a :
flz 1) e+ f(z 8\, o~ (€T [(z5)
s fy =m0 e (S ) riom ()

Or on a vu que si t — s en décroissant, 'arc By se contracte sur le point
A(s). On obtient alors :
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(s

+

0
5 log £z, ) = = 3= (1)
En posant (t) := $ on obtient I’équation 1)
of 1+ x(s) f(z, s)

(s) f(z
Os s 28 = =JG0s) 1 —k(s) f(z, )

En effet, A est continue et |A(t)| = 1 pour tout 0 < ¢ < 400 car par définition
A(t) est un point du cercle unité.

Donc k vérifie clairement les mémes propriétés. Ceci acheve la démonstration
du théoreme B.16l O
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Conclusion

Les deux premiers cas de la conjecture de Bieberbach ont été traités ici, avec
des méthodes totalement différentes. La méthode utilisée pour le cas n = 2
ne semble pas constituer une méthode générale pour résoudre la conjecture,
contrairement a la méthode de Loewner. En effet, par la théorie de Loewner,
on a obtenu une formule explicite pour les coefficients a,, on imagine donc
pouvoir appliquer la méme méthode aux cas supérieurs. Cependant, elle fait
intervenir des intégrales multiples et devient tres vite fastidieuse lorsque n est
grand. D’autres méthodes ont été développées pour les cas supérieurs tels que
n = 4,5 ou 6. Ce n’est que plus tard que Nehari parvint a montrer le cas n = 4
grace a la méthode de Loewner.
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