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Résumé

Résumé

Ce travail de these s’intéresse a la résolution d’équations de Monge-Ampére complexes
et & ses applications sur certains types de variétés non compactes. Ce mémoire décrit plus
précisément deux situations distinctes dans lesquelles on résout des équations de Monge-
Ampere, avant de tirer les conséquences de ces résolutions.

Dans une premieére partie, on travaille sur le complémentaire d’un diviseur & croise-
ments normaux dans une variété kidhlérienne compacte. On fixe sur le complémentaire
du diviseur une classe de métriques kdhlériennes a singularités cusp le long du diviseur.
Pour construire des géodésiques entre métriques de cette classe, on résout une équation
de Monge-Ampeére homogene, sur le produit de notre ouvert de Zariski par une surface
de Riemann & bord. On applique cette construction a un résultat d’unicité de métriques
a courbure scalaire constante dans la classe considérée; on résout encore pour cela une
équation de Monge-Ampere avec second membre sur le complémentaire du diviseur. On
exhibe enfin des obstructions topologiques a I'existence de métriques a courbure scalaire
constante au sein des classes de métriques kahlériennes singulieres envisagées.

La seconde partie du mémoire traite d’une construction analytique d’instantons gra-
vitationnels ALF, ou variétés completes de dimension 4, hyperkahlériennes, a croissance
cubique du volume. On donne la construction d’instantons diédraux; on considere plus
exactement des résolutions de singularités kleiniennes diédrales. Le traitement d’une équa-
tion de Monge-Ampeére, donné pour des variétés kdhlériennes ALF assez générales, nous
permet sur nos exemples de corriger un prototype simple pour obtenir la métrique hyper-
kéahlérienne recherchée.

Mots-clés : Equation de Monge-Ampere complexe, variétés non compactes, métriques a sin-
gularités cusp le long d’un diviseur, métriques kahlériennes a courbure scalaire constante,
métriques hyperkéhlériennes, instantons gravitationnels ALF diédraux.




Complex Monge-Ampeére equation, Kiahler metrics of
Poincaré type and ALF gravitational instantons

Abstract

The topic of this thesis is the resolution of Monge-Ampeére equations and its application
on certain types of non-compact manifolds. This dissertation describes more precisely two
distinct situations in which we solve Monge-Ampeére equations, and draw conclusions of
these resolutions.

We work in a first part on the complement of a divisor with normal crossings in a
compact Kéhler manifold. We fix on the complement of the divisor a class of K&hler
metrics with cusp singularities along the divisor. In order to construct geodesics joining
metrics of this class, we solve a homogeneous Monge-Ampere equation on the product of
our Zariski open set with some Riemann surface with boundary. This construction is then
applied to a uniqueness results for constant scalar curvature metrics in the considered
class; for this, we also solve a Monge-Ampere equation with right-hand-side member on
the complement of the divisor. We finally prove topological obstructions to the existence
of constant scalar curvature metrics among the classes of singular metrics we are interested
in.

The second part of the dissertation is devoted to an analytic construction of ALF
gravitational instantons, that is complete hyperkahler 4-manifolds, with cubic growth of
the volume. We give the construction of some dihedral instantons ; more specifically, we
consider resolutions of kleinian singularities. The treatment of a Monge-Ampeére equation,
given for quite general ALF manifolds, allows us to correct on our examples a simple
prototype to get the sought hyperkahler metric.

Keywords: Complex Monge-Ampeére equation, non-compact manifolds, metrics with cusp
singularities along a divisor, constant scalar curvature Kahler metrics, hyperkahler metrics,
dihedral gravitational instantons.
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Introduction

ETTE introduction se divise en deux parties. On dresse dans la premiere partie un
C rapide historique du fil directeur de cette thése : le théoréme de Calabi-Yau pour
les variétés kahlériennes compactes. Nous rappelons 'origine du probleme de Calabi et
évoquons sa résolution par Yau; nous mentionnons également quelques problématiques
liées a ce sujet.

La seconde partie fait état des résultats obtenus dans cette these. En tant que telle, elle
se divise elle-méme principalement en deux sous-parties, correspondant aux deux cadres
géométriques dans lesquels s’inscrivent nos résultats. Ces deux cadres sont essentiellement
distincts ; nous tacherons néanmoins de les faire dialoguer au long des paragraphes qui
leur sont respectivement consacrés, et plus généralement au fil des différents chapitres de
cette these.

Cette partie introductive ne se voulant pas exhaustive, la discussion qui suit pourra
s’avérer vague par endroits; les détails nécessaires figureront dans le corps du texte lui-
méme.

0.1 Le théoréme de Calabi-Yau

0.1.1 Conjecture de Calabi

Soit (X, g, J,w) une variété kahlérienne compacte, de dimension complexe m. Un fait
standard est le suivant : si I'on définit la forme de Ricci o de g par o = Ric?(J-,-), ou
Ric? est le tenseur de Ricci attaché a g, alors g est une (1,1)-forme réelle fermée, et a pour
classe de de Rham 2m¢; (X)), qui ne dépend donc pas de g. Il est a cet égard naturel de se
poser la question de la réciproque, sous la forme suivante : étant donnée une (1,1)-forme
a réelle, fermée, de classe 2mc; (X)), existe-t-il sur X une métrique kéhlérienne g, telle que
« soit la forme de Ricci de go 7 On peut préciser cette question, en demandant a ce que
la forme de Kéahler d’une telle métrique soit cohomologue a la forme de Kéahler w initiale.

La conjecture d’E. Calabi [Cal56, [(Cal57] consiste alors en une réponse affirmative a la
question posée, et précise I'unicité de la solution :

Conjecture 1 (Calabi). On fize une classe de Kahler [w] sur X. Alors pour toute (1,1)-
forme « réelle, fermée, de classe 2mci(X), il existe une unique métrique kihlérienne go
sur X, de forme de Kdhler dans [w].
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Motivation. Avant de donner des éléments de réponse a ce probleme, précisons certaines
conséquences d’un tel énoncé. Supposons par exemple que ¢1(X) = 0; la conjecture de
Calabi nous donne alors dans toute classe de Kéhler une métrique h d’Einstein a tenseur
de Ricci nul, ou Ricci-plate. Si une telle métrique est de plus irréductible, alors (X, h) est
soit hyperkdhlérienne, soit une variété de Calabi-Yau; on obtient dans tous les cas une
variété tout a fait spécifique parmi les variétés kahlériennes. On a ici identifié 2-formes
symétriques hermitiennes et (1,1)-formes correspondantes via la structure complexe ; nous
ferons souvent cette identification, classique, par la suite.

Si maintenant ¢;(X) a un signe, disons ¢1(X) > 0, au sens ou il existe a € ¢1(X)
telle que a(-, J-) > 0, on trouve grace a la conjecture une métrique h a Ricci strictement
positif, et par la technique de Bochner, X est simplement connexe. Si l'on a ¢;(X) < 0,
un argument analogue nous dit que le groupe des automorphismes de X est discret.

Reformulation du probléme. Soit @ une forme de Kéhler dans [w]. Une égalité classique en
géométrie kiahlérienne relie alors sa forme de Ricci ¢ a la forme de Ricci ¢ de la forme de
Kihler initiale w; on a: § = ¢ — 00 log (). Par ailleurs, un autre résultat fondamental
de la géométrie kahlérienne, le lemme 00, nous dit que o = ¢ — 10 f pour une certaine
fonction réelle f lisse sur X. La conjecture de Calabi se raméne donc au probleme suivant :
trouver une forme de Kéhler @ dans [w] telle que (@)™ = efw™. Notons qu’une telle égalité
suppose, par le théoréme de Stokes, que l'on ait [y efwm = Jx w™; puisque 'on peut
néanmoins ajouter n’importe quelle constante a f sans changer «, on suppose désormais
f fixée de sorte que 1’égalité intégrale ci-dessus ait lieu.

Finalement, une nouvelle application du lemme 90 nous dit que la forme & recherchée
s’écrit w +i00¢p, avec o réelle lisse. En tenant compte de la condition de Kihler sur @, on
peut donc reformuler une derniere fois la conjecture de Calabi pour parvenir au probléme
consistant a trouver ¢ lisse sur X telle que :

(w4 i03p) ™ = efw™,
w +i00p > 0.

(1)

0.1.2 Résolution analytique, travaux de Yau

Equation de Monge-Ampére compleze. La condition de positivité, c’est-a-dire la deuxiéme
ligne, du probléme , étant presque automatique, les efforts en vue de résoudre ce pro-
bléme ont été concentrés sur la construction d’une fonction ¢ vérifiant la premiere ligne
de . Une telle équation est appelée équation de Monge-Ampere complexe, en référence
a son analogue réelle consistant & trouver, sur un ouvert de R™ disons, une fonction
vérifiant la relation
0%u
det [(

0z10zI ) 1§i,j§n]
avec I’ > 0 donnée. En effet, en coordonnées holomorphes locales (2%), si I'on écrit w =
gaﬁidza AdzP (convention de sommation d’Einstein), ’équation sur ¢ considérée ci-dessus
devient

= F,

2
dee[(g5+50), ]

0229287 1<a,p<m
On doit donc résoudre une équation auxr dérivées partielles d’ordre 2 non linéaire; une
des difficultés de cette résolution tient a ce que la non-linéarité de I’équation s’exprime
en les dérivées secondes de la fonction inconnue, qui illustre le caractere non-trivial de la
conjecture de Calabi.

= e/ det [(9,5)1<0,8<m) -
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Meéthode de continuité. Pour entreprendre la résolution de , Calabi suggere de non
plus voir ’équation en jeu individuellement, mais de regarder plutot une famille continue
d’équations, allant d’une équation triviale a I’équation a résoudre. Plus explicitement, on
regarde pour ¢ € [0, 1] les équations

(w+i00¢p;)™ = cetfom™,
w +i00p; > 0,

avec ¢; = [x e/w™ pour que [y cret/w™ = [y w™, et l'on considére I'ensemble

etfwm
S dest poufli( lesquels I’équation de parametre ¢ admet une solution. On montre en outre
facilement que de telles solutions sont uniques aux constantes pres ; rajouter une condition
de normalisation telle que [ ¢ww™ = 0 au probléeme permet donc de demander que pour
les t € S, ¢ soit unique.

Cette démarche est motivée par ’observation suivante ; ’équation de parameétre t = 0
a pour solution évidente ¢y = 0, et 'on montre grace aux identités kahlériennes que la
linéarisation de 'opérateur ¢ — (w+i9dp)™ en ce point est donnée par ¢ — — 3 (A 1h)w™.
Le laplacien A,, associé & w étant un isomorphisme entre espaces de Banach C%® — C3@
en se restreignant des deux cotés aux fonctions & moyenne nulle contre w™, le théoréme
des fonctions implicites nous donne des ¢; de régularité C>® solutions de I'équation de
parametre ¢ pour t proche de 0. Si ’on démontre que ces solutions sont lisses — ce qui n’est
nullement évident —, on a donc que S contient un voisinage de 0.

Un tel raisonnement peut étre transposé en tout t € S, 'opérateur linéarisé n’étant a
peu de choses prés autre que le laplacien associé a la métrique w + 00y, ; sous réserve que
'on sache démontrer qu’une solution C%® de I'une de nos équations est lisse, on sait donc
que S est ouvert. On aimerait alors un énoncé de compacité sur les solutions associées a
ses éléments pour en déduire qu’il est également fermé, donc égal a [0, 1] ; prendre ¢ = ¢
résoudrait le probleme de départ.

Travauxr de Yau. Deux décennies apres les suggestions de Calabi, S. T. Yau meéne ce
programme a terme dans article fondateur [Yau78|]. Plus précisément, il démontre :

1. que si 'on prend une suite de solutions ¢, avec les t; € S tendant vers fx, on a
sur ¢, ||cs.e un controle indépendant de j (« estimations a priori »), ce qui permet
de passer & la limite et d’obtenir une solution ¢ de classe C>% de I’équation de
parametre o ;

2. qu'une solution C%® de 1'une de nos équations est lisse.

Le second point permet d’établir clairement que S est ouvert; le premier, combiné au
second, nous dit que S est fermé : le probleme est résolu. Remarquons que le point 1. est
le plus délicat a établir, le point 2. découlant plus aisément d’une formule utilisée dans la
démonstration du premier point.

Nous ne décrivons naturellement pas entiérement la preuve de Yau, assez longue et
technique, dans cette introduction ; nous renvoyons le lecteur a larticle original [YauT78],
ou au traitement qui en est fait par D. Joyce [Joy00| ch. 5]. Nous dirons simplement que
cette preuve nécessite des ingrédients tels qu'une inégalité de Sobolev (estimée a priori C°
sur les ¢y, voir cependant ’article de S. Kolodziej [Kol98] pour une approche différente),
et des bornes sur la courbure riemannienne de la métrique de départ g et sur ses dérivées
a différents ordres (estimées a priori d’ordres 2, 3, et supérieurs), combinées a certaines
formules, locales, dérivant de ’équation vérifiée par les ;. Ceci suggere que 'on peut
remplacer la variété compacte X par des espaces dans lesquels on dispose d’une inégalité
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de Sobolev et d’'un contréle sur la courbure analogues au cas compact, ou bien que 1'on
peut s’intéresser au probléme de Dirichlet analogue a sur une variété a bord ; ce sont
entre autres ces idées générales qui sont développées au paragraphe suivant.

Notons néanmoins a ce point que deés 'article [Yau78|, Yau s’intéresse déja a la géné-
ralisation de son résultat et de ses méthodes & des cas ou (X, g) est toujours compacte
et lisse, mais ot F = ef peut s’annuler, ou admettre des singularités, & la maniére d’une
fraction rationnelle, le long d’hypersurfaces (complexes) de X, voir [Yau78, Theorem 8|.

0.1.3 Variations

Variétés non compactes. Un exemple immédiat de variété kdhlérienne non compacte est,
partant d’une variété kahlérienne compacte admettant un diviseur, le complémentaire de
ce diviseur; dans le cas projectif, on parle de wariété quasi-projective. G. Tian et Yau
donnent dans [TY90] le résultat suivant :

Théoréme 1. Si (X, g) est compléte, d croissance au plus quadratique du volume, si le
volume de ses boules de rayon 1 « ne décroit pas trop vite », sous certaines conditions de
décroissance de f vérifiant [y (ef —1)vol9 = 0, et sous I’hypothése d'un contréle d’ordre 2
de cette fonction, le probléme admet une solution ([TY90, Theorem 1.1]).

Nous renvoyons a l'article cité pour un énoncé précis. Cet théoreme est motivé par
la construction de métriques complétes Ricci-plates sur des variétés quasi-projectives, et
des applications en géométrie algébrique; il permet en effet, dans le cas ou D est lisse
et est un diviseur anticanonique d’une variété M, de construire une métrique kahlérienne
Ricci-plate sur X = M\ D. Cette construction est généralisée dans le cas ou M admet des
singularités de type orbifold dans [TY91].

Les hypotheses géométriques du théoreme ci-dessus permettent d’avoir les contrdles
suffisants sur la courbure; elles permettent également de démontrer une inégalité de So-
bolev adéquate a la résolution du probleme.

Pour le cas ou D n’est plus anticanonique, mais vérifie I’hypothese d’amplitude Ky ®

[D] > 0, voir le paragraphe

Probléme de Dirichlet, équation de Monge-Ampére complexe homogéne. L’étude d’un pro-
bléeme de Dirichlet analogue & ({1) sur une variété kéhlérienne a bord apparait naturellement
dans le cadre suivant. Sil’on revient a la donnée d’une variété kahlérienne (X, w) compacte,
on peut considérer I'espace M|, des formes de Kahler cohomologues a w. Cet espace, de
dimension infinie, est muni par T. Mabuchi [Mab87| d’une métrique canonique, admet-
tant une connexion de Levi-Civita ; on peut donc regarder les géodésiques entre formes de
Kihler tracées dans M|,). S. Semmes fait alors 'observation suivante [Sem92] : la donnée
d’une géodésique (w¢).e(o,1] entre deux points wy et wy dans M, est équivalente a la don-
née d’une fonction lisse ® sur le produit X x 3 vérifiant certaines conditions de bord, et
telle que

{ (prw+ i85<1>)m+1 =0 @)

(pr*w +i00®)| xxfwy >0 pour tout w € X,

ol X est une surface de Riemann a bord, pr : X x 3 — X est la projection évidente, et
I'opérateur 90 est celui du produit.

Une des motivations a la résolution de cette équation des géodésiques est la suivante :
il existe sur My, une fonctionnelle, dite K-énergie de Mabuchi, dont les points critiques
sont les métriques a courbure scalaire constante dans My, et qui est convexe le long
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des géodésiques, cf. [Mab87|]. Précisons que la condition de courbure scalaire constante
généralise la condition d’Einstein, et que 'existence de telles métriques a des conséquences
sur la structure du groupe d’automorphismes de la variété, voir par exemple [Lic5§].

Disposer de géodésiques (lisses) permet de parvenir a un résultat d’unicité des mé-
triques a courbure scalaire constante dans M|, (modulo certains automorphismes de X,
seuls autorisés par I'annulation de la dérivée seconde de la K-énergie le long d’une géodé-
sique entre points critiques).

X. X. Chen résout en un sens faible [Che00], grace notamment & une formule
de Yau, et les géodésiques qui en résultent, non lisses a priori, n’ont pas la régularité
nécessaires a I’application du programme ci-dessus tel quel : ’homogénéité de I’équation est
synonyme d’une dégénérescence problématique pour gagner en régularité sur les solutions.
Chen parvient toutefois au résultat d’unicité escompté sous I’hypothese supplémentaire
c1(X) > 0 ou = 0. La régularité des géodésiques est améliorée avec Tian [CT0§]|, et permet
finalement d’avoir 'unicité des métriques a courbure scalaire constante au sein d’une classe
de Kéhler modulo les automorphismes homotopes a l'identité en toute généralité. On sait
toutefois que les géodésiques ne peuvent pas étre lisses, ni méme C3, en général, voir
[LV11].

Meétriques de Kdhler-FEinstein. Faisons la remarque suivante sur un probleme différent du
probléme de Calabi, mais lié étroitement & ce dernier. Si ¢;(X) = 0, on a vu que le
théoréme de Calabi-Yau nous donne des métriques de Kahler-Einstein dans n’importe
quelle classe de Kéhler. Qu'en est-il des cas ou ¢1(X) > 0 et ¢1(X) < 07 Une condition
nécessaire est que la métrique de Kéhler-Einstein recherchée doit étre dans uci(X), avec
p >0 (resp. < 0) si ci(X) > 0 (resp. c1(X) < 0); en fixant |u| = 27, on se rameéne
alors par des manipulations analogues a celles du paragraphe a la résolution de
Péquation (w + i09¢p)™ = e/ TePw™ avec e = —£ € {—1,+1}. Le signe de ¢ s’avére ici
crucial : sie =1, i.e. si ¢;(X) < 0, on a tres facilement une borne sur supy |¢|; on peut
alors reprendre les arguments de Yau pour les estimations d’ordre supérieur, et construire
la métrique désirée. Si en revanche on est dans le cas ¢1(X) > 0 (on dit que X est une
variété de Fano), alors e = —1, et Pargument précédent ne fonctionne plus. Le probléme de
Iexistence de métriques de Kéhler-Einstein sur les variétés de Fano est en réalité toujours
ouvert ; nous revenons plus bas sur ce point, voir la conjecture [2] au paragraphe

0.2 Reésultats

0.2.1 Meétriques kahlériennes de type Poincaré sur le complémentaire d'un diviseur

Métriques kdhlériennes a courbure scalaire constante, le cas logarithmique. Dans [TY87],
Tian et Yau se donnent un diviseur D a croisement normauz simples dans X. Sous 'hy-
pothése d’amplitude de K x[D] disons, ils démontrent 'existence sur X\ D d’une métrique
de Kéahler-Einstein complete, a volume fini, et & singularités cusp le long de D ; comme
dans le cas compact, la démonstration passe par la résolution d’une équation du type
(w +i00p)™ = efT2w™ (le cas « favorable »), ol cette fois w est construite au préalable
avec les singularités évoquées, et ¢ ainsi que ses dérivées a tout ordre sont bornées par
rapport a w.

A cet égard, notre premier travail a consisté a généraliser les résultats de Chen sur
les géodésiques entre métriques a des métriques a singularités similaires a la métrique de
Kéhler-Einstein de Tian-Yau, indépendamment de ’hypothése Kx[D] > 0. La classe de
métriques que nous regardons est définie de la maniere suivante. On écrit la décomposition
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du diviseur en composantes irréductibles D = E;-V:l D;; hypothese de croisements nor-
maux simples signifie que les D; sont lisses, et que 'on peut se donner un recouvrement
finid = Uyl - -UU,, de X par des polydisques ouverts A’f}Q de coordonnées holomorphes

de rayon %, tel que pour tout k, U € U est dans U, ssi U est le voisinage d’un point d’un
croisement & exactement k composantes de D, Dq,..., Dy, et D;NU = {27 = 0} pour
j=1,...,k; on note la carte correspondante .

On généralise alors le comportement de la métrique de Tian-Yau par la définition
suivante :

Définition 0.1. Soit @ une (1,1)-forme réelle fermée strictement positive sur X\D. On
dit que @ est de type Poincaré si pour tout k =0,...,m et tout U € U,

- (vv)«w est mutuellement bornée sur (A’{/z)k X A’f};k avec le produit de métriques
de Poincaré sur les k premiers facteurs et de métriques euclidiennes sur les derniers
facteurs;

- (pv)«@ a ses dérivées bornées a tout ordre par rapport a cette métrique modéle.
Soit de plus une forme de Kihler wy lisse sur X. On dit que & est de classe [wy] si
l'on peut écrire @ = wy + 100y avec ¢ une fonction lisse sur X\D, telle que 1) =
O(Z?zllog(—logkﬂ)) dans chaque U € Uy pour tout k, et que |Viihl; = O(1) pour
tout £ > 1. On pose alors @ € PM,-

idzA\dzZ
212 log(|z[)
rayon % Les choix de cette définition sont motivés ci-dessous (p. ; remarquons cepen-
dant que des métriques kahlériennes de type Poincaré de classe |[w] existent pour toute
métrique kihlérienne w sur X, et que dans le cas Kx[D] > 0 et [w] = pei (Kx[D]), p > 0,
la métrique de Tian et Yau est bien un représentant de la classe définie.

On entend par métrique de Poincaré la métrique sur le disque épointé de

Le premier théoreme que nous énongons est un théoréme d’unicité pour des métriques
kéahlériennes de type Poincaré a courbure scalaire constante, généralisant le résultat de
Chen :

Théoréme 2. Si Kx[D] est ample sur X, alors pour toute forme de Kdahler wg lisse sur
X, toute métrique de type Poincaré de classe [wo| a courbure scalaire constante est unique

(théoréme [5.1)).

On ne se restreint donc pas, dans cet énoncé, au cas ou [wp] est proportionnelle &
c1(Kx[D]) ; dans ce cas en effet I'unicité énoncée revient a 'unicité de métriques de Kahler-
Einstein de type Poincaré, déja prouvée dans [TYS87].

Généralisation de la construction de Chen, et du théoréeme de Calabi-Yau. Comme dans
le cas compact (ou la condition d’amplitude est supposée sur Ky ), la démonstration du
théoréme 2] passe par la construction de géodésiques entre métriques de la classe que 'on
considere, qui s’énonce comme suit :

Théoréme 3. On considére 'espace des métriques de type Poincaré sur X\D par rap-
port a une classe de Kihler sur X, équipé de la métriqgue de Mabuchi. Deux potentiels
de métriques de cet espace peuvent étre joints par une géodésique continue, qui de plus
peut étre approchée par des déformations C™° du segment joignant ces potentiels. Il existe
un controle uniforme sur ces déformations, vues comme déformations de chemins entre
potentiels : elles sont bornées, ainsi que leurs dérivées d’ordre 1 (en temps et en espace),
et leurs dérivées d’ordre 2 en temps, mixtes, ou certaines de leurs dérivées en espace, a
savoir leur hessien complexe (corollaire .
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On notera que ce résultat est indépendant de 'amplitude de Kx[D]. La métrique de
Mabuchi de I’énoncé est I'analogue de celle du cas compact. La construction des géodé-
siques est encore liée a la résolution d’une équation de Monge-Ampere homogene, sur le
produit de X\ D avec la surface de Riemann a bord ¥ mentionnée au paragraphe ;
une difficulté dans le traitement d’une telle équation est ainsi la présence simultanée d’un
infini et d’un bord, qui de plus se croisent a 'infini.

Un autre ingrédient crucial dans la preuve du théoreme [2] est le résultat suivant :

Théoréme 4. Si Kx[D] est ample sur X, alors pour toute forme de Kihler wy lisse sur
X, il existe @ de type Poincaré et de classe [wo] dont la forme de Ricci est majorée par
—c& pour une certaine constante ¢ > 0 (théoréme|[3.9).

Ce dernier énoncé requiert la résolution d’'une équation de Monge-Ampere, pour mé-
triques de type Poincaré, théoréme obtenu indépendamment de l’amplitude de Kx[D] :

Théoréme 5. Soit © une métrique kihlérienne de type Poincaré, et f une fonction lisse
sur X\D, a décroissance rapide vers D a tout ordre, et telle que fX\D(ef —1)vol® = 0.
Alors il existe une fonction 1 lisse sur X\D et bornée a tout ordre pour @, telle que :
(@ + ddcw)m =efo™ sur X\D. Un tel potentiel est unique aux constantes prés (théoréme

.

Par « décroissance rapide vers D a tout ordre » pour f, on entend : il existe v >
0 tel que pour tout k et tout U € Uk, (¢u)«f et ses dérivées a tout ordre sont des
O(|log|2!|---log|z¥||™") pres de {z!--- 2% = 0}.

Dans le théoréme [5], I’équation en jeu est encore une équation de Monge-Ampére ; de
maniere quelque peu surprenante, nous n’avons pas trouvé sa résolution dans la littérature.
Par ailleurs, les situations dans les théorémes [3] et [f] sont assez différentes, et pour cette
raison, les démonstrations le sont aussi : preuve basée sur le travail de Chen [Che00] dans
le premier cas, preuve plus proche de larticle de Tian et Yau [TY90] dans le second cas.

Contraintes topologiques. On s’éloigne ici momentanément du probléme général de la ré-
solution d’équations de Monge-Ampére singulieres, pour se concentrer sur les métriques
de type Poincaré a courbure scalaire constante. Nous avons donné ci-dessus un résultat
d’unicité de telles métriques ; énongons a présent une obstruction générale a leur existence :

Théoréme 6. On suppose qu’il existe sur X\D une métrique de type Poincaré, de classe
[wo] (avec wy lisse sur X ). Alors pour tout j = 1,..., N indexant une composante irréduc-
tible D;j de D, on a l'inégalité suivante :

mC1 (KX[D])[WO]mil < (m-1)
[wo]™

c1 (Kx[D])er ([Dy]) [wo] ™2
c1([Dy]) [wo] ™1

(théoréme [6.1)).

L’inégalité s’interprete en disant que la courbure scalaire hors du diviseur doit étre
strictement inférieure a la courbure scalaire moyenne associée a la classe de Kéhler induite
sur chaque composante du diviseur. Quand les métriques sont asymptotiquement produits,
la démonstration du théoréme|6est assez intuitive (les métriques & comportement Poincaré
sur les disques normaux a D apportent une contribution négative a la courbure scalaire), et
montre que le diviseur lui-méme admet une métrique a courbure scalaire constante. Notre
travail a donc été de généraliser cette intuition a une classe de métrique plus large : ne
pas demander un comportement asymptotique précis sur les métriques de Poincaré nous
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permet alors d’économiser une hypothese d’existence de métrique kahlérienne a courbure
scalaire constante sur le diviseur.

Choix de la classe de métriques. La classe de métriques que nous fixons dans la définition
[0.T] appelle deux types de commentaires. Premiérement, des métriques a singularités telles
que nous les envisageons peuvent apparaitre naturellement comme limites de métriques
lisses. Citons la conjecture de Yau-Tian-Donaldson [Yau93l [Tia97, Don02] :

Conjecture 2. Une variété polarisée compacte admet une métrique kihlérienne a courbure
scalaire constante dans la classe de polarisation si, et seulement si, elle est K-stable.

La « K-stabilité » est une notion algébro-géométrique proche de la Théorie Géomé-
trique des Invariants, cf. [Don02]; un des buts de cette conjecture est de résoudre en le
généralisant le probléme de existence de métriques de Kéhler-Einstein dans le cas Fano. A
présent, sans entrer dans les détails, mentionnons qu’un angle d’attaque a la résolution de
cette conjecture est la construction d’une suite de métriques kdhlériennes, dites métriques
équilibrées, et un point crucial est la compréhension de leur convergence et de leur éven-
tuelle limite; il est tout a fait possible que des métriques de type Poincaré apparaissent
comme de telles limites.

Par ailleurs, Donaldson envisage dans un travail récent [Donll] ce probléme des mé-
triques de Kéahler-Einstein sur les variétés de Fano wvia des métriques a singularités co-
niques ; le but est de mieux comprendre les métriques lisses en étudiant ces métriques
singuliéres, et en faisant tendre I’angle des singularités vers 27, voir aussi [RT11} [CGP11]
JMRI11]. Symétriquement, une compréhension globale des métriques a singularités co-
niques pourrait exiger une analyse du cas limite ou ’angle tend vers 0, c¢’est-a-dire lorsque
les cones deviennent des cusps.

Signalons de plus que I'inégalité du théoréme [6] a été suggérée dans [Sz¢06, §3.2], dans
une conjecture plus large étendant la conjecture [2] aux variétés quasi-projectives, voir la
conjecture [3] du paragraphe suivant.

D’autre part, de maniere plus concréete, le contréle que nous demandons sur nos mé-
triques de types Poincaré peut sembler assez faible ; considérer des métriques avec un com-
portement plus précis prés du diviseur comme dans [Sz€06), §3.2] aurait siirement permis
des considérations analytiques plus fines. Les controles requis autorisent néanmoins 1’ana-
lyse suffisante des métriques concernées (par exemple, 'utilisation d’estimées de Schauder
dans des revétements locaux), et donnent un résultat d’unicité (théoreme [2)) assez général ;
la construction de géodésiques, méme approchées, dans une classe restreinte, s’avere en
revanche un probléme assez délicat. On ne sait pas en outre si ’on peut demander un com-
portement asymptotique précis des métriques kédhlériennes de type Poincaré a courbure
scalaire constante preés du diviseur — comme c’est le cas pour la métrique Kéahler-Einstein
de Tian-Yau [Sch02] — et le théoréme d’unicité que nous donnons pourrait étre utile sur
ce point. Notons enfin qu’en ne demandant pas un comportement asymptotique pour les
métriques de type Poincaré, nous évitons de contraindre ’existence d’une métrique kahlé-
rienne a singularités cusp et a courbure scalaire constante hors du diviseur, a celle d’une
métrique kahlérienne a courbure scalaire constante sur le diviseur.

Donnons finalement quelques précisions sur les conditions sur les potentiels de la défi-
nition [0.1} Cette condition peut apparaitre quelque peu artificielle, et on pourrait vouloir
la remplacer par ’énoncé suivant, plus naturel :

~ «@ = wo + dn pour une 1-forme n € L*(X\D,d) »,
puis déduire 'existence d’un potentiel 1y comme décrit dans la définition a posteriori. Ceci
est en réalité faisable, voir la section [[.4] au moins dans le cas ol le diviseur est lisse;
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nous avons toutefois gardé notre condition sur les potentiels sous cette forme dans notre
définition car ce point n’est pas trivial; de plus ’énoncé de la définition s’avere plus
utile au cours de notre travail. La question principale est en fait celle d'un contréle L
sur la différentielle des potentiels, qui s’avere crucial dans la preuve du théoreme [2], voir
la section

0.2.2 Instantons gravitationnels ALF

Instantons gravitationnels. Une seconde partie de nos travaux, plus proche de la direc-
tion impulsée par Tian et Yau dans [TY90, TY91], suivie également par Joyce [Joy00, ch.
8] et H. J. Hein [Heil0], a trait aux instantons gravitationnels, c’est-a-dire aux variétés
de dimension (réelle) 4 completes et hyperkéhlériennes (et donc Ricci-plates). Un premier
intérét a considérer de tels objets vient de la physique théorique ; les instantons gravitation-
nels sont présents par exemple en gravité quantique et en théorie des cordes. Une seconde
motivation provient d’un point de vue interne a la géométrie différentielle ; les instantons
gravitationnels peuvent en effet apparaitre comme limites de processus d’éclatements de
métriques d’Einstein sur des variétés de dimension 4. Quand la limite ne s’effondre pas,
on a affaire a des espaces ALE (Asymptotically Locally Euclidian), tandis que quand il y a
effondrement, on obtient un espace ALF (Asymptotically Locally Flat), ALG ou ALH (G
et H, suivant E et F, n’ont pas de sens propre).

La premiére famille, consistant en des variétés asymptotiques & un quotient de R*
par un sous-groupe fini de SO(4), est totalement classifiée par P.B. Kronheimer [Kro89b].
De plus, toutes les métriques ALE possibles sont construites par quotient hyperkahlérien
[Kro89a). Une classification des familles ALG et ALH a été entreprise récemment par Hein.

Quant a la famille ALF, elle consiste en des variétés asymptotiques & une fibration en
cercles au-dessus de R? ou de R3/(Z/27Z), voir [Min07] ; le prototype de ce type d’espaces
est donné par C2 muni de la métrique de Taub-NUT, introduite par Hawking [Haw77].
Elle se scinde principalement en deux sous-familles : les variétés de type cyclique, ou
« instantons ALF de type Ayj », et celles de type diédral, ou « instantons ALF de type
Dy, ». Les premieres sont tres bien comprises ; elles ont été en effet récemment totalement
classifiées par V. Minerbe [Min11], et leur construction est totalement explicite, ainsi qu’il
apparait dans [GH76]. De maniére plus précise, les instantons ALF de type Ay s’identifient
comme variétés aux instantons ALE de méme type de la classification de Kronheimer, et la
métrique hyperkahlérienne ALF dépend des mémes parametres que son homologue ALE,
auxquels il faut ajouter un « parametre de masse » m (le terme de « masse » étant utilisé
par analogie avec la métrique de Schwarzschild, le parameétre supplémentaire s’interprétant
plutot comme l'inverse d’une aire).

Les ALF de type diédral sont en revanche moins bien connus. D’une part, il n’existe
pas de classification des instantons ALF de type diédral comparable a celle des instantons
ALF de type cyclique. Un tel résultat, sous une forme tout a fait similaire, est toutefois
conjecturé : on s’attend a ce qu'un instanton ALF de type Dy (k > 2) s’identifie en tant
que variété a un instanton ALE du méme type, et que la métrique ALF dépende des
mémes parametres que la métrique ALE, plus le parametre de masse (voir la conjecture
du paragraphe suivante). D’autre part, la construction des exemples connus, comme dans
[CHO5] ou [CK98], est assez peu explicite, ce qui est une source de motivation pour une
construction plus explicite de tels espaces.

Construction d’instantons ALF. Une premieére étape vers la classification des instantons
ALF de type Dy évoquée ci-dessus consiste en la construction des instantons ALF figurant
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dans la classification espérée; nous avons donc entrepris une telle construction, sous une
forme analytique et assez explicite. Cette construction, appropriée pour voir le lien entre
instantons ALE et ALF de méme type, repose sur la classification des instantons ALE de
type Dj par Kronheimer, ainsi que par une description originale de la métrique de Taub-
NUT, ou plus exactement d’une famille de métriques de Taub-NUT (f,,)mn>0, suggérée
dans [LeB91]. Résumons notre construction dans I’énoncé suivant :

Théoreme 7. Soit k > 2. Pour toute structure hyperkdhlérienne sur un instanton gra-
vitationnel ALE (X, go,IJX) de type Dy, qui est une résolution minimale de C?/Dy, pour
IX, il existe une famille (gm)m>o de métriques complétes hyperkdihlériennes ALF indexée
par un parameétre de « masse » m €)0,+o00[. Ces métriques sont kihlériennes pour IIX, et
gm (%) et go(I{X-,-) sont cohomologues. Par conséquent, de telles métriques ALF sont
paramétrées par les mémes paramétres que les métriques ALE correspondantes, soit trois
classes dans HY' (X, C), plus le paramétre de masse. On a de plus, ¢ m firé, lestimation

(gm — £n), VI (g — £n) € O(R™279) pour tout § € (0,1) (théoréme .

Nous renvoyons au paragraphe suivant, conjecture [ pour un énoncé analogue dans
le cas général ou l'espace X est une déformation de C2/Dy, établi suivant une méthode
similaire. Dans 1’énoncé ci-dessus, f,, est sur X une extension lisse de la poussée-en-avant
de la métrique de Taub-NUT f£,, de C2?, Dj-invariante, via un bihilomorphisme entre
voisinages de l'infini de C?/Dy et X ; R joue le role d’une distance pour f,, & un point fixé
dans X.

Ce résultat est lié au probléme général de la résolution d’équations de Monge-Ampeére
sur des variétés non compactes de la maniére suivante. Le théoréme [7] est établi en fixant
m et en partant d’'une métrique I{*-kéhlérienne proche de f,,, dans la classe [go(I-,-)].
Il s’agit ensuite de rendre cette métrique Ricci-plate, en rendant sa forme volume égale a
celle de gg ; cette étape cruciale de notre construction se traduit & nouveau par la résolution
d’une équation de type Monge-Ampere, adaptée a la géométrie ALF.

Notons ici que ’on construit une famille de métriques dont les formes de Kéahler sont
cohomologues, et qui ont toutes méme forme volume. Or les modeéles sur C? auxquels se
comparent ces métriques ne sont pas asymptotiquement proches : on peut par exemple
voir (C?\{0}) comme une fibration en cercles au-dessus de (R*\{0}) (indépendamment de
m) ; la métrique de Taub-NUT f,,, de parameétre m confére alors aux fibres une longueur
tendant vers m4/2/m a linfini. La construction des métriques du théoréme |7| contraste
donc avec le théoreme de Calabi-Yau classique, ainsi qu’avec notre version logarithmique
(théoréme , dans lesquels la forme de Kéahler obtenue est unique au sein de sa classe de
de Rham.

Version ALF du théoréme de Calabi- Yau. L’équation de Monge-Ampeére en question dans
la construction du théoréme [7] comme celle du théoréme 5], a un membre de droite stricte-
ment positif avec des asymptotiques précises. Néanmoins, la situation géométrique ALF est
radicalement différente de celle des métriques de type Poincaré de la section précédente ;
par exemple, le volume est infini, et le rayon d’injectivité est minoré preés de l'infini. Elle
est plus proche du cadre ALE : en ne considérant par exemple que des objets invariants
sous 'action de cercle associée & la fibration pour un espace ALF, on est ramenés a une
situation asymptotiquement euclidienne (de dimension 3). C’est pourquoi la résolution de
notre équation de Monge-Ampére est, dans une certaine mesure, plutdt inspirée par la ré-
solution de Joyce [Joy00] sur les espaces ALE. On établit et démontre le résultat suivant,
a comparer aux théorémes [I] et ] :
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Théoréme 8. Soit (Y, gy, JY ,wy) une variété kihlérienne ALF de dimension 4 de type
diédral; on note p la distance & un point fize de Y. Etant donnée une fonction f lisse,
telle qu’il existe v € (0,1) tel que (VIV)'f = O(p~2747) pour tout £ > 0, il existe sur' Y
une unique fonction lisse ¢ € CF2, telle que (V9 )ep = O(p~*=7) pour tout £ > 0, et

(wy + 2'35@)2 =l

(théoreme [9.19).

D’apres 'unicité sur le potentiel de ce théoreme, on devine en écho au commentaire
ci-dessus que la métrique de référence (ou métrique a corriger si 'on se place du point
de vue de la construction entreprise) doit varier avec le paramétre m. Ceci explique la
généralité dans laquelle nous écrivons ce dernier énoncé.

Si 'on compare en outre le potentiel ¢ obtenu dans cet énoncé a celui du théoréme
Bl on remarque que les asymptotiques dans le cas présent sont plus fines que dans le cas
logarithmique, ou les potentiels sont essentiellement bornés a tout ordre, en dépit d’un
comportement précis du membre de droite. Nous verrons aux chapitres [ et [I0] ainsi que
dans lappendice [A] que ces problémes sont liés & des considérations d’analyse a poids.

Concluons en remarquant que Hein donne un résultat semblable au nétre ; voir [Heil0,
Theorem 4.1], avec le parametre (§ pris égal a 3. Ce résultat, plus général quoique plus
abstrait, ne fournit néanmoins pas d’asymptotiques sur le potentiel solution, asympto-
tiques nécessaires pour la construction énoncée par le théoreme [7]; ceci justifie notre choix
d’énoncer et de démontrer le théoréme [§] sous cette forme.

0.2.3 Limites des résultats

Au vu de nos résultats du paragraphe [0.2.1] une étude & mener serait la généralisa-
tion des difficiles résultats de [CTOS| pour se passer de 'amplitude de Kx|[D] dans le
théoreme [2] et obtenir une résultat d’unicité des métriques de type Poincaré & courbure
scalaire constante modulo 'action d’automorphismes homotopes a l’identité et tangents
au diviseur.

On peut également vouloir préciser les obstructions a I’existence de ces métriques. Dans
cette direction, une conjecture a déja été posée par Székelyhidi [Szé06], qui étend au cadre
des métriques de type Poincaré la conjecture 2] :

Conjecture 3. Une variété polarisée compacte (X, L) admet une métrique Kaihlérienne
asymptotiquement hyperbolique hors d’un diviseur lisse D et a courbure scalaire constante
dans la classe de polarisation si, et seulement si, le triplet (X, D, L) est K-stable.

Les « métriques asymptotiquement hyperboliques » de cet énoncé constituent une sous-
classe de nos métriques de type Poincaré. Nous revenons sur la notion de K-stabilité pour
un triplet (variété, diviseur, fibré en droites), ainsi que sur U'intérét qu’il existe a travailler
dans la classe plus large des métriques de type Poincaré, dans la section [6.2] du mémoire.

On peut aussi se poser la question plus concréte de la construction d’exemples originaux
de telles métriques. Plusieurs pistes semblent envisageables pour ce type de construction.
On pourrait tout d’abord exploiter la résolution par Donaldson de la conjecture [2] sur
les surfaces toriques (c¢f. [Don02, Don09]), et transposer sa construction de métriques
kéhlériennes a courbure scalaire constante sur le complémentaire d’un diviseur dans une
surface torique, en supposant le diviseur globalement invariant sous l'action de tore. On
peut d’autre part s’inspirer des techniques de C. Arezzo et F. Pacard (voir par exemple
[AP09]), en partant de la métrique de Kéhler-Einstein de Tian-Yau, et en éclatant des
points hors du diviseur.
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Nous nous restreignons, au paragraphe a des résolutions de singularités klei-
niennes C2/T", avec I' un groupe binaire diédral. Une premiére question serait donc de
donner un théoréme similaire au théoréme [7]dans le cas général des déformations de ces ré-
solutions, sur lesquelles vivent également des métriques hyperkahlériennes ALE ([Kro89al).
Cette question semble consister essentiellement en une compréhension fine de ces instan-
tons ALE, dont on tire un modele grossier (les f',bn ci-dessous) adéquat ; la contrepartie
d’une généralisation de notre construction de métriques hyperkéhlériennes ALF sur de
pareils espaces semble étre une moins bonne coincidence entre le modele, assez explicite,
et la métrique de l'instanton, ce pourquoi ’on suggere :

Conjecture 4. Soit k > 2. Pour toute structure hyperkdhlérienne sur un instanton gravi-
tationnel ALE (X, go, I]X) de type Dy, il existe une famille (gm)m>0 de métriques complétes
hyperkihlériennes ALF indexée par un paramétre de « masse » m €)0, +oo[. Ces métriques
sont kihlériennes pour I{X, et g (I{-,-) et go(Ii<-,-) sont cohomologues. Par conséquent,
de telles métriques ALF sont paramétrées par les mémes paramétres que les métriques
ALE correspondantes, soit trois classes dans HY' (X, C), plus le paramétre de masse. On
a de plus, & m firé, Uestimation (g, — £2,) € O(R™%) pour tout § € (0,1) (théoréme

.

Les métriques £, sont les extensions aux instantons X de métriques £, définies hors
d’un compact de C?, assez proches des métriques de Taub-NUT f,, ; en particulier, leur
tenseur de Ricci tend vers 0 a l'infini.

Cette construction établie, il serait tentant de vouloir revenir au probléme de classifi-
cation évoqué au paragraphe et d’émettre une derniére conjecture :

Conjecture 5. Tout instanton gravitationnel ALF de type Dy est isométrique a l'un des
exemples de la conjecture[]], et lisométrie en jeu respecte les structures hyperkihlériennes.

Ceci nous dirait en particulier que les métriques que nous construisons coincident avec
celles de [CHO5] ou de [CK9§|, ce qui reste obscur jusqu’a présent.

Un angle d’attaque possible pour démontrer la conjecture [f] serait une démarche en
quelque sorte réciproque a celle de notre construction, qui consisterait en la construction
d’une métrique hyperkahlérienne ALE sur un instanton gravitationnel ALF de type Dy
donné. Il est clair, sur le modele (C2, (f,)m>0), que f,, tend vers la métrique euclidienne
quand m tend vers 0 en topologie C7.; on peut donc vouloir étendre la métrique de
I'instanton gravitationnel ALF de départ en un famille & un parametre m € (0,00), et
faire tendre m vers 0 pour récupérer la métrique ALE.

On souhaite toutefois, avant d’entreprendre ce programme, bien comprendre le com-
portement des métriques g¢,, du théoréme [7] lorsque m tend vers 0.

0.2.4 Organisation du mémoire

Nous respectons dans le texte qui suit, scindé en deux parties, le plan d’exposition
esquissé ci-dessus.

La premiere partie du mémoire est consacrée aux métriques kidhlériennes de type Poin-
caré sur le complémentaire d’'un diviseur a croisements normaux simples dans une variété
compacte. Cette partie est organisée en six chapitres, et un appendice. Le premier chapitre
traite d’exemples et de préliminaires analytiques dans le cadre des métriques kdhlériennes
de type Poincaré. On rappelle un modele simple, dont on regarde plus en détail le com-
portement pres du diviseur (section , puis on étend succinctement quelques notions
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utiles dans la compréhension de la géométrie d’un espace de métriques kahlériennes et
dans I’étude des métriques a courbure scalaire constante; parmi ces notions figurent la
métrique et la K-énergie de Mabuchi. Ceci nous conduit a I’équation des géodésiques dans
notre espace de métriques PMy,j; il est équivalent de la considérer comme équation
des géodésiques dans ’espace des potentiels, et elle s’écrit alors, étant donné un chemin
(vt)e[o,1) Teliant vo et vy, correspondant & un chemin de métriques (wy) :

3, — |02, = 0,

comme dans le cas compact. Précisons que nous concluons ce chapitre [I] par une section
complémentaire [[.4] ot 'on généralise des résultats comme 'inégalité de Poincaré, et ou
I’on discute du contrdle que I'on peut obtenir sur les potentiels en élargissant la définition
des métriques de type Poincaré, comme évoqué plus haut.

On résout formellement I’équation des géodésiques dans le chapitre [2 (théoréme ,
en adaptant les techniques utilisées par Chen et Blocki [Che00, Blo] & notre contexte;
on utilise en particulier une méthode de continuité, analogue a celle de Chen, pour une
équation de de Monge-Ampere homogene sur le produit (X\D) x [0,1] x S! dérivée de
I’équation (Section. A ce point, la difficulté liée au bord a I'infini D s’ajoute & celle
provenant du bord & distance finie de [0,1] x S’. On contourne néanmoins ces problémes
grace au cadre Poincaré ; plus précisément, on remplace les boules de coordonnées locales
utiles & I’analyse par des boules de coordonnées d’'un revétement local (on parle de « quasi-
coordonnées ») dans le sens X\ D, cette manipulation permettant de se ramener a une
métrique de référence fixe. On utilise en outre pour des raisonnements plus globaux un
principe du maximum adéquat (lemme , dans lequel le bord sur lequel on demande
usuellement la négativité de la fonction considérée est remplacé par (X\D) x {0,1} x S*.

Dans les deux chapitres centraux (3| et 4] nous revenons sur X\ D. Dans le premier de
ces chapitres, nous énongons notre théoreme de Calabi-Yau logarithmique (section .
Nous l'utilisons dans la section a suivre pour construire des métriques de type Poincaré
a forme de Ricci strictement négatives, sous réserve de 'amplitude de Kx[D]. Quant au
chapitre [4, nous le consacrons & la preuve du théoréme de Calabi-Yau logarithmique, en
suivant une progression assez classique pour ce qui est d'un contréle uniforme (estimées
CY, puis estimées d’ordre 2, 3, et d’ordre supérieur, sur les potentiels, & la section ,
et nous établissons les propriétés de décroissance rapide de potentiels intermédiaires en
section 4.2l

Dans la chapitre [§] nous appliquons les constructions de géodésiques approchées et
de métriques a forme de Ricci strictement négative au résultat d’unicité des métriques
kéhlériennes & courbure scalaire constante, sous I’hypothése d’amplitude de Kx[D] (théo-
reme . On n’a pas besoin d’énoncer cette unicité modulo 'action d’automorphismes
paralleles & D, puisqu'un de champ de vecteurs holomorphe L? pour une métrique de
type Poincaré est nécessairement nul, ainsi que ’explique le lemme lorsque Kx[D] est
ample.

On traite dans le chapitre [f]la contrainte topologique énoncée par le théoréme[6] Apres
avoir éclairé les liens existant entre cet énoncé et les suggestions de Székelyhidi [Sz€06),
§3.2] dans la section on énonce dans le cas ou le diviseur est lisse deux propositions
dont le théoréme [6] est un corollaire. On démontre ces propositions, en supposant toujours
le diviseur lisse, dans la section [6.4] On conclut le chapitre par une généralisation au cas
ou le diviseur est a croisements normaux simples.

En appendice, nous donnons une version plus fine du théoréme 5| dans le cas ou le
diviseur est lisse (théoréme [A.T)).
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Dans la seconde partie du mémoire, rédigée en anglais et organisée selon quatre cha-
pitres, on étudie une construction analytique nouvelle d’instantons gravitationnels ALF
de type diédral, en partant d’instantons gravitationnels ALE de méme type.

Un premier chapitre (chapitre [7| du mémoire), succinct, consiste ainsi en une présen-
tation rudimentaire des instantons gravitationnels ALE de type diédral, et s’attache plus
particulierement a quelques propriétés d’une certaine sous-classe de tels espaces, a savoir
les résolutions minimales, ou crépantes, de C?/T', avec T' sous-groupe fini de SU(2) (de
type binaire diédral).

On donne dans le second chapitre (chapitre [8)) une description originale d’une famille &
un parametre de métriques de Taub-NUT, et de leurs potentiels, sur C2 muni de sa struc-
ture complexe usuelle. Cette description est suggérée sous forme d’exercice par LeBrun
[LeB91] ; nous résolvons cet exercice, et exploitons le caractére explicite de la solution ob-
tenue en vue d’une comparaison des métriques de Taub-NUT avec la métrique euclidienne,
comparaison utile dans les calculs du chapitre suivant.

Nous appliquons dans le troisieme chapitre de cette seconde partie (chapitre E[) la des-
cription du chapitre précédent & la construction énoncée dans le théoréme([7] Le programme
de cette construction, dont la premiére étape est immédiate, est décrit en section [9.1]; la
seconde étape, un recollement du potentiel approprié sur I'instanton ALE considéré, est
effectué en section [9.2] La troisiéme étape, consistant & corriger la forme volume de la
métrique « brute » obtenue, nécessite toutefois, telle que nous I'exposons, plus de travail :
ceci est I'objet des sections [9.3] a4 [0.5]

La conclusion du programme du chapitre [J] se fonde sur une application du théoréme
que nous prouvons dans le quatrieme chapitre de cette seconde partie (soit le chapitre
. La preuve est basée sur une méthode de continuité, rappelée en section Les
estimations a priori nécessaires & son fonctionnement sont obtenues en section [10.2] et on
conclut la preuve dans la section [10.3
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L’espace des métriques

"OBJET de ce premier chapitre est de donner la définition, ainsi que quelques proprié-
tés basiques, des métriques kdhlériennes de type Poincaré, en référence a un modele
simple.

1.1 Meétrique modele

1.1.1 Construction

On commence par construire une métrique w sur le complémentaire d’un diviseur dans
une variété kahlérienne compacte ; nous utilisons w comme prototype des métriques kah-
lériennes de type Poincaré. Soit (X, wp, J) une variété kihlérienne compacte de dimension
complexe m, dans laquelle on considére un diviseur D a croisements normaux simples,
dont nous écrivons la décomposition en composantes irréductibles D = é-V:l Dj. Par
croisements normaux simples nous entendons que :

1. les D; sont lisses, et en particulier ne s’auto-intersectent pas;

2. on a autour de chaque point d'un croisement a k composantes, D1 N --- N Dy

disons, un ouvert U de coordonnées holomorphes (2!, ..., 2%, 2K .. 2™) € A™ tel

que D;NU = {2/ =0} pour j =1,...,k; ici, A est le disque unité ouvert de C.
Soit o; € (O([D,]),] - |;) une section holomorphe définissant Dj, i.e. donnant I’équation
globale Dj = {o; =0}, j =1,...,N. On peut supposer que

pj = —log(|o;[3)

est minoré par 1 hors de D;; on notera également que i@gpj s’étend en une forme réelle
de type (1,1) lisse & X tout entiere, de classe 2mcq([D;]).

Soit & présent A un paramétre réel positif. Si Pon pose u; := log(A + p;) = log (A —
log(|j[5)), on obtient :
Lemme 1.1. Soit A > 0. Dés que X\ est assez grand (ceci dépendant de A et wy), la
(1,1)-forme fermée B

wo — Alaau] (1.1)

définit une forme de Kdhler sur X\D;.

Démonstration. 11 est clair que wg — Ai@guj est de type (1,1) et fermée. Le lemme découle
alors d’un calcul simple ; en effet,
- Aidp; NOp;  AidOp;
—AidDuy = =P DOk L0
(A+pj) A+ p;
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Aiagﬂ] < CA
B Ap; = Apj
(1,1)-formes, ou C' est choisie telle que +i00p; < Cuwy sur X. Comme p; tend vers +o0
Aiagpj
Atp;

Le premier terme est une (1,1)-forme positive, tandis que + wo au sens des

pres de Dj, on a wy — > 0 sur X\Dj; des que X est assez grand. O
Choisissons Aj,..., Ay > 0. En remplacant wg par %wo, et en augmentant A si néces-
saire, on a %wg — A;ji00u; > 0 sur X\D; pour j =1,..., N, donc

N N N
o oR 1 R N

w = wy — 100U = wy — Z Aji00u; = Z (Nwo — Ajzaauj), ounl u= ZAjuj, (1.2)

J=1 J=1 J=1
définit bien une forme de Kéhler sur X\ D. Ce point étant vérifié, nous allons aussi voir en
quel sens w peut étre comparée a un produit (métriques cusp autour du diviseur) x (métrique
lisse sur le diviseur), et méme donner une description précise de son comportement asymp-

totique.

1.1.2 Comportement asymptotique

On rappelle que I'on peut donner localement des équations des D; a I'aide de coordon-
nées complexes indépendantes. On a alors :

Proposition 1.2. On se donne autour d’un point de Dj N ---N Dj, un voisinage de

coordonnées complexes (2!, ... L L ., 2™ telles que 2t soit une équation de D;j,,

¢e{l,...,k}. On pose

k N
Ajidz A dzi —
wpa =Y B (w0~ YD Ajidu;) | pyenn
Z \zJPlog |272) j:%l ! k2
ot le dernier terme du membre de droite est la métrique wg — ZkN:jH A;iBOu; restreinte
1,1 _ _

0 Apinnpy- Alors [|VE, (W —wua)llwys = 007! + -+ pi ') pour tout p > 0.
Démonstration. On fait le cas ou k = 1 et p = 0. Remarquons que 'on peut écrire |0 |%
ef|21? pour une certaine fonction f lisse & travers D. Ainsi, p; = f+log(|2!|?) ~ log(|2!|
op1 = %1 + Of et i00p, = i00f, et en conséquence,

)

9P = 7 Ndzl +i(2 dz' NOf + ZL0f Ad2Y) + |21 %idf NOf  i0Df
. PR+ O+ /1) Y

100 f
p1+A
pour wy, 4. De méme, df est bornée pour wy et donc pour wy 4, d’out |i(2'dz! AOf + 2Ldf A

Comme wy, 4 domine wy et que i00f est lisse, i00f est borné i.e. —

est un O(p;!)

dzh)| < Cldz'|e, . = CA] 2112 [log(|2'[?)|, ce qui donne un O(p;') aprés division
par |z'[2log?(|z'[?). On a encore |2'%i0f A Df = O(|z'|?), ce qui donne un O(p;?) apres
division par |2 |>log?(|21|?), d’ot, par rapport & wy 4, —i09u; = % aun O(pyt)
pres.
Par ailleurs, o' = wp — 359 A;i00u; étant lisse sur U, on a
. ; — 1
(Wir = (W']py)p)idz" Adzk = O(27)
pour j,k > 2, ce qui est largement un O(p;'). Enfin, wil—ﬁidzl AdzF et whidzl A dz1 sont

respectivement un O(|dz|.,, ,) et un O(|dz']2, ,), donc & nouveau largement des O(ph),

—-1/2

puisque |dz'|o, , = A7 /7|2 |[log(|z![?)],- On procede de méme lorsque p > 1.
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Lorsque le nombre de composantes augmente, on ajoute simplement les développe-
ments. O

Meétrique induite. Dans le cas ou k = 1, c’est-a-dire loin des croisements, ces asymptotiques
donnent une notion claire de ce qu’est la métrique induite par w sur Dj loin de U;r.; Dy, et
méme sur D;\ Uj,?éj Dj:, en regardant de plus en plus pres mais jamais a travers Uj,# Dj;
il sera alors pratique de noter w| DAU,1, Dy une telle métrique induite. On peut alors
en réalité donner des asymptotiques pfusj précises pour w en utilisant cette notion. Par
exemple, dans le cas ot k = 2, avec D; (resp. Ds) donné par z! = 0 (resp. 22 = 0), on
peut montrer, en utilisant les mémes techniques que pour la proposition [1.2] que

w = ((")|D2\D1)1iidz1 A d; + (w|D1\D2)2§idz2 A d; + wl|D1ﬁD2 + O(pflpgl)

avec w' = wgy — 2j>2 Ajz'@guj, et O(pflpgl) compris a tout ordre, ce qui est plus fin que
I’asymptotique donnée par la proposition.

On en déduit, par récurrence sur le codimension des croisements, une notion récursive
de métrique induite par w sur un croisement d’une codimension donnée, en dehors des
croisements de codimension plus grande.

insi, prés du diviseur, w m iquement un produi métriques cusp sur
Ainsi, prés du diviseur, w est as totiquement oduit de mét es S
idzI NdzJ

1272 1og?(|27]2)
disque épointé, avec une métrique lisse sur le diviseur, et ’on récupere donc certaines
propriétés telles que : w est complete, son volume est fini (et égal au volume associé a la
classe de de Rham de wy, voir section [1.3)), et son rayon d’injectivité tend vers 0 vers D.
On remarque aussi que les métriques induites sur les croisements successifs de D par w

ont un comportement analogue.

le disque épointé, les connues également comme métriques de Poincaré du

Meétrique de Poincaré sur le disque épointé. On notera le fait suivant sur la métrique cusp
standard du disque unité épointé, ou métrique de Poincaré, qui est dii a 'homogénéité du

demi-plan de Poincaré. Soit weysp = % sur le disque, et pour ¢ € (0,1), on pose
_ 146 14¢

0§ - %A — A%, (= exp (— 153 174). Alors pour tout 6 € (0,1), on a

. id¢ A dC . SA
w =—- sur -A.
7o Kewsr T TP 4
Autrement dit, @5 weusp ne dépend pas de d; elle est de plus mutuellement bornée avec
la métrique euclidienne, et ses dérivées a tout ordre par rapport a cette métrique sont
bornées.

En outre, ¢cA* = Use(o,1) ¢s(3A) avec ¢ > 0 assez petit (0 < c < e . Ceci nous
dit par exemple dans le cas k = 1 de la proposition précédente avec une composante D1
donnée localement par z' sur le voisinage U considéré, qu'il existe pour tout p € N une
constante C), telle que

—25/7)

N
S %_CSHV’QM(‘I’&*(W — Arweusp) — (wo — ; A;i0du;) |D1) Hm <Gy

olt @5 3A x A™TL — A% 5 Am=L (122,000 2™ (p5(¢h), 2%, ..., 2™). Concluons en
remarquant qu’une telle @5 n’est pas injective, mais que sa différentielle est en tout point
de rang maximal.



32 CHAPITRE 1. L’ESPACE DES METRIQUES

1.2 Meétriques kiahlériennes de type Poincaré

Espaces fonctionnels, espaces de tenseurs. Le point de vue des « quasi-coordonnées » — les
;s ne sont en général que des immersions holomorphes, pas des cartes ; voir [TY87], p.580
— est commode pour définir des espaces de Holder pour w, espaces qu’il serait délicat de
décrire de la maniere usuelle, a cause du rayon d’injectivité tendant vers 0 pres du diviseur.
Ainsi, si 'on pose

O (BA) x AT =P (AF)F X A™H

(€ P ™) e (06, (€15, (CF), 2L 2™

pour § € (0,1)F et si U est un polydisque voisinage d"un point d’un croisement Dy N- - -N Dy,
avec comme précédemment U N D; donné par {2/ = 0}, on définit pour f € CV'¥(U\D),
(p,0) € Nx [0,1),
[ fllepe@\py = sup |[®5f :
@\0) = SUP 155y
Etant donnés ensuite de tels ouverts U € U recouvrant D et V tels que X =V U Uveu U
et une partition de 'unité {xv, xu,U € U}, on définit I’espace de Holder

CPHX\D) = {f € CLE(X\D)| Ixv flleraqvy + sup Ixv fleve@\p) < +00},

que 'on munit de la norme évidente. On pose de méme

C®(X\D) = | CP*(X\D).
(p,a)eNx[0,1)

On vérifie facilement que ces espaces ne dépendent pas du recouvrement choisi (changer
de recouvrement a pour seul effet de produire des normes équivalentes). Pour éviter des
ambiguités, précisons que les espaces obtenus pour @ = 0 sont les mémes que les espaces
C* définis & l'aide de la connexion de Levi-Civita de w, et que ces espaces contiennent
strictement les espaces de fonctions Cl’fjc sur X\ D dont les dérivées d’ordre inférieur a k
par rapport a une métrique lisse sur toute X sont bornées .

On procede de méme pour les tenseurs; par exemple, pour U comme ci-dessus, w €

CPY(ALY U\D), on pose

loc

|@|oparrnpy = sup [ ®5w@|lcpaat ps
5€]0,1[*
puis on définit CP*(ALY X\ D) et C°(Ab!, X\ D) a I'aide de la méme partition de I'unité
que ci-dessus. Un exemple est immédiatement donné par w, élément de C°(Al!, X\ D).

Définition de ’espace des métriques. On peut a présent donner une définition précise de
la classe de métriques a laquelle nous nous intéressons dans ce travail :

Définition 1.3. On dit qu’une (1,1)-forme réelle fermée localement lisse W' sur X\D est
une métrique kahlérienne de type Poincaré de classe Q := [w]4r, i :

1. W' est C®-quasi-isométrique d w, soit cw < W' < ¢ lw sur X\D pour une certaine
c> 0, et les dérivées a tout ordre de ' dans les quasi-coordonnées utilisées ci-dessus
sont bornées (ou encore : W' est quasi-isométrique d w et W' € C®° (ALY X\D));

2. w' = wy + i0dv pour une fonction v localement lisse sur X\D telle que v = O(u)

prés de D, et les dérivées a tout ordre > 0 de dv dans les quasi-coordonnées utilisées
ci-dessus sont bornées (ou : dv € C®(A', X\D)).
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On note alors w' € PMq et v € PMag.

Remarque 1.4. La notation 7;./\//[9 ne prend pas en compte le fait que dans la définition
ci-dessus, v est calculé par rapport au point-base wgy. En réalité, il est important d’avoir
une certaine souplesse sur le point-base; on aura méme besoin plus bas de le prendre dans
PMq. Changer de point-base n’affecte pas qualitativement les contréles sur les potentiels,
et ’on s’attachera a spécifier le point-base choisi en cas d’ambiguité.

Remarque 1.5. En supposant la condition 1. ci-dessus, on peut considérer une classe de
métriques a priori plus large, en relachant la condition 2. en :

27 W = w+ dip pour une 1-forme réelle p € L*(X\D,w).
Nous discutons ce point en section[1.7)

Nous reprendrons le point de vue des quasi-coordonnées plus loin, au moment de définir
des espaces de Holder a poids, voir la section |3.1

Nous avons défini une variété de dimension infinie PA//\/IQ, qui est un ouvert convezxe
de 'espace de Fréchet £ des fonctions C}X. sur X\ D qui sont des O(u) et a différentielle
dans C°°(A', X\D). En effet, si 'on garde wy comme point-base, et que v € &, alors
il est clair que wp + i09(v — u) € PMgq deés que ||(V¥)?v|co est assez petit, I'assertion
wo + i00(v — u) € C®°(AYY, X\D) venant de dv € C°°(A!, X\D). Les potentiels sont
de plus uniques a l'addition prés d’une constante (ce fait résulte aisément de ce que les
potentiels et leurs dérivées sont L? pour w); on prend la normalisation [ X\D f vol¥’ =0
pour fixer I'espace tangent £/R & PMg en un point w’ € PMaq.

Forme de Ricci. Avant d’aller plus loin dans I'étude de la géométrie des espaces PMgq et
PMaq, observons le fait suivant, qui contraste avec le cas compact, et donne un premier
exemple de contribution du diviseur, ici un saut de cohomologie pour la forme de Ricci,
lors du passage de métriques lisses a métriques de type Poincaré :

Proposition 1.6. Soit W' une métrique de type Poincaré. Alors sa forme de Riccie o,
est dans C°(AYL, X\D), et est L?(X\D,w)-cohomologue a une (toute) (1,1)-forme réelle
lisse de —2meq (K x[D]).

On a utilisé ici des notations classiques; Kx désigne le fibré en droites canonique
A™MTEX de X, et Kx[D] le fibré Kx ® [D1] ® -+ ® [Dn]

Démonstration. Par définition, et d’apres la proposition [1.2], on peut écrire

(W) = : ;

N W
j=1 loj[3 log? (o)

avec f € C°°(X\D) et minorée par une constante ¢ > 0, soit : log f € C°°(X\D). Ainsi,
sur X\D,

N N
0w = Ouwy + Z i@glogﬂaj@) +2 Z 100 log (log(|o; 132)) —i00log f.

Jj=1 Jj=1
Or pour j = 1,...,N, i@glog(\aj\?) s’étend a travers D en une forme lisse de classe
—2mci([Dy]), de sorte que g, + Z;yzl i@glog(laj@) s’étende en une forme lisse dans
—2me1(Kx[D]). En outre, 5d°(23°1, log (log(|oj|?)) + log f) est bornée donc L? pour
w, et sa différentielle est C° (AL, X\ D), d’ou : g, € C®(AbL, X\ D), et est cohomologue
L? 3 une (toute) (1,1)-forme lisse réelle de —2mc; (K x[D]). O
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1.3 Géométrie de ’espace des métriques et de ’espace des
potentiels

Extension d’outils standards au cadre Poincaré. Donnons a présent une courte liste d’ob-
jets définis sur PMqg et 737\/19 nécessaires a notre étude, qui jouissent de propriétés simi-
laires & leurs analogues définis dans le cas compact, voir [Gau, ch.4] pour un exposé de ce
sujet. On fixe un point-base wy, € PMq.

e Le volume. Nous savons déja que les métriques w, = wpp + i00v € PMgq ont un
volume fini; en fait, ainsi que nous 1’évoquions plus haut, elles ont toutes méme
volume, Vol disons, qui de plus est celui associé a 2 sur X. En effet,

m __ ,..m - 1 = m c .a7m \J—1 m—j
wy' = wpp +dO,,  avec G)U—sz_:l(j)dv/\(zaﬁv) Awpy
La forme O, et sa différentielle étant bornées donc L' pour wpp, on en déduit via le
théoréme de Gaffney-Stokes [Gaf54] pour les variétés completes que [ X\D de, =0,
soit [ X\D wit = [ X\D w;’g. Comme on peut aussi écrire wy, = wo + Vpy, s0it wy =

. YAy 7’ . A m _ m _ m
wpb — 100U, avec vy, € €, on en déduit de méme que [y wi' = [\ pwi' = [x\p wpp-

e La fonctionnelle de Donaldson # . Pour les méme raisons que pour le volume, liées
a des intégrations par parties sans termes de bord importuns, la 1-forme

f vol®v }

VO]:U'—>{ Hﬁ .

définie sur PMgq est fermée. On appelle ¢ la fonctionnelle telle que d_# = vol et
Z(0) = 0. Il est de plus facile de voir que _# est R-équivariante en calculant F(v)
a I'aide du chemin (tv);c(o 1), ce qui nous permet d’identifier PMgq a Z10) dans

P Ma.

e La métrique de Mabuchi. On confere a 757\/15’2 et PMgq une structure riemannienne
naturelle en posant

o= [y ol on (i phor =g [ favol

avec | X\D fi volv' = 0, j = 1,2, dans le second cas. Ces métriques donnent une
isométrie PMg 3 v — (v— F(v), 7 (v)) € PMqxR; on peut donc indifféremment
regarder la structure riemannienne de PMgq ou celle de PMqg.

e L’équation des géodésiques. On note v € E((X\D) x [0,1]) pour une fonction v sur

(X\D) x [0,1] telle que pour tout ¢, v, v et ¥y € &, ou méme | tk‘ < Cku et

4k (VPb)iy
‘7| < Cy,;j pour tous k > 0, j > 1; un segment dans P Mg, vérifie clairement

ces conditions. On regarde alors une telle fonction v comme un chemin dans PMQ
dés que wy, = wpp +100v; € P Mg pour tout ¢, et ce chemin est une géodésique pour
la métrique de Mabuchi ssi pour tout ¢ € [0, 1],

— 002 (1.3)

wvt
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e La courbure scalaire moyenne. Une fois encore les intégrations par parties se font sans
termes de bord, et nous disent que la courbure scalaire moyenne ﬁ / X\D s(w') vol*’
est la méme pour toute w’ € PMg ; s désigne ici et dans la suite la courbure scalaire,
soit la trace du tenseur de Ricci de la métrique considérée. Si ’on note la courbure
scalaire moyenne 8, alors par la proposition [I.6] et les identités kdhlériennes clas-
siques, on a :

c1(Ex[D]) - [wo]™"

S=—4mm
[wo]™

o K-énergie de Mabuchi. La 1-forme
é:v»—>{§vzfr—>—/ f(s(wv)—§)volw“}
X\D

est elle aussi fermée sur PA/\//lQ On note E sa primitive s’annulant en 0, qui descend
en une fonctionnelle E sur PMgq. Ces fonctionnelles sont appelées K-énergies. Leurs
points critiques sont les (potentiels de) métriques & courbure scalaire constante. De
plus, si 'on considere un chemin de potentiels (v¢)icpo1] € E((X\D) x [0,1]) et que
Pon pose E : t — E(t), on peut alors démontrer :

Proposition 1.7. Pour tout t € [0,1],

E(t) = QH(V”)_d’DtHiavt — /X\D (6 — |00|2,) (84, — ) vol<ve . (1.4)

ot (VY)~ est la partie J-anti-invariante de la connexion Levi-Civita de w,, agissant sur
les 1-formes.

La formule illustre 'importance des géodésiques, puisque le long de tels chemins
la K-énergie serait convexe. Dans le but de construire ces chemins, c’est-a-dire de résoudre
, nous effectuons a présent un changement de point de vue nous ramenant & une
équation d’aspect plus familier en géométrie kihlérienne.

De l’équation des géodésiques a ’équation de Monge-Ampéere complere homogéne. Soit un
chemin (v;) € E((X\D) x [0,1]), que l'on voit plutdt comme un élément de E((X\D) x
[0,1] x S1) (définition analogue pour cet espace), indépendant de la derniere variable,
disons s. On pose ®(z,t,s) = v(z) pour tout (z,t,5) € (X\D) x [0,1] x S*. On donne &
¥ = [0,1] x St sa structure complexe naturelle. Un calcul facile, et parfaitement local,
voir [Sem92], ou [Che00, p.197], donne :

Proposition 1.8. Le chemin (vt).e(o,1) est une géodésique dans PMq ssi
(Prx\p wpb + i85<13)m+1 =0, (1.5)

ou les opérateurs O et O sont ceux de (X\D) x ¥. En d’autres termes, la donnée d’une
géodésique dans PA//\/IQ avec extrémités vog et v équivaut & celle d’une fonction ® dans
E((X\D) x X) qui est S'-invariante, vérifie léquation et les conditions de bord
O(-,7,-) =v;, T=0,1, et telle que pour tout (t,s), ®(-,t,s) € PMa.

Les solutions que 'on peut obtenir pour 1’équation , et par suite les « géodé-
siques » que l'on construit sur PMgq sont 'objet du chapitre suivant, auquel le lecteur
peut passer directement, la section a venir étant consacrée a des considérations complé-
mentaires sur une classe de métriques a prior: plus générale.
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1.4 Compléments d’analyse en métrique de type Poincaré

Le but de cette section légerement digressive est de prouver que les métriques C'*°-
quasi-isométriques & w et dans la méme classe de cohomologie L? (au sens de la condition
2’. de la remarque sont en réalité exactement celles de PMq, dans le cas ou le diviseur
est lisse. Nous développons pour ce faire quelques outils basiques d’analyse en métrique
de type Poincaré, que nous réutilisons en partie au chapitre [4]

Pour k£ > 1, a € [0, 1], on pose

ER = v e CFY v =0(), dv e CF (AN}, (1.6)

loc
et on se propose de démontrer :

Proposition 1.9. On suppose D lisse. Soit n € C**(AYY), (k,a) € N x (0,1), une (1,1)-
forme exacte s’écrivant dip avec ¢ € L*(X\D,w). Alors il existe v € EF2% telle que
n = id0v.

Un corollaire immédiat s’énonce :

Proposition 1.10. On suppose D lisse. Si W' est C*°-quasi-isométrique a w et dans la
méme classe de cohomologie L?, alors W' s’écrit w+i00y, avec p € MNk.a Eke cest-a-dire :

= PMqg.

On résout tout d’abord I'équation A,v = f avec f € L? et fX\D fvol® =0, grace a
une inégalité de Poincaré pour (les métriques quasi-isométriques a) w que nous établissons
au paragraphe On prend ensuite f = —2t1¥(n), et 'on montre que iddv = n; on
obtient aussi le controle v = O(u), et de la théorie elliptique classique nous tirons v €
uCk*22(X\ D) aux paragraphes et On peut se passer jusqu’ici de 'hypotheése
D lisse. Celle-ci est cependant nécessaire pour conclure notre propos en améliorant le
controle sur dv, c’est-a-dire en prouvant que v € E¥t2:2 au paragraphe

1.4.1 Inégalités de Poincaré

On ne suppose pas D lisse. On considere une métrique g quasi-isométrique au modele w
de la section non nécessairement kihlérienne. Pour résoudre dans H' = H'(X\D, g)
I'équation Agv = f, avec f dans L? de moyenne nulle, on utilise la méthode variationnelle
classique consistant & minimiser la fonctionnelle

1
vV - |dv[§volg —/ v fvold
2 JX\D X\D

sur les v dans H' & moyenne nulle ; I'ingrédient-clé est une inégalité de Poincaré pour g,
que ’on énonce :

Lemme 1.11. On suppose X\D muni d’une métrique g quasi-isométrique a w définie par
(1.2). Alors il existe une constante Cp > 0 telle que pour toute v € H (X\D, g) vérifiant
Jx\pvvol? =0, on ait

/X\D 02 vold < Cp /X\D|du|§volg. (IP)

Démonstration. On commence par le cas ou D est lisse. On le recouvre dans X par des
ouverts de coordonnées Uj, j = 1,..., M, de la forme {|z| < a} x A™! de sorte que
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DnNUj; = {|z| = 0}. On considere encore un voisinage U de D tel que U C Uj]\il Uj. Soit
v e C(U\D) telle que v|sy = 0. On observe d’abord qu'il existe une constante ¢ > 0 telle
que pour tout 7, ij\D |v]? vol? < Cij\D |dv|§volg. On peut supposer, quitte & modifier c,
que g|y,\p s'écrit

4]dz|?

\p=——— + d52,
NoA\D = R log2 ()

ol ds? est la métrique euclidienne sur A™~1. On effectue alors le changement de coor-
données t = log(log?(|z|?)) € (A,00) et § = argz € S'; g devient dt® + e~2*df? + ds?, de
forme volume e~ 'dtdfds.

Ainsi, ij V2vold = [g1, am—1 dfds [ VZeTtdt pour V = |v|, |dv,y|; une inégalité
T Petdt < e [ |d’l)|§6_tdt pour tout (6, s) suffit donc pour conclure. De plus,
comme |dv|§ = (0)? + €*(9gv)? + |dam-1v|22 > (O)?, une inégalité [ v2etdt <
¢ [12°(dpw)2e~tdt pour tout (6, s) sera encore suffisante.

Posons w(t) = e™t; 2

; si/ désigne la dérivation 9, on a (v2w) = 2vv'w +v?w' = 2vv'w —
v2w. Une intégration par parties a 0, s fixés donne 0 = 2 [ vv'e~tdt — [} v2e~tdt, car
v =0 sur {t = A}, et pour ¢ tendant vers +oo. Nous tirons de la derniére égalité :

1 1

+00 +o0 +00 5 +00 5

/ v2e tdt = 2/ w'e tdt < 2(/ v2e_tdt> 2 (/ U/26_tdt) 2
A A A A

par Cauchy-Schwarz, d'ott [ v2e~tdt < 4 [ v"2e7tdt, ce qui acheéve le premier point
de démonstration.
Nous avons alors :

M M
|v 2yold < / v|?vold < ¢ / dv|?vold < Mc/ dvl|? vold, 1.7
Jplfvat <32 [l 3 o [ ldvlyvol.(17)

dés que v € C°(U\D).

Supposons qu'’il existe une suite de fonctions f; € C2°(X\D) infirmant le lemme; on
peut considérer que

— pour tout j, fX\D fjvol? =0 et fX\D f]?volg =1;

— limj—oo [\ p |df;|% vol? = 0.
Notons que (f;) est bornée dans H'(X\D,g), et est donc faiblement convergente dans
HY(X\D,g), a extraction pres, vers une fonction f € H'(X\D, g). En particulier, on a
ldf | L2(x\p,g) = 0, puisque les df; tendent vers 0 dans L?; f est donc constante. Finale-
ment, fX\D Jfvol? =lim;_ fX\D fjvold = 0 par convergence faible L?, et donc f = 0.

Soient ¢ > 0 petit, disons 3¢2 < (Mc)~!, et un domaine V CC X\D assez large pour
que U¢ CC V et pour qu’il existe une fonction de coupure x égale a 1 sur U¢, 0 sur V¢, et
telle que 0 < x < 1 et |dx|y < €. Pour tout j on pose u; = (1 — x)f; et v; = xf; de sorte
que uj € CP(U\D), (uj)jor =0, v; € C2(V) et fj = uj +v;. Ainsi, pour tout j,

2 2 2 2 2
“vold < 2 / U»volg+/ vivold ) =2 / u-volg+/v-volg .
X\D J; ( x\p “’ x\p “’ ) ( n\p ’ v 7 )

Or d’une part, (v;) converge faiblement vers 0 dans H 1 (V,g) — il s’agit seulement de
voir que pour toute fonction test ¢ (resp. toute 1-forme test a) sur V, yp est encore
une fonction test (resp. xo une 1-forme test et (dx,«), une fonction test) — et comme
V est compact & bord, on peut supposer (en oubliant une extraction) que (v;) converge
fortement vers 0 dans L?.
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D’autre part, d’apres le début de la démonstration, nous avons pour tout j

/ u? vold < Mc/ \dujlgvolg
U\D U\D

=Mc(/ Cldfavorr+ [ flaxvols+2 [ fjx(dfj,dx)gvolg)
U\D U\D U\D

Dans la derniére ligne, la premiére intégrale est majorée par |- X\D \dfj\g volY, qui tend vers
0; la deuxiéme par €2 [ X\D fj2 volY = €2, et la troisieme par la racine carrée du produit des
deux premieres.

11 s’ensuit que [ X\D f]2 volY < 2Mce? < 1 quand j est grand, ce qui est absurde. Le
lemme est donc établi pour les fonctions de C°(X\D), et donc pour H'(X\D,g) par
densité.

Cas ou D admet des croisements. Sil’on a encore une inégalité pour les fonctions lisses a
support compact pres de D analogue a , alors on peut appliquer tel quel le reste de
I’argument pour conclure. Pour obtenir une telle inégalité, on recouvre D de polydisques
de coordonnées Py, = {|z| < ap}* x A™7* (avec les ar, < 1 & ajuster), de sorte que
D y soit donné par {z'---2z* = 0}. Notons le point suivant : pour obtient 1'inégalité
désirée sur un ouvert U relativement compact dans I'union de nos polydisques, il suffit
de démontrer une telle inégalité pour les fonctions v € C°(P\D) vérifiant v = 0 sur
{|z'] = ar} N --- N {|2*] = ax}. On parvient & de telles inégalités en supposant que gly,
est la métrique produit ‘

4]dz"|? 4]dz"*)?

——a + ds?
212 log?(|21[?) |2F[2 log? (|2#]2)

soit
glu, = (@dY2 4 -+ (dt)? + 72 (d6N)? + - + e 2 (d0F)? + ds?

aprés changement de coordonnées t* = log (log?(|2/|?)) € (Ag,00), 08¢ = argz’ € S,

1 < ¢ < k. Enfin, on exprime (t',...,t*) en coordonnées polaires (r, ¢!, ..., pF1),
el oL e (0,7/2), r € (ro(ph, ..., 9" 1), 00), et on procéde aux mémes intégrations
par parties que ci-dessus pour conclure. O

Inégalités de Poincaré a poids . On rappelle que pour j indexant une composante D; de
D (1 <j < N), pj = —log(|oj[5), qui est > 1 d’aprés notre choix pour | - |;; posons
p = Hévzl p;. Des arguments tout a fait similaires & ceux que nous venons de développer
(prendre par exemple w(t) = e® D dans le cas ot D est lisse) nous donnent des inégalités
de Poincaré pour la mesure p? vol9, § < 1, que nous énoncons rapidement sous la forme :

Lemme 1.12. Soit g une métrique isométrique a la métrique w de la section [1.1. Alors

pour tout & < 1, il existe une constante Cs > 0 telle que pour toute fonction v € Hlloc qui
est L? pour la mesure p® vol9 et de moyenne nulle pour cette mesure,

/ v]2p? vold < Cg/ |dv|§p5volg.
X\D X\D
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1.4.2 Résolution de Av = f et un lemme 90

Le diviseur n’est toujours pas supposé lisse. On continue avec une métrique g quasi-
isométrique au modele w de (1.2). En corollaire du lemme toute f dans L?(X\D, g)
de moyenne nulle pour vol? admet pour A, un antécédent v dans H'(X\D,g), et v est
unique des que I'on fixe sa moyenne contre vol? ; on fera par exemple couramment le choix
fX\D vvol? = 0. De plus, v est HZQOC par ellipticité de A, si 'on suppose un peu plus de
régularité sur g. En fait, on a :

Lemme 1.13 (Estimée de Sobolev sur X\ D). Soit g une métrique C*°-quasi-isométrique
d w. Soient v e HY(X\D,g), f € H*(X\D,g), k > 0 telles que Ay = f et fX\vaolg =
0, alors v est dans H*2(X\D,g). Si on five de plus Jx\pvvol? = 0 alors ||v][grs2 <
Cill fll g+ pour une constante Cy, ne dépendant que de g et de k.

Démonstration. Méme s’il n’est pas aisé d’écrire la preuve de maniere breve, ’idée en reste
assez simple. Soient tout d’abord v et f comme dans I’énoncé ; par intégration par parties,
HdeL2 = [x\pvfvol? < HvHLszHLz de sorte que si v est de moyenne nulle, 'inégalité

de Pomcare (TP) pour g donne : ||v|| 2 < Cpll fll rz- Ensuite, comme Ay est elliptique sur

tout domaine relativement compact V dans X \D les estimées de Sobolev standard sur
les boules nous disent que v € H*2(V, g), qu'il existe une constante Cv . telle que

[oll zm2vig) < Cvi(Iflamxvp,g) + 110]22)

ce qui est inférieur & (Cvx + Cp)|| f|l gx(x\p,g) duand v est de moyenne nulle.

Il reste donc & estimer la norme L? de v sur un voisinage de D. On suppose pour
simplifier que & = 0 et que D est lisse; on le recouvre de la maniere usuelle par des
polydisques de coordonnées U = (cA) x A™~! avec ¢ > 0 une constante petite, et ol
D est donné par z' = 0. Comme g est C*°-quasi-isométrique & w, il ne nuit en rien au
raisonnement de la remplacer par geysy + ds? sur U\D. Or puisque les tirée-en-arriere de
cette métrique produit par les immersions ®4 introduites au §I.1.1] sont toutes identiques,
égales a go disons, le jeu consiste maintenant a exprimer les normes H, é sur U\D a l'aide
de normes HY des tirés-en-arriere sur les revétements.

On peut pour cela trouver une suite (dy) croissant vers 1 et deux constantes ¢, ¢ telles
que pour toute fonction w de régularité H, foc sur les ensembles considérés,

. 1 .
V5wl eonp) < e 2 gll®a (Vowlll, o1 012 QgHV (@5, W) 1 (1)
=1 9072

j =0,1,2, en désignant par P le polydisque fize %A X Am_l. Autrement dit, ||w||ng(C/U\D)

est controlée par y ;2 2%\]@@*11}” avec constante de controle indépendante de w),

e
et réciproquement

o0
1 *
lwllzenm) 2 e 3 53lls vl )
(=1 ’

ces estimations sont obtenues en controlant le nombre de feuillets des revétements ®g, ; ce
nombre est mutuellement borné avec 2¢ dans notre situation, ce qui s’obtient avec le choix
0p = %, k > 0 bien choisie.

On termine en appliquant 'estimée de Sobolev sur P pour gg ; on obtient une constante
C' (indépendante de v, f et £) telle que pour tout ¢,

k
||q>6l UHHgQO(%fp)

SC(||A90(®51*U)HL30(79) + Hq)fsz*UHLgo(P)) = C(Hq)f;z*fHLgo(P) + ||(I>5l*v||L§0(7D))
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On conclure en sommant ces inégalités, pondérés par le facteur 2—1{, que ||v|| H2(eU\D) <

clcglC(HfHLg(U\D) + ”v||L§(U\D))7 et enfin en collectant ces dernieres inégalités sur les U
utilisés pour couvrir D. O

Nous sommes a présent en mesure d’énoncer un lemme 00 adapté aux métriques « gros-
sierement » de type Poincaré.

Proposition 1.14 (Lemme 90 sur X\D). Toute (1,1)-forme réelle exacte n telle que
n = dy avec ¥ une 1-forme réelle Cy5. et de carré intégrable s’écrit i00v, avec v dans
H?nN Cry., unique aux constantes pres.

Démonstration. On emploie ici une technique classique. On prend v comme 'unique can-
didat de moyenne nulle possible, c’est-a-dire : v est la solution de moyenne nulle de

Ayv = —2tr¥(dy). On considere alors la 1-forme & := %dcv — 1. Par construction,
tr¥(d¢) = 0; on a donc en tout point 'identité dé A dé Aw™ 2 = —m‘((ﬁ'j W w™. Le membre

de gauche peut toutefois s’écrire d(& A dé A w™2); il vient ainsi
~(m = 2)ldgloe = [ d(Endg w2 =0
X\D

par le théoréme de Stokes pour les variétés complétes [Gaf54], applicable ici puisque £ et
d¢ sont H' (car v est H? en vertu du lemme .

Le seul point éventuel a vérifier serait I’égalité [ X\D tr* nvol” = 0 pour pouvoir écrire
tre n comme un laplacien ; ceci est néanmoins automatique d’apres la formule tr*(dw) vol¥ =
dy N1 1),, et une nouvelle intégration par parties. La régularité C'*° locale de v est due
a lelhptlclte locale de A, et c’est en réalité un fait standard que 'existence, pour tous
(p,a) € N x (0,1) et domaines V. CcC W cC X\D, d’une constante C = C(p,a, V, W)
telle que [|v]|cr+2.ay < C(lnllr2 + Inllceem)- O

1.4.3 Contrdle sur la croissance des potentiels

Notre lemme 90 nous fournit des potentiels pour des métriques de type Poincaré
grossiéres, avec un contrdle H? N Cpy.; il s’agit d’améliorer ce contrdle provisoire pour
identifier ces métriques a d’authentiques métriques de type Poincaré. De tels potentiels ne
sont bien siir pas bornés en général — considérer I’exemple simple de au, u défini en ,
qui est un potentiel par rapport a w dés que |a| est assez petit —; il est néanmoins possible
de parvenir & un contréle sur leur croissance preés du diviseur.

Lemme 1.15. Soit f € C°(X\D) de moyenne nulle vol* — par exemple, f = —2tr*(w' —
w) avec w' une métrique vérifiant les conditions 1. et 2. de la section. Soitv € CL2NH?
uneAyv = f — dans lezemple, i00v = W' — w. Il existe C telle que |v| < Cu. De plus,
si v est aussi de moyenne nulle, alors on peut prendre C = C'| f||cox\p) avec C' ne
dépendant que de w.

Démonstration. 1l ne nuit pas a la généralité de supposer que A; = --- = Ay = 2 dans la
formule de définition (1.2)). Pour j = 1,..., N, on prend A > 0 et I’on pose @; = log(A+p;)
de sorte que B B

iapj VAN ap]’ i@@pj

(A+pi)?  A+p;

On se donne £ > 0. Au regard de la proposition l et pulsque i00p; est lisse & travers
Dj, il est clair que A,@; > —e on X\Dj, et Aya; =1+ O( ) pres de Dj, pourvu que

i00u; = —
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A soit assez grand. En supposant € assez petit, on est stir de trouver un voisinage U de
D dans X et une constante ¢ > 0 telle que A i > ¢ sur U, ou 'on a posé 1 = Zé\f:l Uj;
noter que ¢ peut étre prise arbitrairement proche de 1, apres ajustement de ¢, et U. On
peut aussi remarquer que U ~ u pres de D.

On pose alors V := X\U, et on se donne des domaines V,,, p > 1, telle que (V})p>0 est
une suite exhaustive croissante de domaines compacts de X'\ D ; on pose encore Uy, = Uﬂ‘%,
pour tout p > 0. Par ailleurs, on pose

p=xtv—-Cu—A

ou :
e ( est choisie telle que A, = +f — CALu < 0 sur U\D (et donc C ne dépend que
de [ fllco) s
o A est choisie telle que ¢ < 0 sur OU (et donc A ne dépend que de || f|co et de
[v[lco(ry, ce qui est controlé par || f|co si v est de moyenne nulle ).
On considére pour p > 0 la solution ¢, du probleme de Dirichlet

Appp = Aup  sur Up,
©p = sur U,
wp =10 sur 0V,.

D’apres le principe du maximum usuel, ces ¢, sont négatives sur leur domaine U,. On
suppose que (¢p)p>0 converge (& extraction pres) presque partout vers ¢ ; alors ¢ < 0, soit
+v < Cu+ A, et on a terminé. On veut donc controdler les ¢, dans un espace de Sobolev
pour obtenir une convergence dans un espace plus petit.

Posons ¢, = ¢ sur OU et 0 sur JV),. Les techniques utilisées pour démontrer le lemme
se généralisent pour démontrer que ¢, est H 2 et quil existe une constante C' ne
dépendant pas de p telle que :

lepll 2w,y < C (HAwSOpHL?(Up) + lepllz2w,) + H0pHL2(8Up)) :

Or |Avepllzw,) = Iflz2w,) < I fllLex\pys et [10pl22(a0,) = l¢llL2(a0), ce qui ne dépend
pas de p (et est controlé par || f|[co); il ne reste donc qu’a estimer [|pp[[z2(y,). Pour cela
décomposons ¢, en ¥, + xp, ou ¥, = 0 sur OU, et x; est harmonique sur U,. Alors Y, est
négative, et atteint son minimum sur OU,, d'ott : [[xp|lz2(,) < linfau ¢ - Vol(U)/2.

Enfin, |, U, |dapy |2 vol* = fUp YpAupp vol? = fUp Yy fvol®. Or 9, s’étend en une fonction
H' sur X\D si l'on déclare qu’elle est nulle sur (X\D)\U,. En notant a, sa moyenne sur
X\D,

[ = atvol <Cp [ Jduylvot = Cp [ Jduyl2 vol.
X\D X\D Uy

Comme fX\D(wp — ap)?volY = fU Y2 vol” —aZ Vol(X\D) et que |ay| est majorée par

Vol(Up)
Vol )g’\ o) ||¢p|| £2(U,), on obtient, en remontant les derniéres inégalités,

Vol(U,) Vol(U) -1
uwpumyp)scp(l—m\pm) Nz < Cp(1 “ Yo py) Ml

ce qui ne dépend par de p. En résumé, les ¢, = 1, + x, sont H 2 sur leur domaine, et on
a une borne H?, C disons, indépendante de p.

Une extraction donne la convergence faible dans tous les H?(U,) d’une sous-suite de
(¢p), et sa convergence forte dans les H'(U,), vers une fonction ¢’ € (5o H?*(Up). En
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outre, [|¢'[| 21\ py = sup, ¢ |52 (v,), et chaque [|¢'[|g2(u,) est majorée par la lim inf des
gl 20, Pour ¢ — +oc. Il est aisé de voir que ¢'|ay = plov et Ayp’ = Ay sur U,
ceci car I'inégalité yp|ar = ¢lau (resp. Awpp = Ay sur Uy) a lieu pour tout p (resp.pour
tout p > ¢). Par conséquent, ¢ et ¢’ sont deux fonctions de H?(U) solutions du méme
probléme de Dirichlet, et coincident donc, en vertu de l'unicité dans H'(U) d’une telle
solution. Autrement dit, ¢ est la limite L? d’une sous-suite de (¢p) sur chaque Uy, et donc,
a une derniere extraction pres, ¢ est presque-partout dans U la limite ponctuelle de la
suite négative (¢p). O

1.4.4 Preuve de la proposition

On suppose dans cette section que le diviseur D est lisse.

Une fibration prés du diviseur. Le probléme étant local prés de chaque composante de
D supposé lisse dans ce paragraphe, on peut supposer sans nuire a la généralité que ce
dernier se réduit a une composante, donnée par I’équation o = 0. On considére un voisinage
tubulaire N4 de D (avec A un parametre réel a ajuster), avec projection p, obtenu grace &
’exponentiel riemannienne d’une métrique lisse sur X, par exemple wg. Une action de S!
sur N4 provient de I'identification de A4 avec un voisinage )V de la section nulle du fibré
holomorphe normal Np = % la projection p : Ny ~V C Np — D est invariante
pour cette action. On compléte p en rendant la fonction u, réduite a log ( — log(|o|?)),

invariante sous l'action de cercle. On pose :

:log log /(1319 7]?) dﬁ)]

pres de D, et on prolonge ¢ en une fonction lisse loin du diviseur. Si 'on désigne le couple
(p,t) par ¢, on a le diagramme suivant :

N4\D (1.8)

lq=(t7p)

[A,+00) x D

Sl

On voit aisément que ¢t = u & une perturbation qui est un O(e™?) pres, ainsi que ses
dérivées a tout ordre (en métrique de type Poincaré). Finalement, on ajuste A et N4 pour
avoir Ny\D = {t > A} C X\D.

On associe a laction de cercle sur N4 une 1-forme de connexion 7, comme suit : si g
est la métrique associée & w et si T est le générateur infinitésimal de I'action, de flot Py,
on pose en tout point z de Ny

2

Ay = <1>* ;;T’T)))ds et m:%(/slﬁ)_lﬁw,

oit le St de la derniére intégrale est la fibre ¢~!(z). De cette maniére, z € Ny, qul(g;) n =
2.

Si de plus on considére autour d’un point de D un voisinage de coordonnées holo-
morphes (z!,...,2™) telles que D est donné par z', on a p = df & un O(1) pres, a tout

ordre pour w. On a alors :

g=dt* + e’ +p*gp+O0(e™) (1.9)
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avec gp la métriques associée & wy|p, et la perturbation O(e~") comprise & tout ordre par
rapport & w. Cela signifie par exemple que Jdt = 2e~'n+ O(e™"), le O(e™") compris de
méme.

On peut encore utiliser la fibration comme suit. Soit f € Ck® (X\D) ; on écrit
les décompositions

f=of)(t, 2) +ULf = folt) + fi(t,z) +IILf (1.10)

ou z = p(x), avec :

ones) =50 [ Fn et foe) = g [ £(82) vl

x

et Vol(D) calculé pour gp, donc égal a %, soit %

En utilisant (T.10]) et la définition de C*(X\ D), puisque les fibres S* sont de longueur
équivalente & e~! pour g, il n'est pas difficile de voir que sur un ouvert de coordonnées
comme ci-dessus et pour tout j < k,

De,j_é (HLf) _ O(e—(k—é-‘ra)t)

dés que Dy ;¢ désigne un produit dont (j — ¢) facteurs sont égaux a e'dp, et dont les ¢
autres facteurs sont pris dans {r|logr|0,,0,s,0,s, B > 2}, ou r = |z1].

Preuve de la proposition |1.9. Ayant fixé la fibration, on en vient a la preuve proprement
dite. Or d’apres les §§1.4.1 & nous savons que v € H*2 et v € tC** — on sait
que v = O(t); on obtient v € tC™* en invoquant des estimées de Schauder dans des
revétements locaux, ce qui est plus simple que ce que nous avons déja fait avec les estimées
de Sobolev.

Pour voir que v € £¥22 on considere le probléme de Dirichlet

A,w =g dans Ns\D,
w=0 sur ONy = {t = A},

avec g € CH*(NA\D) et w € tC*T2%(N4\D) (obtenues par exhaustion). En effet si v est
une fonction de coupure lisse égale a 1 sur {t < A} et identiquement nulle sur AM441, on
obtient v comme la somme v;pt + Vegt, avec :

AL Vit = (Aw’)/)vint + 'Yf - Z(d’y, dvint)w dans X\NA+1a
Vint = 0 sur ONgp = {t = A+ 1},

Ay Vegt = (_AWV)Uext + (1 - 7>f + 2(d'7: dveact)w dans NA\D7
Vegt =0 sur ONy = {t = A}
(les membres de droite étant controlés par || f||ox.«, puisque pour tout C' il existe K = K(C)
tel que |]chk+z,a(NC) < K| flloka), €t Ving, vext sont prolongés par 0. Le role de vy va
étre joué par w, tandis que g jouera celui de (—A,Y)Vert + (1 — ) f + 2(dv, dvest)w-
On introduit le sous-espace

FrH2a — Ly e CRYNA\D)|vo = O(t), Brvg € C*H4(N4\D);
v, I v € Ck+2’a(NA\D); v]t:A = 0},
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de tC** muni de la norme évidente, et ’on suppose A assez grand pour que Ay — A, :
Fht2e  OFe(N4\D) soit de norme petite, ot h est la métrique

h =dt* + e *n* + p*gp

(comparer cette formule de définition avec les 'asymptotique )

Si I'on démontre que Ay : FF+2o — Cka(N4\D) est inversible d’inverse G, avec
|G|l restant borné si A croit, un argument perturbatif nous assurera que A,, est lui aussi
inversible. On écrit en effet A, = Ay (1—Gp(Ap —A,)). En derniére analyse, il reste donc
a voir que la solution de

Apw =g dans Na\D,
w=0 sur Ny = {t = A}

qui est dans tC*+2Y(AN4\D), est en réalité dans F**22 On observe que Aj, respecte la
décomposition , de sorte que Apwy = go, Apw; = g1 et Ap(Il w) =11, ¢g. On en
déduit que la composante wy est a dérivée bornée, et que les deux autres composantes
sont bornées a dérivées bornées :

e wp : la condition wy(A) = 0, ainsi que I'égalité Apwy = —(0? — 9;)wp, donnent

Opwo (t) = e /t+oo e *go(s)ds = O(1)

t) = /Atesds /:oo e “go(u) du = O(t).

Ces formules disent clairement que wq et d;wq sont controlées par ||g||ok.a, indépen-
damment de A.

e wy : on pose a(t) = [pwi(t,-)? volP ; si 'on démontre que a(t) est bornée, alors la
théorie classique nous dira que wy est bornée (avec une borne effective provenant de
celle sur a(t)). Or

et

dya(t) = 2 / wi(t, )wn (£, -) volsP
D

et
20(¢) = 2 / wi(t, 02w (1, ) voloP 42 / (Bwn (£, -))? voloo .

D D

Ainsi
(02 — By)alt) > 2 / wi(t, ) (OPwi(t,-) — Bawi(t, -)) vol9P
= 2/ wi(t, ) (Apwi(t,-) — g1(t,-)) vol9P
= 2/ \dpwi (2, z vol9P —2/ w1 (t,+)g1(t, -) volIP
D

> ca(t) — C(g)a(t)"/?,
oil I'on passe de la premiére & la seconde ligne en remarquant que Apvy; = — (07 —
Op)wi + Ay, w1, avec ¢ venant de 'inégalité de Poincaré pour gp (chaque wi(t, ) est

de moyenne nulle pour gp), et C(g) est la borne supérieure des ( [p, g1(t, )% vol9P )1/2.

Selon le lemmeg;_lg suivant cette preuve, cette inégalité oblige a a étre bornée, et
donne a(t) < (22)2. En d’autres termes, la borne L? de w; sur chaque {t} x D

reste bornée, et est majorée par @ < C'|g||ck.ar2, C" indépendante de A. On en
déduit une estimation analogue sur |lwi|/c1.
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o II,w: comme I, g € e (@/2tCka/2  Qapres analyse & poids développée dans
[Biq97], IT | v est un e PtCh+2.0/2 hour un B > 0, et est en particulier borné, ainsi que
sa différentielle. On a aussi que ||II; w||o1 est contrdlée par ||g||ok.a, indépendamment
de A.

La théorie elliptique classique nous dit que w € F¥2< avec |w]| grs2.0 < Cllgllerewva\D)s

C' indépendante de A (on applique les estimées de Schauder sur des boules B de quasi-
coordonnées a w a laquelle on a retranché sa moyenne sur B; ceci donne une famille
uniformément bornée dans CY, comme w est & dérivées bornées). Ceci termine la preuve.

g

Il nous reste & énoncer et démontrer le résultat suivant :

Lemme 1.16. Soit b une fonction C’IQOC positive sur [A,+00), s’annulant en A. On suppose
que b = O(t%) pour un B >0, que b, Oib et O2b sont L' pour e~tdt, et que

(82 — 0y — e)b > —Cb'/2, (1.11)

avec ¢ > 0, C > 0. Alors b est majoré, et supb < (%)2

Démonstration. On suppose que b n’est pas identiquement nulle, et que 5 < 1, de sorte
que b = o(t). Alors b, : t — b —e(t — A) tend vers —oo apres avoir atteint son maximum
en un point ¢, € (A, +00), et ceci pour tout € > 0. En un tel point, 92b(t.) = 92b.(t.) <0
et Oyb(t.) = O¢bo(t.) + & = e. De (L.11)) nous tirons que cb(t.) < Cb(t.)/? —e < COb(t.)"/?,
c’est-a-dire b(te) < (%)2

A présent, & t fixé, b(t) = lim._q b.(t), et pour tout & > 0, b-(t) < b-(t.) < b(t.) < (%)2,
d’ou b(t) < (%)2 Ceci étant vrai pour tout ¢, on a que b est majorée, avec la borne
annoncée.

Reste & voir qu'il est légitime de prendre 3 < 1. Posons B(t) = —(8? — 0; — ¢)b(t) sur
[A, +00). Ceci peut étre intégré en :

t +oo

b= e”t/ e(“_”)sds/ e " B(u) du,
A s

avec p1 > v les racines de X2 — X —¢ (u > 1, v < 0). Or par (L.11)), B(t) < Ct%/2, d’on

[ e M Bu)du < C'tP12e 1 ete., d'ott b = O(t%/?) (car b > 0). On conclut par une

récurrence immédiate. ]

La question restant en suspens est :
Question : La proposition [1.10| reste-t-elle vraie si D est a croisements normaux simples 7

En utilisant en réalité des formules intégrales comme ci-dessous, et le fait que
les composantes orthogonales aux fibres S' autour du diviseur ont un bon comportement,
il est assez aisé de voir que la différentielle d’un potentiel comme dans la proposition
[[.10] a ses composantes dans la direction normale au diviseur bornées. Toutefois, il semble
délicat d’adapter directement la preuve de cette proposition dans le cas de croisements;
voir néanmoins la section [6.5] pour la construction d’une fibration dans ce cas.






Résolution de I’équation de
Monge-Ampere homogene sur le

produit (X\D) x X

N résout dans ce chapitre 1’équation mise en évidence au chapitre précédent.

Cette équation étant équivalente a la donnée d’une géodésique sur P Mg muni de la

métrique de Mabuchi, nous précisons également en quelle mesure notre solution correspond
a une géodésique entre potentiels de métriques kahlériennes de type Poincaré.

2.1 Enoncé du théoréme et interprétation en termes de géo-
désiques

Le résultat que nous obtenons dans ce chapitre est le suivant ; on suppose un point-base
wpp fixé dans P Mg pour le calcul des potentiels de PMq :

Théoréme 2.1. L’équation avec conditions de bord et invariance sous S* admet une
solution au sens des courants. Plus précisément, cette solution est la limite croissante de
déformations C*°((X\D) x X) et S'-invariantes ®, du segment = := ((1 —t)vo+tvl)te[0 i
vérifiant les équations 7

)m+1 = cr%dw Adw A (prx\p*wpp)™ (2.1)

(prx\D*wa + Zag(br
avec r > 0 arbitrairement petit, o dw = dt + ids et ¢ > 0 est une constante, et avec
Prx\p wpb +100P, strictement positive et C™-quasi-isométrique a 3dw A dw + pry\ p*w.
Enfin, il existe des bornes uniformes C° et C* sur ®, — Z, ainsi que sur i00(®, — Z).

La preuve, qui s’inspire de celle que donne Chen [Che00] dans le cas compact, elle-méme
dans la lignée de travaux tels que [CKNS85, [(Gua98§]|, repose sur une méthode de continuité
qui requiert plusieurs étapes. La méthode est exprimée dans la prochaine section, et les
estimées dont on a besoin pour la mener a bien sont obtenues dans les sections et
[2.5]; on conclut la preuve en section

__Pour le moment, nous retraduisons le théoreme dans le langage des chemins sur
PMq entre points vg et v1, puisque c’est ce dont nous avons besoin pour la démonstration
du théoreme de la partie[5] :
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Corollaire 2.2. Pour tous vy, v € 737/19 et tout £ > 0 assez petit, il existe un chemin (v§)

reliant vy d vy qui est une déformation C*° du segment ((1—t)vo+tv1), vérifiant ’équation

(v5 — |8v§|i€)(w§)m = ewlt, ot Wi = wyy + 100v;. Il existe de plus une constante C > 0
t . .. . . —

telle que pour tout e, |vf — ((1 — t)vo + tv1)|, |dvfluw,,, |vf], |V, ‘dvﬂwpb, ‘z@@vﬂwpb <C

ot les opérateurs d, O et O sont ceur de X\D, et désigne O;.

Démonstration. On prend € > 0 petit, et pour tout ¢ € [0, 1] on note v§ la fonction ®.(-,,-),
avec . comme dans le théoreme (et ou € joue le role de r); ceci a bien un sens, car
chaque terme est invariant selon S*. De plus, vf = v;, 7 = 0,1, car (®: —E)|x\p)xox = 0,
et (vf)iepo,1) € E((X\D) x [0,1]). Pour affirmer que (vf) est un chemin allant de vg &
v1, il nous suffit donc de vérifier que wy = wpy + i00vf est quasi-isométrique & w pour
tout ¢ € [0,1], ot & et 9 sont ceux de X\D; ceci provient de simplement de ce que pour
tout ¢ € [0,1], wf est la restriction de pry\ p*wpy + 109D, (9 et @ de (X\D) x ¥) au
sous-fibré A%;\D)X{t} de A%;\D)XE’ et de la borne mutuelle entre prx\ p*wpp + i00®. et
Prx\p wpb + %dw A dw demandée dans ([2.1)).

On a de plus d’apres le théoréme une borne sur i00®,, indépendante de €, O et O
étant ceux du produit (X\D) x 3.

Ceci nous dit qu’il existe une constante C' telle que pour tout € > 0 proche de 0,

|7, [dv . 100V, < C (2.2)
(la partie linéaire (1 — t)vg + tvy de (v§) est tuée par 92, et dvg, dvy, i00vg et i0dv; sont

bornés).
Finalement, en écrivant (2.1]) sur X\ D et en oubliant les tirés-en-arriére,

(vf = [ov;

if)(w,‘?)m A %dw A dW = dcewpp N %dw A dw;

puisque seuls les petits € nous intéressent, on peut supposer apres homothétie que 4¢ =1,

et par conséquent (vj — [9vf |, ) (W)™ = ewpy. O

2
2.2 La méthode de continuité

Préliminaires. On observe que ’équation ((1.5)) peut se réécrire
(prsp"wpb + %dw A dw) +i00(® + (1 — 1)) = 0,

car 2dwA\dw = dtAds = —id9d(t(1—t)) (w est une coordonnée holomorphe locale sur ¥ telle
que dw = dt+1ids). Cette réécriture tient compte de ce que © := Prx\p wpp + zdw Adw est
une forme de Kahler sur (X\D) x X, alors que prx\p*wpp est dégénérée dans la direction
de 3. Cela dit, on étudie en fin de compte ’équation

(w4 i0dp)™ T =0

sur (X\D) x ¥ avec w désignant désormais @, qui en tant que produit de métriques de
référence sera notre métrique de référence sur le produit (X\D) x X. Pour généraliser
facilement les définitions des espaces de Holder de fonctions ou de tenseurs sur (X\D) x 2
on utilise des quasi-coordonnées, en remplagant les polydisques dont on s’est servi sur X'\ D
par leur produit avec des (demi-)boules de coordonnées de diamétre homogene formant
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un atlas de Y. Dans cette partie, C¥®, C>, etc. désignent de tels espaces sur (X\D) x ¥,
sauf mention contraire explicite. Une derniére remarque concerne I'invariance selon S* de
notre nouvelle métrique w, ainsi que celle de ¢, si ceci désigne un ® + ¢(1 — ¢t).

Une famille d’équations. Donnons-nous & présent une fonction S'-invariante 6 : [0,1] x
(X\D) x ¥ — R strictement croissante en r € [0,1] en tout point, telle que 6(0,-) = 0,
6(1,-) = 1, minorée par c¢r pour une constane ¢ > 0 et a dérivées contrdlées a tout ordre,
a savoir telles que 0 soit dans P'espace que nous désignerions par C*°([0,1] x (X\D) x X).
La méthode de continuité que nous proposons consiste a résoudre pour r € (0, 1] la famille
d’équations

(w +i00¢)"™ " = 0(r)(w + i091) ",

Pl(x\D)xfr}xst = Vr, T=0,1 (conditions de bord), (5)
cw < w+1i00¢ < ¢ lw pour une constante ¢ = ¢(r) > 0, '

¢ —¢1 € C((X\D) x %),

avec ¢1 qui est elleeméme solution de (Ej), ce qui signifie que w + i09¢; est C°-quasi-
isométrique a w sur (X\D) X X et ¢1](x\p)x{r}xst = Vr, T =0, 1.

La premiére étape est de s’assurer qu’'une telle solution de départ ¢; existe. En réalité,
un calcul facile nous la fournit comme déformation C*°((X\D) x X) du segment = reliant
vg a vy. Pour étre plus précis, soit une constante C' > 0 a ajuster; en posant ¢ :=
(1 —t)vg(2) + tv1(2) — Ct(1 —t) (c’est bien S'-invariant), on a :

w +100¢1 = (1 — t)wy, + twy, + 2Re(i0(v1 — vo) A dw) + (C + 1)%dw A dw,

ce qui est clairement C'°°-quasi-isométrique a w pour C' assez grand, car dvg et dvi sont
dans C*®°(A', X\D) (et en particulier sont bornées pour une métrique de type Poincaré
sur la base X\ D).

Ayant réglé cette question, notre stratégie est maintenant de montrer le résultat sui-
vant :

Proposition 2.3. Soit ro la borne inférieure des r tels que (E,) admelte une unique
solution pour tout v’ € (r,1]. Alors ro = 0.

La preuve est donnée en section mais requiert un important travail préparatoire,
consistant en particulier a obtenir des estimées a priori sur les solutions des équations
intermédiaires (E,). On traite pour commencer le probléme de 'unicité de ces solutions,
ainsi que les estimées C.

2.3 Unicité et estimation C° des solutions intermédiaires

Proposition 2.4 (Unicité et estimation C°). Pour tout r € (0,1], la solution ¢ de (E,)
est unique si elle existe; en particulier, elle est S'-invariante. De plus, 1 < ¢ < ¢1 + h

pour une certaine fonction bornée h € C* s’annulant identiquement sur (X\D) x 0%, et
si ¢ est la solution de (E,), v’ € (0,1], alors ' <r implique ¢ < ¢'.

Démonstration. L’idée qui sous-tend la technique que nous utilisons consiste a faire ap-
paraitre des fonctions sur/sous-harmoniques ad hoc, par rapport a des métriques bien
choisies, s’annulant sur (X'\ D) x 93, puis & appliquer un principe du maximum approprié
(lemme ci-dessous). Une forme faible de ce dernier s’énonce comme suit :
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Lemme 2.5. Soit v une fonction C},. majorée sur (X\D) x X, telle que

sup v> sup 0.
(X\D)x% (X\D)x 0%

On suppose que (X\D) x X est muni d’une métrique kihlérienne w' quasi-isométrique a
w. Alors il existe une suite (x;);>0 de points de (X\D) x S tels que

lim v(z;) = sup o, lim |dv(zj)le =0, et liminf Ayv(z;) > 0.

j—00 (X\D)xE j—o0 j—00
Démonstration du lemme La preuve est tout a fait semblable a celle du principe
du maximum de D. Wu [Wu08, p. 406], modulo une adaptation & notre contexte &
bord. Voyons les détails pour ' = w. Pour ¢ > 0 on pose v = v — eprx\pu, de
sorte que v. tende vers —oo prés de D x Y. On suppose que pour tout € > 0, v, at-
teint son maximum en un point z. € (X\D) x 9%. Il est aisé de voir que pour tout
z € (X\D) x ¥ fixé, liminf._,gv(z:) > v(z), d'ou une contradiction avec I’hypothése
SUP(x\D)xx U > SUP(x\p)xax Vs car bien str liminf. o v(z:) < sup x\p)xos v-

Cela dit, on sait qu’il existe un g9 > 0 tel que v, atteigne son maximum en un point
Z., € (X\D) x ¥. En appliquant le raisonnement qui précéde aux e € (0,0), on obtient
un e, tel que v, atteigne son maximum en un point z., € (X\D) x 3, et ainsi de suite.
On pose z; = z.,; une lecture de la preuve de Wu suffit pour voir que (z;) vérifie les
assertions de 1’énoncé. |

Le résultat suivant se révele utile pour renforcer notre principe du maximum :

Lemme 2.6. On suppose (X\D) x ¥ muni d’une métrique kihlérienne w' C*°-quasi-
isométrique a w. Alors il existe une solution « € C*°((X\D)xX) au probléme de Dirichlet :

{Aw/a =1
al(x\pyxax = 0.

De plus, 0 < a < Ct(1 —t) pour un C = C(w") > 0.

Démonstration du lemme Le résultat provient d’un argument d’exhaustion, a savoir :
« est obtenue comme limite C? sur tout compact de (X\D) x ¥ d'une sous-suite de la
suite () des solutions C%# (8 € (0,1)) du probléme de Dirichlet analogue sur une suite
exhaustive croissante de domaines compacts (V},) de (X\D) x X. La positivité des oy, et
par conséquent celle de , est claire. En outre, A, (t(1 —t)) = 2t (idt A ds) = |dt|?, >
cldt]?, = c ott ¢ = (W) > 0 est telle que W' > cw. Enfin, A, (c7H(1 —t) — ) > 0 sur
Vpet (cH(1 —t) —ap) > 0sur 9V, dot ¢ (1 —t) —ap, > 0 de ap < 711 — 1)
pour tout p, d’ott estimée CO recherchée. Cette estimée se transmet & «, qui est alors
dans C*°((X\D) x X), toujours par ellipticité uniforme de A, sur des (demi-)boules de
quasi-coordonnées, et grace & lassertion triviale 1 € C°((X\D) x X). [ |

Remarque 2.7. Des arguments analogues donnent des isomorphismes pour le laplacien
Ay Cg“ﬂ — CBP pour tout (k, ) € N x (0,1) et toute w' C™®-quasi-isométrique d w,
Vindice 0 de lespace de départ signifiant l’annulation le long de (X\D) x 0X.

En combinant les deux derniers lemmes, on obtient :

Lemme 2.8. Soit v une fonction C?, majorée sur (X\D) x ¥, négative sur le bord
(X\D) x 9%¥. On suppose que (X\D) x ¥ est muni d’une métrique kihlérienne ' C*°-
quasi-isométrique a w, et que Ayv < 0. Alors v <0.
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Démonstration du lemme [2.8| Par I’absurde. On suppose qu'il existe un point x € (X\D) x
¥ tel que v(z) > 0. Alors pour € > 0 assez petit (v —ea)(z) > 0 donc sup(x\pyxn(v —
ga) > 0 > sup(x\p)xox(v — €a). On prend une suite (z;) comme dans le lemme
pour v — ea; en particulier, liminf; .o Ay(v — ea)(x;) > 0,alors que cette limite vaut
—e +liminf;_ o Ayv(xj) < —e, ce qui est absurde. |

On revient a la preuve de la proposition On désigne par 1) la différence (¢ — ¢1), de
sorte que ¢ € C§°. On déclare que v est sur-harmonique par rapport a w’ = w+i99¢ (qui
est C*°-quasi-isométrique a w) ; on peut le voir en tout point x en prenant des coordonnées
(z1,..., 2™ FL) telles que

m—+1 ) o - m+1 . _
W'=Y idZ Ndzl et 00y = Y Njidz! Adzd
j=1 j=1
1 1
au point x. Par concavité du logarithme on écrit (ﬁ) m+l = H;”:Jrll(l — Aj)mt <
S -) FAY

T =14 20, de Al >2(m + 1) (0(r)~Y/m+1) — 1) > 0, ott A’ et le laplacien

de «'. D’apres le lemme ceci donne ¢ > 0, soit ¢ > ¢;.

En utilisant la méme méthode, on obtient que :

e si ¢/ désigne une solution de (E,./), r < 7' < 1, alors A'(¢ — ¢') > 0 donc ¢ > ¢'.
On obtient I'inégalité réciproque par symétrie. Ceci donne les assertions d’unicité,
et donc de S'-invariance.

e On conserve la notation ¢ = ¢ — ¢1. Si h désigne la fonction C§° telle que Ajh =
2(m + 1), avec A le laplacien attaché a wy; — h est donnée par le lemme — alors
P < h, i.e. d < @1+ h. Ceci découle de I'identité w = wy + 1991 > 0 dont on prend
la trace par rapport & wy, ce qui donne : m + 1 — %Alw > 0. ]

2.4 Estimées d’ordre 2

Réécriture des équations. On désigne par f la fonction Zg—i, de sorte que f € C*((X\D)x
¥) et f > ¢ pour une constante ¢ > 0. On remarque que (E,), r € (0,1], se résume &
(w + i0D¢) ml - O(r) fw™"1, en plus de la condition de positivité et de la condition de
bord. Il nous reste néanmoins une certaine liberté sur la définition de 6 ; par exemple, on
peut prendre (1) = r((1 — x(r))ef~ + x(r)) ol x est une fonction croissante sur [0, 1],
s’annulant identiquement sur un voisinage de 0, constante égale a 1 sur un voisinage de 1,
et ou ¢ = inf(x\ pyxx f > 0. Ainsi, 6(r)f = cr pour r proche de 0.

Estimation d’ordre 2 sur 1. D’autre part, comme @ = ¢ — ¢1 est la fonction qui a une
chance d’étre bornée — en général, ¢; ne 'est pas si elle est construite a partir du segment
joignant deux potentiels non bornés, et donc ¢ ne l'est pas non plus — il est utile de
considérer nos équations (E,) sous la forme : (w; +z’85w)m“ = 0(r)w" ™. On désigne par
(E.) cette derniére équation & laquelle on adjoint les conditions de borne mutuelle entre
métriques (¢ 'wy < wy 4100y < ¢"lw; pour une certaine ¢ = ¢(r) > 0) et la condition de
bord (qui devient ¥|x\pyxx = 0). On en déduit alors :

Proposition 2.9. [l existe une constante C' indépendante de r € (0, 1] telle que pour toute
solution ¢ d’une (E),

sup (m+1-1A19) <C(1+ sup (m+1-—FA9)). (2.3)
(X\D)xX (X\D)x0%
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Démonstration. On a besoin d’une inégalité due a Yau [Yau78|, dont la démonstration est
purement locale, et qui s’écrit dans notre contexte :

Lemme 2.10 (Yau). Si infj, Rm ; désigne la borne inférieure sur (X\D) x ¥ des

quantités (Rm‘“l(a%, %)%, %)wl, j#£ 1, oules Wk sont choisis wi-orthonormaux au

point de calcul et A’ est le laplacien de wy + 100 alors

~A(e™™(m+1-1A19)) >

e " (Arlog (c+ x(r)(f —¢)) — (m +1)? mf Rm“’_lﬂ)

— ke ™ (m+1)(m+1—FA19)
+ (k+ in fRm ;e (m + 1 - L) (e x()(f - )

o la seule condition demandée est sur la constante k : k +infy Rm 7> 1.

On peut donc en particulier fixer x une fois pour toutes, indépendamment de r. Il n’est
pas difficile & présent de trouver une constante K indépendante de r telle que

1 <e ™ (Arlog (c+ x(r)(f —¢)) — (m +1)? 1nf me}M)

= wm + DK + (5 + inf R )K“”m : <r<c +x(r)(f =)

dés que K > Ko. Or soit e "% (m~+1)(m+1—2 A1) est < Ko+1 sur (X\D)x X, et on a fini
(1 est bornée indépendamment de ), soit sa borne supérieure est > K. Dans ce dernier
cas, on suppose que la borne supérieure n’est pas atteinte en suivant (X\D) x ¥ ; on
obtient grace au lemme une suite de points (z;) tels que e ¥ (m+1) (m+1—3A1%)(z;)
tende vers notre borne supérieure, et A(e™*¥(m+1)(m+1—3A19))(z;) vers une quantité
négative. D’apres notre définition de Ky, ceci n’est pas consistant avec la formule du lemme
d’otl le résultat, ¢ étant bornée indépendamment de r. O

Nous pouvons maintenant controler le membre de droite de 'inégalité (2.3)) a l'aide
des termes d’ordre 1 de 1) :

Proposition 2.11. [I existe une constante C' indépendante de r € (0, 1] telle que pour la
solution v de toute (E.) on ait :

sup (m4+1—-zA,¢) <C(1+ sup ’dwil)-
(X\D) x93 2 (X\D)xE

Démonstration. La démonstration de la proposition est assez technique, mais suit de pres
celle de Chen [Che00, Thm 1], de sorte que nous ne disons que quelques mots sur les
adaptations nécessaires notre contexte non compact.

Tout d’abord, la preuve de Chen repose sur le choix en tout point p du bord de (X\ D) x
Y d’une demi-boule de coordonnées telle que la métrique de référence soit comprise entre
%weuc et 2Weye, OU Weye st la métrique euclidienne donnée par les coordonnées de B. De
plus, le rayon de B ne doit pas dépendre de p, et les m premiéres coordonnées parametrent
la base X'\ D tandis que la derniére, disons z, parametre X ; plus précisément, 3 est donnée
par {Re(z) > 0} dans B.

Il nous est clairement impossible de procéder strictement de cette maniere avec notre
type de métrique (le rayon d’injectivité tend vers 0 pres de D), mais nous savons déja
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qu’avoir des estimées uniformes sur les tirées-en-arriere dans un certain systéme de quasi-
coordonnées (les ®s) fournit des bornes globales. On remplace les demi-boules de quasi-
coordonnées de la preuve de Chen par des demi-boules de quasi-coordonnées. Pour étre
plus explicite, on fixe une boule de rayon 6 > 0 dans C™ x {Re(z) > 0} et on considere
une famille (7,),c(x\p)xox d’immersions holomorphes B — (X\D) x ¥ telles que p €
(X\D) x 0%, mp envoie 0 sur p, BN(C™ x{0}) dans (X\D) x 0% et %weuc < mprwr < 2Weye-
On peut ainsi appliquer les techniques de Chen aux 7,*1) et obtenir des résultats analogues,
en particulier le fait que les les dérivées secondes normales-tangentielles (resp. tangentielles-
tangentielles) en p des m,*1) sont controlées par la norme L*° de m,*dy d’'une maniere ne
dépendant pas de p.

Une lecture précise de la preuve de Chen révele toutefois une subtilité : pour prouver
que la fonction-barriere v de Chen est positive quand § est assez petit, au lieu d’utiliser des
bornes inférieures strictement positives sur A’y (ou plutét sur m,*(A’v) pour étre tout a
fait correct), on utilise la définition de v, et le fait qu’il existe une constante C' ne dépendant
pas de p telle que 'on ait 0 < 2z < Ch en posant x = PRe(z). Nous pouvons en effet prendre
Tp(*,2) = (k,c(t +i(s — sp))) ou mp(*,2) = (k,¢((1 —t) — i(s — sp))), selon que l'on se
trouve sur le bord intérieur ou extérieur de 3 vue comme couronne dans le plan complexe,
avec ¢ > 0 ne dépendant pas de I'ouvert de travail, de sorte que ’on aura gagné si I’on sait
que t(1 —t) < Ch sur tout X\D pour une certaine constante C' > 0. Une telle constante
existe bien, puisque pour C assez grand, Ay (Ch—t(1—1t)) =2C(m+1)—A;(t(1—¢t)) >0
sur X\D, et par le lemme Nous renvoyons le lecteur & [Che00l p. 204-208] pour les
détails. O

Nous concluons la présente section par un contrdle définitif sur Aq1) :

Proposition 2.12. I existe une constante C' indépendante de r € (0, 1] telle que pour la
solution ¢ de toute (E|) on ait :

sup |dyl|,, < C.
(X\D)xX

En particulier, au vu de la proposition SUp x\ p |i85w|w1 est magjoré par une constante
indépendante du parameétre r.

Démonstration. Nous adaptons ici aussi les arguments de Chen, a savoir 'analyse qu’il
mene au travers d'un procédé d’éclatement — [Che00) §3.2] — et nous ne répétons donc
pas la preuve dans son intégralité, mais nous soulignons plutét les quelques changements
nécessaires au bon fonctionnement de la démonstration.

On suppose qu’il existe une suite (r;) telle que €; := supx\pyxs [d¥r; |, tende
vers +00, et on regarde une suite (p;) de points de (X\D) x X tels que |dvr, (pj)lw, >

1

aj_l — 1 pour tout j. En général, on ne peut pas extraire de (p;) de suite convergeant dans
(X\D) x ¥; nous allons donc suivre ces points, et définir les objets intéressants sur des
(demi-)boules autour de ces derniers. On doit néanmoins ici distinguer deux cas : & une
extraction pres, w; := pry(p;) converge vers un point w de 3, et :

1. si w € 9%, on choisit § > 0 assez petit et on se donne un demi-disque Djs de rayon
d de coordonnée & partie réelle positive, centré en w et tel que Ds N {MRe = 0} soit
envoyé parallelement a 0% ;

2. siw € 203, on choisit § > 0 assez petit et on se donne un disque Dy de coordonnée
dans 3, de rayon J et centré en w.
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Dans les deux cas, abstraction faite de l'extraction, w; est dans le voisinage considéré
de w, et méme dans celui de rayon moitié. Si 'on prend de plus une boule Bj de quasi-
coordonnées pour X\D de rayon d centrée en z; = prx\ p(p;), on a alors des immersions

7TjIB5—>(X\D)XE

0r— (Zj’wj)v

A notre disposition, ot Bs désigne la (demi-)boule de rayon § centrée en I'origine de C™*1
et incluse dans Bj x Dj. Notre construction de wy (voir nous autorise en outre a
supposer que 7;*w; est trivial en (0,0), et que ses dérivées a tout ordre sont bornées dans
Bj indépendamment de j. On pose alors, pour j assez grand et (z,w) € Bs Jejo

1;]‘(2, w) = Trj*wrj (gj (Z7 w))’

ce qui définit, sur tout compact de C™*! ou de {Re(w)} C C™*! selon le cas, une suite
de fonctions que nous allons étudier pour parvenir & une contradiction. De méme, on pose
pour ces j, (z,w),

hj(z,w) = m;"h(e;(z,w)),

et on pose enfin @;(z, w) = mj*wi (¢j(z,w)). La remarque précédente nous permet d’affir-

mer que ces w; convergent dans C'°° sur tout compact vers la métrique euclidienne, et que

I’on peut supposer que ¢ est assez petit pour que 'on ait toujours %weuc < wj < 2weyc-
Or notre changement d’échelle implique que |d1/J] z w)| < 1 quand cela a un sens, que

‘dwj 0,0)]% > 1—¢j, et que ]A@jwj Z, W ‘ < C ou C est la constante de la proposition

De plus les inégalités 0 < 1 < h < ||h]|co se propagent pour donner 0 < 2/;] <
h < ||h]|co. On déduit de ces estimations et des estimées de Schauder classiques que
(wj) est borné dans CH* sur tout compact dés que cela a un sens (o quelconque dans
(0,1), indépendant du compact), ce qui nous donne apres deux extractions diagonales une
sous-suite que nous appelons encore (%) qui converge C8 sur chaque compact vers une
fonction notée ¢ de C l o (Cm x {MRe > 0}) dans le premier des deux cas évoqués ci-dessus,

et vers ¢ € CLP (C™H1) dans le second cas (8 € (0,a)). Enfin ¢ est bornée par |[hl|co sur
son domaine tout entier, et les inégalités sur les ]dwj 0, 0)|w nous disent, apres passage a
J

la limite : |di(0,0)| = 1.

Toutefois dans le cas 1, on voit aisément que h;(z,w) tend vers 0 pour tout (z,w) fixé
d’apres la définition de h Ceci implique 1/1 = 0, ce qui contredit ‘dw (0 O)‘ =1.

Dans le second cas, en utilisant la positivité de w; + zaawrj, on peut montrer que sur
chaque droite complexe II passant par 0 € C™*!, on a Aty < 0 au sens des distributions,
et donc 1; est constante sur chaque II (car bornée), donc constante, ce qui contredit a

nouveau |di(0,0)| = 1. O

euc

2.5 Estimées C? et C?°

2.5.1 Estimée C?

On a obtenu au paragraphe précédent une estimée sur la différentielle et le hessien
complexe de nos potentiels 1 ; cette estimée est de plus uniforme, au sens ou elle ne
dépend pas du parametre r de la famille d’équations (E!). Notons qu’en vertu de I'identité
Y|(x\p)yxox, = 0, cette estimée fournit une estimée uniforme C? compleéte sur 1) le long
du bord (X\D) x 9%. On donne ici une telle estimée sur (X\D) x ¥, dont on ne peut
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toutefois pas demander 1'uniformité par rapport au parametre r, du moins quand celui-ci
se rapproche de 0.

Proposition 2.13. On suppose que 1 est la solution d’une (E € (0,1]. Alors il existe

)T
une constante C' indépendante de v telle que : ||(V“’1)2¢H00 < %
Démonstration. Nous adaptons ici la preuve du théoréme 3.2 de [Blo]. Cette preuve utilise
de maniére cruciale la compacité de la variété de base : on se focalise sur le voisinage
d’un point ou une fonction bien choisie atteint son maximum. Plutét que de contourner
dans notre contexte le défaut de compacité en utilisant, par exemple, notre principe du
maximum (lemme , on choisit I’option suivante : on regarde ce qui se passe en suivant
une suite de points le long de laquelle la fonction en question tend vers sa borne supérieure.

Pour commencer, fixons r € (0, 1], prenons ¢ comme dans I’énoncé et définissons une
fonction B, par

By :x+— sup (Vydy)(Y)
YET:((X\D)xX)
Yo =1

ou V désigne V¥1.

Remarquons que By (z) n’est autre que la plus grande valeur propre de (V¥1)%¢) en
z, de sorte que nous devons produire I'estimée voulue sur By ; en effet, a un facteur 2 et
des termes d’ordre 1 prés (V¥1)2¢) et i90¢ ont la méme trace. Une majoration est méme
suffisante. On définit

A¢ = Bw + |d1/}’w17
et I'on pose My, = sup(x\pyxy Ay. Comme Ay est déja contrélée sur (X\D) x 9%, on
peut supposer que My > sup(x\p)xax Ay, et méme qu’il existe un § > 0 (dépendant
éventuellement de ) tel que

My = sup Ay.
(X\D)x[8,1—-0]x 51

En effet, si un tel § n’existe pas et comme les dérivées troisiémes de v sont bornées, bien
que l'on n’ait aucune estimation sur une telle borne, cela dit schématiquement que 'on
peut atteindre My, en suivant un suite de points dont la projection sur [0, 1] tend vers 0
ou 1, et ce qui donne My, = supx\pyxax Ay et acheve la preuve.

On a ainsi des boules de quasi-coordonnées Bs — B; C (X\D)x X derayon ¢ centrées
en des points O; telles que pour tout j :

a) Wj*AdJ(O) AT/J(O ) > M¢ 237
) 3Weue < Tj*wi < 2Weye, Tj w1 = Weye en 0, et m;*(i001)) est diagonale en 0;

c) (mj*wi + i85W;¢)m+l = m;*0(r) - mj* (w1)™ L
) il existe Y; de norme 1 en O; tel que ;" Ay (0) = 7" (Vy,dy)(Y;) + 73 (|dy;9]).

et lnf(X\D)XE Aw < Aw < My;

Si ’on note les tirés-en-arriere avec des chapeaux et que ’on ne fait plus apparaitre la
dépendance en 1 des objets introduits, on a donc :

a) Aj(0)>M — L, et infx\pyxn A < A; < M;

o

) %wem < Wj < 2Weyes Wj = Weue €n 0, et zaawj est diagonale en 0;
¢) (& +i00;)" " = (r) - (@)
) [Yily, =1 (en 0) et A;(0) = (Vy, diby) (V) + |dy, 0.

A

(o}
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L’idée a présent est de faire tendre j vers l'infini et de transporter le probleme dans
une situation ou 'on peut répéter 'argument de Blocki. On n’a toutefois aucune raison
de supposer que les /Alj sont réguliéresl ce pourquoi nous procédons tout d’abord a une
régularisation. On prolonge donc les Y; a Bs tout entiere comme champs de vecteurs
constants, et ’on considere :

de sorte que /Al; < Aj < Aj(0) + ~ = A;(O) + 5. De plus /Al; est 27, et bornée dans
C?"(Bjs) indépendamment de j (grace aux controles C*" sur les 1@) D’autre part, on a
des controles C*" analogues sur les @; (k = 3) et les éj (r) (k = 4), ainsi qu'une minoration
par cr pour ces derniers, ¢ > 0 indépendante de j. On peut alors extraire simultanément
des suites construites des sous-suites convergeant faiblement C*", et donc & une nouvelle
extraction prés convergeant fortement C*, vers des limites C*": on a convergence dans
la sphere S2™*1 pour (173) On supprime l'indice j pour désigner ces limites ; les relations
ci-dessus passent a la limite pour donner :

a) A'(0) =M, et A < M, avec A’ = |Y|2 (Vy d) (V) + |dzp|A :

b) %weuc <@ < 2Weye, @ = Weye €n 0, et z@@qﬁ est diagonale en 0;

A

c) (@+ i@g@mﬂ = 0(r) - (@)™, er < O(r) et on a un contrdle sur les dérivées de O(r)
jusqu’a l'ordre k — 1 indépendamment de 7, et un controle analogue pour & ;
=1 (en 0) et A(0) = (Vy.dihy)(Y) + |dy 9.
On peut a ce point utiliser des coordonnees normales en 0 et appliquer la preuve de
Blocki, car les objets considérés sont suffisamment réguliers pour cela. On obtient en 0

(Vydd) (Y
v

Ayrioapd < —Ki ( K2>2 +Cr,

2
w

ou C, ne dépend que du parametre r, de la maniere suivante : on a essentiellement C, < T%
avec C = C(|Jw1llcs, |[d]w,, A19p) > 0 et indépendante du rayon § = 6(r) du domaine
d’étude. La constante C' est donc indépendante de r, et les constantes K1 > 0 et Ko > 0 le
sont également ; ces contrdles ne dépendent pas non plus de 7, qui nous sert uniquement
a regarder des limites.

On conclut comme suit. On sait que A’ atteint son maximum en 0, et donc le membre
de gauche de la derniere inégalité est positif. On en tire une majoration de A (0) par une
expression de la forme 07'7 avec C' = C'(C, K1, K3), constante indépendante de r et 7.
Comme A’(0) = M, ceci donne le controlé voulu sur M = M. O

2.5.2 Estimée C%F

L’estimation C? que nous venons de démontrer est importante, mais n’est pas suffisante
si 'on veut utiliser ’ensemble de nos estimations pour énoncer un résultat de compacité sur
les solutions 1 des (E!); en termes équivalents, il nous faut pousser encore nos estimations
pour démontrer que la borne inférieure de

{r € (0,1]| (E,») admet une solution pour tout r’ € (r, 1]}

est 0, comme annoncé en section On a besoin en réalité pour continuer d’estimées
C?P : 13 encore, on ne peut pas demander & ce qu’elles soient uniformes quant au paramétre
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r € (0, 1], mais qu’elles le soient bien si r ne tend pas vers 0 — ce qui signifie aussi que I’'on
peut demander dans cette situation § uniforme. L’énoncé précis est le suivant :

Proposition 2.14. Soit ro € (0,1]. Alors il existe 3 = [((ro) € (0,1) et une constante
C = C(ro) tels que ||¢||c28 < C pour toute solution v d’une (E), r € [rg, 1].
Démonstration. On utilise les techniques de [CKNS85], en travaillant dans des boules (ou
des demi-boules) de quasi-coordonnées plutot que dans des (demi-)boules de coordon-
nées. Plus précisément, on recouvre (X\D) x ¥ de (demi-)boules B(H) ¢ C™ x CH) (on
Ct = {Re > 0}) de quasi-coordonnées (2!, ..., 2™, z) de rayon § > 0 indépendamment du
parametre r telles que :
e la collection des (demi-)boules de rayon moitié recouvre encore (X\D) x 3;
e tout point de (X\D) x 9% est le centre d’une demi-boule ;
e la partie T = (C™ x {0}) N BT d’une demi-boule correspond a (X\D) x 9%, i.e. si
7 est une des immersions associées aux BT, alors T = Bt N7~ 1((X\D) x 0%);
e sur toute (demi-)boule %weuc < m*w < 2Weye, T0(r) > cr et les dérivées a tout ordre
de m*w et m0(r) sont bornées; tous ces controles sont indépendants de 7 et de r;
e d’apres la proposition on a des bornes sur les 71 jusqu’a l'ordre (4,7) qui ne
dépendent pas de 7. Ne dépendent non plus de r les controles sur |7*|, |dn*y| et
‘i@gw*@/}] ; les controles sur les |[V27*)| sont également uniformes tant que r ne tend
pas vers 0.

Controle sur les boules. Pour obtenir des estimées C?# (3 & déterminer) sur les boules,
on écrit les tirés-en-arriére de (E!) sous la forme F[r*1)] = 0, ou :

0%u

[u] = log [ et ((w)i+ ==

)] —log (m*0(r)), € Ci(B);

de cette maniere, 7" et F' satisfont les hypothéses du théoreme 17.14 de [GT83], lellip-
ticité de F' provenant en particulier de

2m+2 '
Yo FRGE = €Yy, EERPMTE=CTH!
Jk=1

ot (7*w’)~! est la (1,1)-forme dont la matrice dans les coordonnées de B est 'inverse de
m*w = 7 (w1 +1900Y), les estimées sur 91 garantissant 1'existence d’une constante ¢ > 0
indépendante de r et de I'immersion 7 telle que :

Geue < (7T*9¢)_1 < C_lr_lgeuc-

Le théoréme mentionné nous donne une estimée sur les |V2(7*y)| avec [

C08(3B)
B, XA, V(1Y) |cogp)) € (0,1) olt A et A sont telles que Mweye < Twi + i09(r*) <
AWeyc ; on peut donc fixer 5 > 0 si 'on prend r > rg avec g € (0, 1] fizé.

Controle sur les demi-boules. Ce cas est un peu plus délicat ; on procede néanmoins comme
suit. On veut appliquer le théoreme 9.15 de [GT83], et pour ce faire on a besoin d’une
estimée sur le module de continuité de V?(m*1) autour des points du bord. En appliquant
les techniques de [CKNS85|, en particulier celles du §2.2, on obtient :
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Lemme 2.15. [l existe une constante C ne dépendant que de |m*Y|c2(p+y, A, A, 70(r) -
en particulier, C' peut étre prise indépendante de r > rg, et indépendante de m — telle que
pour tout zg € %T =TnN %B* on ait

)| < C
~ 14 |log |z — |

|V2m*(20) — V¥ eh(2)

pour tout z € BT tel que |z — 29| < /3.

On différencie & présent les (E!) écrites dans les BT par rapport a un des opérateurs
tangentiels :ti ou :tag , 1 < 7 < m, désigné par D; on obtient :

m+1
Ao (D) = —Dlog (7*0(r) det(n*g1) ) + > (7 D(r*wi)5-  (24)
7,k=1

On applique ensuite le théoréme 9.15 de [GT83|, avec L = —A i+, u = Dr*p et p > 2{”_22,

) < C avec C = C(rp).

B fixé ci-dessus. Ceci nous donne une estimation |D(7T*¢)|pr2 ( % B
On la convertit en une estimation C1#(2B™) de D(r*¢) grace a notre choix sur p. On

contrdle done les 2L dans C%1(3B%), 1 < j,k < m. Un controle analogue des 88226;21/)

029 0zF
vient de 'équation (E) : on développe le déterminant par rapport & la derniére colonne,
2,k
et on exprime 88;9;/) en fonction de tous les autres termes. O

2.6 Démonstration de la proposition et du théoréme

2.6.1 Démonstration de la proposition [2.3]

Comme les équations (E,) et (E) sont équivalentes via la translation ¢ — ¢1 + 1, on
peut prendre le ry de 1’énoncé de la proposition comme étant la borne supérieure des r
tels que (E/,) admette une solution pour tout r’ € (r, 1]. On démontre d’abord que ry < 1,
ce qui est la partie facile, puis que rg ne peut étre strictement positif; ¢c’est pour ce point
que Pon a besoin des estimées a priori établies dans les sections 2.3} [2.4] et Notons
que D'unicité des solutions a déja été prouvée dans la proposition 2.4

L’équation (E!) admet des solutions (réguliéres) pour r proche de 1. La remarque cruciale
est ici la suivante : si P désigne 'opérateur

P:C¢ — C™
(wi +i09p) ™

P m
+1 )
Wy

et que v est strictement wq-pluri-sous-harmonique, soit wy + 00 > 0, alors & un facteur
—% pres, la différentielle de P au point v est le laplacien associé a la métrique wq + 100,

soit : .
dyP(X) = =58, yigay X

ceci reste vrai si ’on se restreint a P de Cg“ﬁ vers C*8_ (k,8) € Nx(0,1). En particulier,
doP = —%(Awl-), ce qui est un isomorphisme C’g B, c28 , voir la remarque On fixe
€ (0,1). Comme 0(r) € C*7, le théoréme des fonctions implicites nous dit que (E.)
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admet des solutions dans C’g” pour r proche de 1, disons r € J (et on peut supposer
r> %) Pour que l'on ait des solutions stricto sensu, il faut néanmoins vérifier que chaque
W = wi + 100y est mutuellement bornée avec wq, et que les 1), produites sont dans
C*((X\D) x X) (on a déja la condition au bord).

Voyons le premier point. Trouver une majoration w’ < Cw; pour tout r € 7, C
indépendante de 7, est chose aisée : on peut en effet supposer que |[1),| o2 reste bornée

pour r € J, puisque r — 1), est continue J — C*7. Pour la minoration, on remarque que
r +— (2 — (plus petite valeur propre de wy + 109, par rapport a wy en x))

est également continue. Puisque 6(r) ne s’annule jamais, la valeur propre en jeu non
plus; elle reste donc > 0, ainsi que les autres valeurs propres, d’out w’ > 0. Pour prouver
finalement lexistence d’une borne w’ > ¢(r)wi, ¢(r) > 0, sur (X\D) x X tout entiere, on
remarque que 6(r) = det“! (w’) ; par stricte positivité de w’ et estimation w’ < Cwy, on
aw > %wl, d’ott la minoration voulue, puisque 6(r) > ¢(r) sur (X\D) x ¥ pour une
certaine c¢(r) > 0.

On démontre & présent 'assertion sur la régularité ¢, € C°((X\D) x ). Il s’agit
en fait d’'un argument de bootstrap assez classique; nous serons donc succincts. On fixe
r, on note ¥ = ,, et on prend un systeme de quasi-coordonnées comme dans la preuve
de la proposition ; on choisit une (demi-)boule de quasi-coordonnées (z!,...,zm+1),
on désigne par 7 I'immersion associée et par D un des 9;; ou des 9,,, j € {1,...,m+
1}. On différentie 1’équation de Monge-Ampere (E|) tirée-en-arriére par rapport a D;
ceci s’écrit Ay« (Dr*) = f, avec f comme dans et donc bornée a lordre (2,7)
indépendamment de 7. Or A« est elliptique & coefficients C?7 ; de plus, on a des bornes
inférieures et supérieures sur son symbole principal, ainsi que des bornes C?7 sur ses
coeflicients, qui ne dépendent pas de w. Les estimées de Schauder classiques nous disent
donc que les Dr*yp sont C*7 sur les (demi-)boules de rayon moitié, et donnent des bornes
C*7 indépendantes de 7 sur les Dr*1p. En d’autres termes, on a 1 € C>7((X\D) x %).
On peut donc reprendre cet argument avec un ordre de régularité supplémentaire, et ainsi
de suite ; une récurrence immédiate nous donne donc la régularité annoncée pour ¢ = .

L’équation (E.) admet des solutions (réguliéres) pour tout r € (0,1]. On prend 7y comme
dans ’énoncé de la proposition, soit : 7y est la borne inférieure des r tels que (E!,) admette
une solution pour tout r* € (r,1]; on suppose par Pabsurde que 79 > 0 (on sait déja que
rg < 1). On prend une suite (r;);>1 d’éléments de (rg,1] tendant vers ro. D’apres la
proposition il existe 3 = B(ro) et une constante C' = C(ro) tels que |9y, ||c2s < C
pour tout j. En utilisant le méme argument inductif que ci-dessus, on trouve une borne C*4#
uniforme sur les ¢,,. Par des extractions diagonales, on obtient une sous-suite convergeant

C’lA‘O’Z, ot v € (0, 3), vers une fonction 1) ; les bornes globales C*# sur (X\D) x ¥ donnent
une borne globale uniforme C*7 qui passe & la limite (utiliser des quasi-coordonnées), d’out

Y € C*, et méme Csm. Par convergence C? locale, les (E;j) passent a la limite et donnent

(wl—i—i@gw)mﬂ = 9(r0)w{”+1 : on sait aussi que wy+i0JY > 0, toujours par convergence C?
locale. Comme ¢ € C?((X\D) x ¥), le méme argument que celui utilisé dans la premiére
partie de la preuve nous dit que wy + 1991 est globalement mutuellement bornée avec wy.
On peut donc appliquer 'argument itératif, et on trouve que 1 € C*°((X\D) x X) : ¢ est
donc solution de (E}.).

On conclut avec une application du théoreme des fonctions implicites a 'opérateur de
Monge-Ampeére au point 1 plutdét qu’au point 0; ceci nous donne des solutions Cé‘ﬁ de
(El) pour tout r € (rg — &,7¢], € > 0 petit. Comme ci-dessus, on a que ces solutions sont
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en réalité dans C°((X\D) x X), ce qui contredit la définition de ry. La proposition
est démontrée.

2.6.2 Démonstration du théoréme 2.1]

Le théoreme [2.1]se déduit presque mot pour mot de la proposition a 'exception de
la borne uniforme sur les ®., déduite de la proposition 2.12] et de l'assertion sur la limite
obtenue en faisant tendre € vers 0.

Cette derniére est a comprendre au sens de la théorie développée dans [BTT76], et est
une application du théoréme de monotonie de cet article. Ce théoréme est énoncé pour
une suite décroissante de fonction pluri-sous-harmoniques; on peut néanmoins 'appliquer
a la suite (®.) dont on a vu qu’elle est croissante quand e décroit vers 0. On prend en
effet une suite exhaustive (K;) de compacts de (X\D) x £, et une suite décroissante ¢; de
limite nulle telle que pour tout j, m; := SUpf; ‘@5]. — <I>Ej+1| < 2% Alors sur tout compact,
(®; + Yk>j_1my) décroit & partir d’un certain rang, vers la méme limite que la limite
C’looC des ®., et cette limite vérifie bien ’équation par le théoréme de monotonie.

Ceci achéve la démonstration du théoréme 2.1} et le présent chapitre.



Théoréme de Calabi-Yau sur X\D
et formes de Ricci négatives

ANS ce chapitre et le suivant, on revient sur la base X\D. Nous énongons ici un
théoreme de Calabi-Yau logarithmique (théoréme , que nous appliquons a la
construction de métriques de PMgq a forme de Ricci strictement négative (théoreme [3.3)).
Cette construction nécessite ’hypothése Kx|[D] > 0, inutile pour le théoréme Noter
également la proposition technique valable elle aussi en général.

3.1 Enoncé et motivation

Espaces de Hélder a poids. Dans le but d’énoncer précisément le théoreme qui va suivre
et qui est une généralisation du célebre théoréme de Calabi- Yau, nous avons besoin d’in-
troduire dans un premier temps des espaces de Hélder a poids dans lesquels est prise en
compte la décroissance des fonctions pres du diviseur.

Définition 3.1. Soit (k,a) € Nx [0,1), v € R. On pose

Ol = {f € CES(X\D)| 7 € CP(X\D)} = p~CH*(X\D), (3.1)

ot C**(X\D) est l’espace défini en section . On munit C’f’a de la norme évidente, que

’ 0o __ k,a
lon note | - On pose encore C5° = (e ac(o,1) Oy

Hc’;va .
On donne des définitions analogues pour les tenseurs, en particuliers les formes de type

(1,1).

Commentons brievement cette définition. On rappelle que p est la fonction de poids
[1; |log(loj|?)|. L'égalité de droite dans provient du contrdle que 'on a sur les dérivées
successives de p, que l'on peut résumer par : |(V“’)’g log p|w < O (w désignant dans ce
chapitre la métrique modele définie a la section . On remarque que l'on peut aussi
calculer les normes || - || e via les quasi-coordonnées. Par exemple, si U est un polydisque
(cA)k x (A)™~* au voisinage d'un point de D tel que DNU = {(0,...,0)} x (A)™=F
recouvert par une union Jse (o 1)x ®5((3A)% x (A)™*) comme au et si f est C’lko’g, a
support dans U, alors :

1
fllse ~ sup

@5 fll oo (P,
seo)k (1=61)-++(1=6x))" Cho (Py)
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ou P = (%A)k x (A)™F ) ceci car ®5%p est uniformément mutuellement borné avec
m sur Py, pour § € (0,1)¥, comme on I’a vu dans

Enoncé du théoréme. On peut alors énoncer la version « logarithmique » suivante du théo-
réme de Calabi-Yau (voir par exemple [Joy00, ch.5] pour une revue de la conjecture de
Calabi et de la démonstration de Yau) :

Théoréme 3.2. Soit ' € PMq, v >0 et f € Co°(X\D) tels que fX\D ef vol" = Vol.
Alors il existe o € C°(X\D) telle que

(W' +100p)™ = el (W)™

Plus précisément, ¢ est une limite C’l’fw d’une suite (pz)o<e<1 pour € tendant 0 et ce pour
tout k > 0, ou

(W +i00p:)" = el oo (W)m

pour tout € > 0. On a de plus des bornes C* indépendantes de € sur ces ., et il existe
c=c(w', f) >0 telle que p. € CL(X\D) pour ¢ assez petit.

Cette approche de résolution, consistant a perturber I’équation de Monge-Ampeére en
rajoutant un terme ey a la donnée f de base, est assez proche de celles de [TY90] et
[HeilOl ch. 4].

La preuve est assez longue, et nous reportons ses aspects techniques au chapitre |§|
ci-dessous. D’aprés Tian et Yau, on a encore I'estimation |p-|co < e7|f]|co pour tout
e € (0,1]. Notre contribution est donc d’apporter des bornes C* uniformes, & commencer
par la borne C?, et de montrer que les ¢, appartiennent & des espaces & poids strictement
positif.

Enfin, il est intéressant de noter le fait suivant : pour € > 0, g, tioPp. = Qu — i00f —
€i0dype, ce qui tend d tout ordre et uniformément sur X\D vers g, — i00f. En d’autres
termes, si 'on a une fonction f telle que la forme g, — i00f soit « intéressante », en un
certain sens, alors on peut réaliser cette forme comme la forme de Ricci d’une métrique
différant de w’ par un potentiel & décroissance rapide, & un petit terme d’erreur pres,
« petit » signifiant ici « arbitrairement proche de 0 en topologie C (A1) ».

De maniere plus concrete, notre théoreme nous permet sous une hypothese d’amplitude
de construire des métriques de type Poincaré a forme de Ricci strictement négative au sens
Poincaré :

Théoréme 3.3. On suppose Kx|[D] ample sur X. Alors il existe w € PMgq tel que
0w < —cw pour une constante positive c.

Nous consacrons la section suivante a la preuve de ce résultat.

3.2 Preuve du théoréme [3.3

Avant de commencer la démonstration annoncée, mentionnons que ’on proceéde par
récurrence sur la plus grande codimension dans X des croisements de D. On doit également
définir des espaces fonctionnels supplémentaires, car les espaces a poids définis dans la
section précédente ne contiennent pas tout a fait les fonctions qui vont apparaitre au
cours de la démonstration a venir.
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Définition 3.4. Soit g une métrique C'°°-quasi-isométrique au modéle w de la section|1.1
et soit (k,a) € Nx[0,1), v € Rt. Etant donnés vy, ..., v, tels que vj = 1 sur un voisinage
de la composante connexe Dj de D et v; =0 au voisinage des Dy pour £ # j (de sorte que
D =j—1 Dj), on pose

k,‘,()é _ k‘7o¢ k . g _
E] (g)—{fGC7 @J@Rvﬂ/xwfvol _0}.

Sty >0, on pose Hf”E’j’a(g) = ||h||0§’“ +3; laj|, pour toute f s’écrivant h+ 3 ; ajvj, avec
h e Cke,

on récupere chaque a; comme limite de f vers

Notons que pour le calcul de || f|| 50 (g
Y

Dj, puis donc h comme f — 3, a;v;.

Ces espaces sont pertinents au vu d'un lemme 90 ¢ poids que nous allons utiliser au
cours de la démonstration annoncée. Ce sont en effet les espaces ou vivent les potentiels
des (1,1)-formes réelles fermées qui sont des O(p~%) & tout ordre pour un certain § > 0;
voir la proposition [3.5] énoncée et prouvée en section [3.3

3.2.1 Cas d'un diviseur lisse

Comme suggéré en commentaire, le théoreme [3.3] est une conséquence du théoréme
Il s’agit donc pour appliquer ce dernier de construire au préalable une métrique w’ et
une fonction f correspondant a 1’énoncé, de sorte qu’il soit utile pour notre probleme de
construction de métriques & forme de Ricci négative de résoudre ’équation (w'+i09¢p)™ =
ef (W)™. Observons que si f est comme dans 1’énoncé du théoreme alors les formes de
Ricci de w’ +i09¢ et de w’ sont asmptotes prés du diviseur. L’objet des lignes qui suivent
est donc de construire w’ de type Poincaré dans la classe que 1’on s’est fixé, a forme de Ricci
négative preés du diviseur — ce qui est réalisé en prenant w’ asymptotiquement produit de
la métrique de Poincaré et de métriques a formes de Ricci négatives sur le diviseur — puis
d’exhiber une fonction f telle que la forme de Ricci associée & la (m,m)-forme ef (w')™
soit strictement négative sur tout X\ D, au sens Poincaré.

Construction de w'. Comme mentionné ci-dessus, on commence en supposant que les croi-
sements sont de codimension au plus 1 dans X, ce qui revient a dire qu’il n’y a pas de
croisement, et donc que D est lisse. On choisit une forme lisse et strictement négative
00 € —2mc1(Kx[D]); on rappelle que wy est une forme de Kéhler lisse sur X telle que
Q = [wo]qr- D’apres la formule d’adjonction, si I’on conserve 1'écriture D = Z;V:l D; pour
la décomposition de D en composantes irréductibles, et disjointes dans notre cas, on a
pour tout j :

Kx[D]lp; = (Kx ®[Di]®---® [Dn])|p,
= (Kx ® [D])|p, ® (ID1]® - ® [D;] @ [Dn])|p,
= Kp,®1=Kp,,

de sorte que go|p; (ce qui signifie « la forme fermée induite dans AB;L_ ») est dans —2mcy (Kp; ).
Or pour tout j, le théoréme de Calabi-Yau pour les variétés kihlériennes lisses et com-

pactes s’applique sur Dj, et fournit un potentiel ¢»; € C*°(D;) tel que Qo\Dj = ool +i00; "
J

Désignons par p; la projection sur Dj, définie dans un voisinage tubulaire N; de Dj, et
par x; une fonction de coupure a valeurs dans [0, 1], égale & 1 dans un voisinage de Dj,
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et & support dans Nj. Ainsi, ¢ = > j=1 XjP;j"¥; est bien définie et lisse sur X ; de plus,
wo + 100y induit wp D; + i@gwj sur chaque D; des que les N}, sont disjoints (hypothese
fixée dans ce qui suit).

Le point est ici le suivant : la (1,1)-forme fermée réelle wy + i0d¢p n’a pas de raison en
général d’étre kdhlérienne ; néanmoins, le défaut de positivité a lieu essentiellement pres
du diviseur, dans la direction normale a la composante regardée. On peut donc corriger ce
défaut dans le cadre des métriques de type Poincaré, grace a un potentiel en « loglog ».
De maniére plus explicite, soit xo : R — [0, 1] telle que xo = 0 sur (—o00,0] et xo = 1 sur
[1,+00). On rappelle que u; = log(A + p;), et 'on supposera ici que p; est constant sur
N pour tous 1 < j # k < N ; on fixe en outre Aq,..., Ay > 0. On prétend alors que :

N N
W= wo — 3 Ajidduy + 3 00 (xo(u)? — K)pf;) € PMg

j=1 Jj=1
pour X et K assez grands. On a méme ’asymptotique

;o om Ajidz NdzZ 1
&= ok, #1000t o) TP
le O étant entendu a tout ordre (on écrira O dans la suite), sur tout voisinage d’un point
de D; ou cette composante est donnée par {z = 0}. On démontre cette asymptotique de
la méme maniere que les celles de la proposition ; il reste donc a vérifier que w’ > 0
sur X\ D pour un choix convenable de A et de K. Il suffit de le faire dans le cas ou D
est réduit a une composante, d’apres le comportement que nous avons fixé pour les u; ;
on n’aura donc plus besoin de l'indice j. On fixe tout d’abord A assez grand pour que
wo — Aiddu > 0 on X\ D. On prend ensuite € € (0, i) assez petit pour que wg|p + 0 >
dewg|p, c’est-a~dire pour que 1007 > (4 — 1)wp|p. On prend une collection V d’ouverts
de coordonnées recouvrant D, et tel que D soit donné dans chaque ouvert par I’annulation
d’une coordonnée notée z. On peut supposer les ouverts de V assez petits pour que sur
chacun d’eux, i00(p*y) > —(1 — 3e)wp — Cidz A dz. Comme xq est & valeurs dans [0, 1],
on a de méme xo(u'/? — K)idd(p ) > —(1 — 3e)wy — Clidz A dZ sur les ouverts de V,
dont on note 'union V. On prend ensuite K assez grand pour que Vi = {u > K2} C V,
et de cette maniére on a x;(u'/? — K) = 0 sur X\Vg, donc o' = wy — Aiddu > 0 sur
X\Vgk. Il nous reste donc seulement & voir que w’ > 0 sur Vi, et notre minoration sur
x1(u'/? — K)idd(p*h) va dans ce sens.
En effet, comme on a :

i0u A Ou

00X (/2 = ) = X (ul/? - K) =
u

ro1y2 i00u _ 3idu A du
+x(u K) (2u1/2 4u3/? >’

on peut supposer que |(p*1)iddx1 (u!/? — K)| < e(wo — Aiddu) sur Vi quitte & augmenter
K, et se souvenant que du et i00u sont bornés en métrique de type Poincaré. De méme,
on peut supposer que

|i(Ox1(ut? — K) A D(p*y) + d(p* ) A Dy (u'/? — K))| < e(wo — Aiddu)

sur V. Finalement, sur 'intersection de Vi avec un ouvert de V quelconque, et supposée

assez petite pour que —Aiddu > % —ewp > 2CHdz NdZ — ewg quitte a augmenter
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une derniére fois K, on a la minoration

W =wy — Aiddu + x1(u'/? — K)idd(p*1p)
+i(Ox1(u'? = K) A O™ ) + O(p™) A Dxa (u!? - K))
+ (p*)iddx: (u'/? - K)
>(1 — 2¢)(wo — AidBu) + x1(u'/? — K)idd(p*y)
>ewp — Cidz A dz — (1 — 2¢) Aiddu
>2e2wp + (1 — 4e)Clidz N dZ car — Aiddu > —ewy + 2Cidz A dZ,

et le membre de droite est strictement positif.

Construction de f. La question de la stricte positivité de w’ étant réglée, grace aux asymp-
totiques de cette métrique (équation (3.2.1))), il est aisé de calculer sa forme de Ricci pres

. . . , . o 97 . _ _ 2idzA\dz o0 _]- N
du diviseur ; schématiquement, celle-ci s’écrit Oun|p,+i00;  Tol2 log2(-F%) + O>(p; *) pres

de chaque D;. Ces asymptotiques sont exactement celles de oo + 22;-\]:1 i@guj; on peut
supposer cette derniere (1,1)-forme majorée par —cw sur X\ D pour une constante ¢ > 0,
pour les mémes raisons que 1’on peut prendre w kéhlérienne (on joue sur le parameétre A
des uj). En résumé, g, — (00 + QZJN:1 i00uj) € C°, et sa classe de cohomologie L? est
nulle. On applique alors le lemme 99 & poids (proposition [3.5)) ; on peut ainsi écrire :

N
0 — (00 +2_i00u;) = idd fy
j=1

pour une fonction fy € Ef°(w’). Soit ¢ € R telle que fX\D efoteyolv' = Vol ; on ne va
pas se servir de [ X\D fo vol¥' = 0, et on suppose donc ¢ = 0. On n’a pas de raison de
supposer que fy tende vers 0 pres de D ; on peut toutefois la corriger, sur un compact de
X\D, en une fonction f’ disons pour que ce soit le cas, pour que p, + i09f < —cw et
Jx\p el vol" = Vol.

On procede comme suit. On pose a; := limp; fo pour tout j =1,..., N. On suppose,
pour commencer, que a; > 0; si a; = 0, on passe a ao, et si a; < 0, la technique est
la méme. D’apres la premiére partie de la preuve (stricte positivité de w’), pour K assez
grand et > 1, 0on a :

0 — 100f — ali(?g( - Xo(u]l-/2 - K) —i—xo(ujl»/2 — pK) + Xo(u]l-/2 —(u+ 1)K)> < —cw

pour une constante ¢; indépendante de p. On pose

1/2 1/2 1/2
fiu=fo+ al( - XO(uj/ — K) + XO(uj/ — pK) + XO(uj/ —(p+ 1)K))7
de sorte que fi, € Ef°(w’) si on ne tient pas compte de sa moyenne, fi, tend vers
0 prés de Dy, et vers a; prés de Dj, j > 2. On a aussi fi1 = fo+ alx()(u]l-/Q - 2K),
et fi,, tend localement vers fo — a1xo (u}/2 — K) quand p tend vers +o0, avec controle

uniforme par || folco + 2|ai|. De plus, p — fX\D eltnvol¥ est continue sur [1,+00); sa
valeur en p = 1 est > Vol, et tend vers une limite < Vol quand u tend vers +oo — dans
le cas ou a1 < 0, ces inégalités sont simplement inversées. On peut donc choisir p; tel que
Jx\p el vol' = Vol.
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On répete cette construction pour les a; restants ; on obtient une fonction f' € CP°(X\D)
telle que fX\D el vol*" = Vol et g — i00f’ < —c'w. Notons n la différence i90 fy — iddf’,
de sorte que :

N
T 1/2 1/2 1/2
n= z86[z aj( - XO(uj/ - K)+ xg(uj/ — 1K) + XO(uj/ — (5 + 1)K))] (3.2)
j=1
avec les p; bien choisis; cette (1,1)-forme est a support compact dans X\D. On a la
fonction f voulue pour appliquer le théoréeme en posant f = —f’

Conclusion. On applique la premiere partie du théoréme avec w’ et —f’; alors

- W' +i00p)™ o
Qi +iddp = Qu’ + 300 log (((w,)m(p)) = 0 —100f < —Cw,

et on conclut en posant @ = w’ + i9dp. Notons que 1'on aurait aussi bien pu appliquer la
seconde partie du théoreme avec € > 0, et avoir encore g, o, = Quf +i00f" —€i00p, <
—clw avec c. > 0, ainsi que ¢. dans un Holder & poids > 0. Notons également que 'on
a encore un degré de liberté sur les A; choisis au début ; on peut les prendre de maniere
arbitraire dans R™*, et en particulier, on peut les choisir égauz entre eu.

3.2.2 (Cas général

On suppose maintenant qu’il existe des croisements de codimension 2, et que c’est la
plus grand codimension possible. Dans le paragraphe précédent, on a d’abord résolu le
probléme de Calabi sur le diviseur, puis on a construit un potentiel sur X\ D grace a la
donnée des potentiels sur le diviseur. On fait ici exactement la méme chose, a présent que
nous savons résoudre avec une approximation suffissmment bonne le probleme de Calabi
quand le diviseur est lisse. Par simplicité, on suppose que D est réduit & deux composantes
D1 + Dy, et que la décomposition de D’ = D; N Dy en composantes lisses irréductibles
s’écrit Zévzll D’. On observe de plus que D1\D" et D2\D' sont naturellement munis de
métriques de type Poincaré, a savoir w|p\pr et w|p,\ pr-

Dans cette situation, la formule d’adjonction s’applique pour donner :

Kx[D]|p, = Kx[Di]|p, ® [D2]|p, = Kp, ® [D']p,,

et ce dernier fibré est le Kp,[D’'] intrinséque de D;. On peut appliquer la formule &
nouveau, ce qui donne :

Kx[Dl|p; = (Kx[D|p,)|p; = (Kp,[D')|p; = Kp

pour tout j = 1,..., N'. Ainsi Q0|D} € —2mcy (KD;_) des que gg est lisse dans —27ey (K x[D]).
On prend une telle (1,1)-forme gy < 0 sur X.

On pose comme précédemment u; = log(A+ p;) sur X\D;, j = 1,2 (A > 0 a ajuster) ;
remarquons que pour k # j, u;|p, joue le role de Zévzll uﬁw sur Dy, ot 'on pourrait définir
uj, o sur Dy, comme une fonction ayant un comportement « loglog » pres de Dj.

De méme que dans le cas ou D est lisse, si on a des 9; € C’OO(D;) telles que les
wo D, + i007; aient pour forme de Ricci o] D) (les 9; sont donc fournies par le théoréme

de Calabi-Yau classique), on peut les étendre en une fonction ¥ sur X telle que
W = W0|D1 + 135(1/;|D1) - iag(uﬂDl\D?)
et wa = wo|p, + 100(Y|p,) — iag(u1|D2\D1)
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soient des métriques de type Poincaré, respectivement sur D1\ Dy et Do\ D1, avec asymp-

totiques respectives wy| D, + i00Y; + % + 0®(py 1) pres de D’ donnée par

{w = 0} dans Dy, et w0|D; + i00Y; + % + 0= (p;!) pres de D’ donnée par
{z = 0} dans D,. De plus, leurs formes de Ricci ont les asymptotiques respectives

2idwA\dw -1 N 2idzN\dz -1
Qo’D; - % + O%(py ") pres de D dans D et Q()‘D;_ — % + O®(p1 ")

pres de D dans Ds.
On applique alors la construction du paragraphe précédent ; on trouve @1 € C3° (D1\D")
et w2 € C3°(D2\D') telles que :

0oy ity =0+ 2i00u1 + 2i00us)|p,\p, — €i00¢1 + 12| D,
et Qw2+i85g92 - (Q + 2185161 + 2ia§u2)|D2\D1 - €i85(p2 + 771|D2

avec € arbitrairement petit, v = ~(¢), et m a support compact dans X\ Dy arbitraire-
ment proche de 0 dans C*°(X\D3), de méme pour 7, en permutant les indices 1 et 2, et
construites de la méme maniére que la forme 7 de la formule (3.2)) — on remarque que les
formules pour 77 et 72 ont alors un sens respectivement sur X\ Dy et X'\ D; toutes entiéres.
En reprenant le point de vue de X'\ D, le seul prix a payer pour les croisements que ’'on a
admis est d’avoir un exposant —v au lieu d’'un exposant —1 dans le O°; notons de plus
que ’on ne pourrait demander un tel exposant si ’on avait appliqué la premieére partie du
théoréme au lieu de la seconde (d’ou nos ¢).

On procede alors comme dans le cas du diviseur lisse : application du lemme 00
a poids, correction des constantes pres de D, application du théoreme de Calabi-Yau
logarithmique ; on en déduit I’existence d’une fonction ¢’ dans Cj’/o(X \D) pour un v’ >0
sur X\D, telle que wy + i09(¢ + ¢') — i00u; — i00us > 0 sur X\D, et que la forme
de Ricci de la métrique wy + i09(p + ¢') — i0du; — i0dus soit arbitrairement proche de
po + 2(i00uy + i00us) + m1 + 12 — €i00p. Cette forme de Ricci est en particulier < —cw
pour une constante ¢ > 0.

Ceci reégle le cas le plus simple lorsque le diviseur posséde des croisements de co-
dimension au plus 2. La démonstration dans le cas ou D admet d’autres composantes,
éventuellement disjointes des premieres, ou dans celui ou les codimensions des croisements
sont plus élevées consiste alors en une répétition soigneuse des techniques que nous venons
d’utiliser. O

3.3 Le lemme 00 A poids

On précise que le contenu de cette section est indépendant de I’amplitude éventuelle
de Kx[D]. On rappelle que 'on dit qu'une (1,1)-forme réelle n sur X\ D est dans ij’a,
(k,a) e Nx [0,1), y € R, sin € p7CH(X\D, AL).

Le résultat que nous avons utilisé dans la preuve du théoréme [3.3] s’énonce comme
suit :

Proposition 3.5 (Lemme 99 & poids). Soient (k,a) € N x (0,1) et B > 0. Soit n €
Cg’a (ADY un (1,1)-forme L? exacte, et ¢ le potentiel D9 de n de moyenne nulle par rap-

port a une métrique kihlérienne de type Poincaré w'. Alors ¢ est en réalité dans E§+2’O‘(U/),
et il existe une constante C = C(B, k,a, ') telle que ||¢[ prt2.0 < Cllnl| sha-
B 2

Démonstration. On décompose cette preuve a 'aide de trois lemmes intermédiaires :
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Lemme 3.6. Soit g une métrique kihlérienne C'°°-quasi-isométrique au modéle w. 1l existe
une constante ¢ = ¢(g) > 0 telle que pour tout (k,a) € N x (0,1), € € (0,1] et v € [0, ce)
le laplacien e-perturbé Ay + ¢ : 04”270‘ — Cﬁ’o‘ soit un isomorphisme.

Démonstration du lemme Pour v et € > 0, on doit vérifier que 'opérateur conjugué

_ Agp dp 2 dp
Lye=p"(Dg+e)(p ") =Dg+ (e~ 779 — 200+ D7) + 29(d 5,
est un isomorphisme de C¥*2® — Ck En suivant [TYS7, p. 589] (en particulier, ré-
solution par exhaustion), ceci est vrai lorsque supy\p {’y% + 29(y + 1)}%”!3} < g,

le terme d’ordre 1 dans £,. n’ayant pas d’importance. On prend A = Supx\ p % et

B =supx\p |%|g ; la derniére inégalité est alors facilement vérifiée pour tout e € (0, 1], et
N 4B
7 €[0,ce), olt e = 2(A+B)\/4B+(A+B)?’ .

Lemme 3.7. Sous les mémes hypothése que la proposition @ € CkT2a et 4l existe
une constante C' telle que ||¢[|cr+z.a < Clnll k.-
B

Démonstration du lemme On utlise un schéma d’itération de Moser perturbé, avec pa-
rametre €. Plus précisément, on définit ¢. comme la solution de A . +ep, = —2 tr‘”l(n),
donnée par le lemme Un fois remarqué que |- X\D ¥e vol’ = 0 (intégrer 1’équation
vérifiée par ¢.), on recopie mot pour mot la démonstration de la proposition ci-
dessous, en remplacant 1 — e/ %= par —2t1* (1) — . (comme dans cette preuve, les € ne
posent pas de probléeme, et jouent méme en notre faveur ; par exemple, [ X\D |dgp€|i, vol' =
Jx\p Pelurpe Vol = [y pe(=2tr (n) — epe) vol* < [|26r*' ()| 12| e[ 2), en rempla-
cant T, par ()™ !, et en remarquant que les constantes C' et C’ de la proposition
qui dépendent de f, peuvent étre ici remplacées par une expression du type C”||n| che

C" indépendante de n. On conclut en remarquant que ¢ est une limite Cl%c de (pe)e>0
quand ¢ tend vers 0. [ |

Remarque 3.8. Notre argument peut paraitre un peu succinct, mais on a préféré dévelop-
per les calculs d’un tel schéma d’itération de Moser perturbé dans le cas plus difficile, car
non-linéai