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Chacun des exercices porte sur la résolution numérique de I’équation différentielle
(ED) 2/(t) = f(t,x(t)), t€lto,to+T], z(ty) = 2.

On f € Cup N CP([to, to + T] x R;R), (Ientier p, ainsi que les réels t, et T seront précisés dans
chaque exercice). Lorsque 'I" est infini, on se donne un réel h > 0. Si I est fini, on fixe un entier N
et on définit h = T'/N. On pose ensuite t, =ty + nh (0 < n < N) et on désigne par x,, une valeur
approchée de x(t,) pour tout n € {0, ... N}. On désignera par L la constante de Lipschitz de f en
espace.

Exercice- 1 Questions de cours

Dans cet exercice on suppose to = 0, T' < oo, p = 4. Le réel L > 0 désignera toujours la constante
de Lipschitz de f en espace. On considere un schéma a un pas convergente d’ordre ¢ > 2 :

0 ’ ) (1)

Tpi1 = Ty + hP(t,, x4, h), ne{0,...N -1}
Top =2
On suppose qu’il existe une constante A > 0 telle que Vo, y; € R, on ait
‘(I)(ta Y2, h) - (p(t?yla h)‘ S A‘?J2 - yl|7 v<t7 h) € [OaT] X [OaT]

On construit un schéma de Runge-Kutta a ’aide de ce schéma de la maniere suivante :

(

Tp+1 :$n+%<pn,1+4pn,2 +pn,3>7 n < {O7N_ ]-}7
Pn1 = f(t7 In)7
pn,2:f(t +gaxn hq) tnamnag )7 (2)
Pns = f(tn + h,x, + hfb(tn, Tp,h)),
L Tog = IO.
Montrer que ce schéma est stable.
Si ce schéma est consistant, quel serait son ordre maximum de consistance ? Justifier.

Montrer que ce schéma est d’ordre 4 des que ® définit un schéma d’ordre au moins 3.

Donnez un point négatif de chacun des choix suivants :
Q-4-1 : ® définit un schéma d’ordre exactement ¢ = 2.
Q-4-2 : ® définit un schéma d’ordre exactement ¢ = 4.



Exercice- 2 Construction et analyse directe du schéma implicite a 2 pas d’ordre maximal

Dans toute cet exercice, on va supposer to = 0, T" < 0o, p = 4 et L sera toujours la constante de
Lipschitz de f en espace. On rappelle qu’un schéma a k pas est défini par :

k k
20,21, ...,Tk—1 € R donnés,

avec ay, # 0, || + |Bo| # 0, ou f,, = f(tn, z,) pour toutn =0,..., N.
k
Le schéma (S) peut-étre défini par la donnée des polyndmes o(z) = Z izt et o(z) = Z Bz,
1=0 )

appelés respectivement premier et second polyndme caractéristique de ce schéma.

Partie I : Construction ‘

On suppose que le schéma est consistant d’ordre au moins ¢ > 1. Montrer que

% —0(z) = O((z—1)7) quand z — 1. @)
Q-2 : | Construction de schémas a deux pas, implicites, stables et d’ordre maximum.

Q-2-1 : Montrer que dans le schéma a k pas (3], on peut toujours s’arranger a ce que oy, = 1.

Q-2-2 : En déduire que tout schéma implicite a deux pas stable a pour premier polyndme
caractéristique :
o(z) =(z=1)(z—A), -1<A<L (5)

Q-2-3 : Montrer que pour cette expression de o(z), lorsque z — 1,on a:

o(z) 3—A 5+ A

—(1-N 1 (= 1)+ = 1+A 11+ 19X

_ 3
TG AT

(z—1)* - (z—D*+... (6)

log z

Q-2-4 : Fournir alors I’expression de o(z) pour que le schéma a deux pas défini par les
polyndémes (o, o) soit d’ordre maximum. En déduire que le schéma associé est donné par

54+ A 2 — 2\ 1+5Af>

Tnyo — (L+ A)Tnyr + Azp, = h (1—2fn+2 + Tfn+1 T T 19 (7)

Q-2-5 : Montrer que si A # —1 le schéma est d’ordre exactement 3. Montrer que la constante

114+

d’ lobale est alors donné o Oy =————.

erreur globale est alors donnée par 4 YRS
Q-2-6 : Ecrire le schéma lorsque A = —1 et préciser la valeur de la constante d’erreur.

(Attention cette question ne nécessite pas de refaire les calculs).



’ Partie II : Etude directe

On considere le schéma numérique suivant :

h
(S») Tptl = Tp-1 + 3 (fagr +4fn+ fao1), ne{l,...N -1} (8)
Zg, 1 € R donnés,

Constructibilité :Montrer qu’il existe h, > 0 (que I’on précisera) tel que pour tout
0 < h < h,,le schéma (S5) de pas h est constructible.
Dans toute la suite de I’exercice, on supposera fixé un réel hy > 0, tel que 0 < h < hg < h,.

Consistance : Pour tout 0 < h < h, ett € [h,T — h], on pose

h
e(t,h) = a(t+h) — x(t — h) — §<f(t 4Ryt £ h)) + Af(t,2() + f(t — ha(t — h))).
Montrer qu’il existe une constante &7 > 0 (indépendante de h) telle que
le(t,h)| < Ky h®. )
Q-5 : | Stabilité :Soit (1,)1<n<n_1 € RV ™! donné, on considere le schéma perturbé :
N N h N N N
(5] En=Fuat §<f(tn+1,xn+1) S Af(t T) + (b, xn_l)) St ne{l,... N -1},
%o, 1 € R donnés.
(10)

Q-5-1 : Montrer que pour tout 0 < h < hyg, le schéma (5'2) de pas h est constructible.
Q-5-2 : Pourtout 1 <n < N, on pose u, = max{|Z, — z,|, |Tn_1 — x,_1|}. Montrer que

un+1§<1+h1_%)un+1|_mﬂ% ne{l,...,N —1}. (11)

Q-5-3 : En déduire I’existence d’une constante S > 0 indépendante de h telle que VO < h < hy,
N-1

oy T — @] < (max{\fo — Tol, |T1 — 21|} + 2 |77j|> : (12)
j—

Estimation d’erreur :
Q-6-1 : Déduire des questions précédentes qu’il existe une constante /{5 > 0 (indépendante de
h) telle que pour tout 0 < h < hy on ait

Jmax |z(t,) — x| < S(max{|x(()) — zol, |x(h) — 21|} + K> h4>. (13)
Q-6-2 : Comment choisir z et z; pour que le schéma (.Ss) soit convergent ?
Initialisation : On suppose que x; = 2° et on calcule x; a partir de z, en faisant un pas
d’un schéma explicite a un pas : x1 = x¢ + h ®(0, xg, h).
Q-7-1 : Préciser au moins une méthode a un pas que 1’on peut utiliser et pour laquelle il existe
une constante /3 > 0 telle que pour tout 0 < h < hg, on ait

_ 4
nggv]:c(tn) z,| < Ksh®. (14)

Q-7-2 : Préciser alors z; en fonction de zq et h.



