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Chacun des exercices porte sur la résolution numérique de I’équation différentielle ordinaire (EDO)
o' (t) = f(t,z(t), tE€toto+T[,  x(to) =", (1)

oit f € Cpp N CP([to,to + T x RGRY), (les entiers p et d, ainsi que les réels ty et T seront précisés
dans chaque exercice). On désignera par L la constante de Lipschitz de f en espace. Pour toute subdivision
to <ty <...<ty= (to+T)delto,to+T), onposera hy = t, 41—ty le pasal’instantt,,n =0,...,N—1
et on écrira simplement h = % si la subdivision est uniforme (i.e h,, = % pour toutn € {0,...N —1});
On désignera aussi par x,, une valeur approchée de x(ty,) pour toutn € {0,... N}.

Exercice- 1 Questions de cours

Dans cet exercice on suppose 1" < oo, tg et d quelconques, et p = 3.

Q-1 : | Connaissez-vous un schéma explicite ou implicite a 2 ou 3 pas ? Si oui, pouvez-vous décrire la
démarche de sa construction ? (Il n’est pas demandé de démontrer 1’ordre 2 ou 3 de ce schéma).

Q-2 : | Le schéma choisi est-il stable ? est-il consistant ? Justifier.

Exercice- 2 Analyse d’un schéma de Runge Kutta

Dans cet exercice on suppose 1" < 00, £y quelconque, p = 3, etd = 1.
Q-1 : | Trouver les coefficients (a, b) € R? tels que la formule

1
2
/ P(s)ds =aP(0) + bP(g) soit exacte pour les polyndmes de degré < 1
0
Cette formule reste-t-elle exacte pour les polyndmes de degré 2 ?

Q-2 : | En déduire que pour tout ¢ € C3([tg,to + T]; R), il existe une constante C' > 0 telle que

t+h
Vh € [0,T],Vt € [to,to + T — h, / o(s)ds —h (aap(t) + bp(t + 23h)) ’ < Ch. (2)
t

0

Q-3 : | On se donne le schéma numérique suivant, défini par x¢o = x~ et

Tpt1 = Tn + h (%pn,l + %pnﬂ + %pn,S) , ne{0,...N —1},

Pn1 = f(tn, wn), 3)
Doz = f(tn + 2, 20 + Zpn1), (
Pn,3 = f(tn + %,xn + %pn,Q)-

Q-3-1 : Donner le tableau des coefficients de ce schéma de Runge-Kutta.
Quelle est la formule d’intégration principale associée ?
Q-3-2 : FEtudier la stabilité de ce schéma. Puis donner un majorant de la constante de stabilité.
Q-3-3 : On pose pour tout h € [0,T],t € [to,to + T — h]
2 2h 2 2h 2h 2h

Eas(th) = 2f <t+ gh,x(m zh)> — g(t, 3(t), B).



e Montrer que pour tout ¢t € [to,to + 1 — h]:  &3(t,0) =0, %(t,O) =0, a;fbég’ (¢,0) = 0.
e En déduire qu’il existe une constante C'y3 > 0 indépendante de A telle que

|€23(t, h)| < Cazh®,  Vh € [0,T],Vt € [to,to +T — hj. (4)

Q-3-4 : Montrer que le schéma est consistant d’ordre exactement 3.
Q-3-5 : En déduire que le schéma (3)) est convergent d’ordre 3 et préciser les constantes K et K telles
que

oax, |2(tn) — 2| < Kol|z® — 20| + Kh3. 5)

On souhaite appliquer le schéma avec un pas h = % dans I’approximation de la solution du
probleme
2/ (t) = —x(t), t€]o,1],
{ 2(0) = 6(0),

ou 6 est une fonction suffisamment réguli¢re, connue uniquement par ses valeurs en un certain nombre de
points, définis expérimentalement et renseignés dans le tableau suivant :

(6)

s -5e-2 | -3e-2 | -1e-2 | le-2 | 3e-2 | 5e-2
0(s) | -0.01 | -0.1 0.1 -0.1 | 0.01 | 0.1

L’approximation de 6(0) est donc nécessaire. On suppose que I’on dispose d’une fonction Mat 1ab qui a tout
vecteur de points x et tout vecteur de valeurs y, retourne la valeur au point ¢ du polyndme d’interpolation de
Lagrange construit a 1’aide des vecteurs x et y, comme décrit dans le listing ci-dessous :

function [y0] = interpolelagrange (x,y, x0)
% ENTREES:
% x est un tableau des points
% y est le tableau des valeurs aux points x de la fonction a interpoler.

x0 est le point ou 1l’on cherche la valeur y0, du polynome d’interpolation de Lagrange.
% SORTIES:
% y0 = P(x0), ou P est le polynome satisfaisant P(x(i)) = y(i),i=1..,length (x)

Le cofit en temps de calcul de cette fonction étant proportionnel a la taille des vecteurs x, ¥, préciser les points
du tableau des valeurs de 6 a fournir a cette fonction pour une approximation & moindre cofit de 6(0) dotée
d’une précision suffisante pour I’utilisation du schéma (3).

Exercice- 3 Parameétre de tolérance locale dans I’adaptation de pas.

Dans cet exercice on suppose 1’ < oo, p = 1, d et ¢y quelconques.

’ Rappels et problématique

Soit un schéma numérique & un pas ([7), supposé convergent d’ordre q, introduit pour la résolution du
probléme (1) :

Tpt1 = T + h®(tn,zn,h), n=0,1,...N —1,
_ .0 (7
To =a" .
Définition (erreur locale) : On appelle erreur locale du schéma ([7) a Uinstant t au point y, la quantité
§(t,y,h) = z(t +h) — (y + h®(t,y, h)) (8)

on x est solution de ' (s) = f(s,x(s)) s €]t,t+ hl, z(t) = y.

Définition (fonction principale) : On appelle fonction principale d’erreur du schéma @) la fonction (-, -)
telle que :
E(t,y, h) = 7(t,y)hT + O(hTF2). ©)



Définition (erreur globale) : On appelle erreur globale ou simplement erreur a instant t,,, du schéma ([7)
la quantité
en = z(tn) — Tn. (10)

Effectuer I’adaptation de pas dans le schéma ([7) consiste a le remplacer par le schéma

xg, hg donnés,

= hn®(t h 11
Tn+1 Tn + hn (n,ﬂfm n)v } tant que tniq <to+T (11)
tn+1 == tn + hn,
et a produire les pas h,, de sorte qu’ a chaque instant t,, on ait
|x(tn) — x| < e, (12)

ol € est une tolérance a l’erreur globale.

Dans la pratique a Uinstant t,, le pas hy, est d’abord estimé, puis corrigé. L’estimation repose
sur un contrdle de ’erreur locale. En effet, pour € donné on cherche un réel e > 0 tel que la relation
|7 (tn, zn)||hE < er VYn assurera la relation .

Le parametre e désigne alors la tolérance a I’erreur locale, et exprime le contrédle a apporter a l’er-
reur locale pour garantir un certain contrdle de ’erreur globale. 1l doit donc dépendre de ¢ et est d’ailleurs
le parametre réclamé par la plupart des codes de résolution d’EDO par un schéma a pas adaptatifs.

Le but du présent exercice est d’estimer un majorant de r. Sans nuire a la généralité nous allons
considérer le schéma d’Euler explicite.

’ Partie I : Préliminaires

Soit a, b deux réels (a < b), ¢, € C([a,b];RT), K € RT tels que,

t
o(t) < K +/ P(s)p(s)ds Ya <t <b.

t
On pose g(t) = %, Va <t<b, (ouexp(s)=-¢e® VseR).

Q-1-1 : Montrer que g est une fonction décroissante sur [a, b].

Q-1-2 : Calculer g(a) et déduire que

6(t) < K exp (/at¢(s)ds) Va <t<b.

Pour x¢, %o € R? donnés, on désigne par y(t), respectivement §(¢) les solutions de H
avec pour donnée initiale respective y(tog) = zg et y(to) = To.

Q-2-1 : Montrer que

t
ww—yw\smwﬂm+L/um@—mwwSvatsm+T
to

Q-2-2 : En déduire que

15(8) = y(O)] < |Z0 — wolle™ =), Vo <t <ty +T.

Q-3 : | Soit a, b deux réels (a < b)et g une fonction continue et décroissante sur [a, b]. Montrer que

b
wﬂm@</g@w. (13)



Partie 11 :

On considere le schéma d’Euler explicite suivant a pas variables

= ...N—-1
(s frmt o e ), €O . (14)
Donner I’expression &,, de I’erreur locale a I’instant ¢,,, au point x,, de ce schéma.
Montrer que la fonction principale d’erreur associée au schéma ll est donnée par :
1 /of of
ty) ===+ f==| (t,y).
T(t,y) = 5 (8t +f8y> (t,y)
Pour tout n € {0, ..., N}, on définit la suite des fonctions 1), par :
11[};1(1;) = f(tvwn(t))a t G]tmto + T[,
15
f =S (15)

Q-6-1 : Comparer ¢y(ty) et x(tn).

N-1
Q-6-2 : Montrer que Z (%H(tN) - wn(tN)> =N — z(tn)-
n=0

Q-6-3 : Montrer que Un(tnt1) = Tng1 + &n-

Q-6-4 : ATlaide de la question Q-2 de la Partie I, montrer que Vn € {0,...,N —1},ona

Wn+1(t) - ¢n(t)H < hneL(t_th) % th+1 <t<tn.
N—1 ¢
-0- . édui — L(ty—tn+1) || ST
Q-6-5 : En déduire que ||z(tny) — zn]| < 2:0 (hne N=lnt1 " )

N—-1 ty
-6-6 : Montrer que n N—tn < e s.
Q66 : Montrer que 3 (I eH i) < / Litv=9) g
n=0

to

On suppose que Vn € {0,...,N —1},ona H}%H <er.

Q-7-1 : Montrer que
z(ty) — TN Sgl T —1).
L

Q-7-2 : En déduire une tolérance €7 a ’erreur locale qui assure une tolérance € a I’erreur globale.

En négligeant le second terme du second membre de @), exprimer la relation || % | < er, pour
le schéma d’Euler explicite en fonction de f et de ses premiéres dérivées partielles.



