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Chacun des exercices porte sur la résolution numérique de I’équation différentielle ordinaire (EDO)
o' (t) = f(t,z(t), tE€toto+T[,  x(to) =", (1)

ou f € CP([to,to + T X R, Rd), (les entiers p et d, ainsi que les réels ty et T seront précisés dans chaque
exercice). On considére une subdivision uniforme to < t1 < ... < ty = (to + T) de [to,to + T, de pas
h=T/N (N € N*) et d’instants t,, = to +nh (0 < n < N). On cherche une valeur approchée x, de x(t)
pour toutn € {0,...N}.

Exercice- 1 Questions de cours

Dans cet exercice T' < oo, to et d sont quelconques, et p sera a préciser. On suppose f lipschitzienne en
espace, uniformément en temps, de constante de Lipschitz L. Pour 6 € [0, 1], on définit la méthode suivante :

0

i) = I,

Tpil = Tp+ h (Hpn,l + (1 - 29)pn,3 + 91%,4) , n= 07 ) N -1

Pn,1 = f(tna xn)a
S04 b 2
( 0) DPn2 - f(tn + %71% + %pn,l)a ( )

Pn3 = f(tn + %7 Tp + %pn,2)7

pna = fltn+h,2n+h(Opna + (1 —20)pp3 + Oppa)).

: | Etudier suivant les valeurs de 6 le caractere constructible de ce schéma.

: | Donner le tableau des coefficients de ce schéma de Runge-Kutta.

W =

: | Etudier le degré d’exactitude de la formule d’intégration principale associée.

(=}

-4 : | Sice schéma était convergent, quel serait son ordre maximum de convergence ?

i

ﬂ Quel ordre de régularité (p) devrait avoir la fonction f pour garantir cet ordre de convergence ?

On suppose 0 > 0. Montrer qu’il existe un pas h, tel que pour tout h vérifiant h < hg < hy,
avec ho € R), le schéma (S) est stable. On précisera un majorant de la constante de stabilité.

B

Q-7 : | Etudier la consistance de ce schéma pour h < hg < hy. (On pourra supposer d = 1).

Exercice- 2 Construction et analyse d’un schéma a un pas d’ordre 3.

Dans cet exercice, T’ < co,d = 1,p > 3 et ty quelconque.On définit par récurrence les fonctions f! (t,y)
pour tout 0 < k < p par:

FOty) = f(t,y) et fEI(Ey) = G Mt y) + 5 M) F(Ey).

On suppose que pour tout 0 < k < p, f (K] est lipschitzienne en espace (i.e par rapport a sa seconde variable)
uniformément en ¢ € [to,to + T'], de constante Ly.

’ Partie I : Construction ‘

m Montrer que la solution de (E D) appartient a CP*1([tg, to + T]; R) et vérifie :

2* D () = (B¢, 2(8), 0<k<p. (3)



Q-2 : | Premier essai : On considere le schéma suivant :

2 3
Tng1 = T + hf (b, 2p) + B U (6, 20) + 2 P (tn, 20), n€{0,...,N}, @
xo donné.
Q-2-1 : Identifier la fonction ®5(-, -, -) telle que le schéma s’écrive zy,+1 = xy, + hP2(ty, Ty, h).
Q-2-2 : Montrer que le schéma est stable.
Q-2-3 : Montrer que le schéma est convergent d’ordre 3 exactement.
Q-2-4 : Fournir des constantes .So et C telles que
tn) — n| < ( to) — x| + T h3).
Ogbang |z(tn) — xp| < Sa|z(to) — zo| + TCo (5)
Amélioration : élimination du terme cotiteux f12(-, ).
On considere a présent le schéma suivant :
Tpy1 = Tp + h®(ty, xn,h), ne{0,...,N}, ©)
zo donné,
ou ®(t,y,h) = f(t,y) + ha f!! (t+ ah,y+ Bhf(t,y)) avec a,3,a des parametres a déterminer.
Q-3-1 : Montrer qu’il existe une constante A > 0, indépendante de h, telle que
(¢, y, h) — (¢, y", h)| < Aly — y*|,VE € [to,to + T],Vy,y" € R.
Q-3-2 : En déduire que quelque soit les valeurs de «, 3, a, le schéma résultant est stable.
Exploitation de I’erreur de consistance
Soit £(t, h) = x(t + h) — x(t) — h®(t, z(t), h) 'erreur de consistance du schéma a I’instant ¢.
Q-4-1 : Montrer qu’il existe un unique triplet (a, o, 3) € R3 tel que
§(t,h) = O(h").
Q-4-2 : En déduire que le schéma est consistant d’ordre au moins 3.
Q-4-3 : En prenant un cas particulier de f(-,-), montrer que le schéma n’est pas d’ordre 4.
Q-4-4 : En déduire que
E(t,h) = R(t, x(t) h* + O(h?), (7)
avec R(-,-) une fonction non identiquement nulle définie par
1 1030
R(t,y) = — fB(t,y) — = == (t,,0). 8
(ty) =576 9) = 5575 (4 9,0) (8)

sup_[R(t,y)|, oD = {(t,y) € R®: t € [to, to+T], [yl < sup |z(t)|}.
(t,y)eD te(to,to+T)

N | —

On pose dans la suite K =

Partie II : Estimation a priori ‘

Erreur globale

Soit e,, = x(ty,) — xy, 'erreur globale a I'instant ¢,,,n = 0,..., N.

Q-5-1 : Montrer que pour tout entier n telque 0 < n < N — 1,0na |epi1| < (1 + Ah)|e,| + Kh'.
Q-5-2 : En déduire qu’il existe une constante S > 0 telle que

_ < _ 3
OISIlnaSXN |z(tn) — zn| < S(|z(to) — zo| + TKR®). )



’ Partie III : Estimation a posteriori

On désigne toujours par (z,)o<n<n la suite générée par le schéma précédent pour les valeurs de a, a,
obtenues mais avec cette fois une donnée initiale exacte : x¢p = z(to). On souhaite fournir une approximation

calculable de I’erreur globale e,, = x(t,) — =, a 'instant ¢, pourn = 0,..., N — 1.

Préliminaire :

Soit ¢(, -, -) une fonction définissant un schéma a un pas que I’on suppose stable. Montrer que pour tout en

entier ¢ > 1, les deux suites (y,)o<n<n €t (2n)o<n<n initialisées par yo = z( et définies par

Yn+1 = Yn + hp(tn, Yn, h) n=0,...,N—1
Zni1 = Zn + ho(tn, zn, h) + O(RITL)

vérifient

Equation de ’erreur

Q-7-1 : Montrer que la suite e,, = x(t,,) — xp,, n =0,..., N vérifie

Zn =Yn +O(RY) VYne{0,...,N}.

€y — 0
{ eni1 = en -+ h(cp(tn,x(tn), h) — ®(ty, n, h)) FE(tn,h), n=0,...,N—1.

Q-7-2 : En déduire que ¢,, = % vérifie

€ =0,
{ et = én + (G (ts 2(ta))en + Rt 2(ta))) + O(h%),  n=0,...,N ~1.

On considere a présent I’équation différentielle suivante :

¢(t) = 3L (¢ 2(1)) et) + Rt z(t))
e(to) = 0,

dont le schéma d’Euler explicite associé est donné par :

{ vt = v + A G (b 2(tn)) vn + Bltn, 2(ta))) 1 =0,...,N =1

Vo = 07
Q-8-1 : En utilisant et (15) et la question préliminaire, montrer que Vn € {0,..., N}
_ . 13 4 _ 3 4
en = vph” + O(h?) et en = e(tn)h” + O(h%).

Q-8-2 : Quelles sont les limitations des résultats (16]) au niveau pratique ?

On considere la suite (wy,)o<n<n définie par

wo = 07
Wpi1 = Wy + h<%(tn,xn) wy, + R(tn,xn)> n=0,....,.N—-1
Q-9-1 : Montrer quesip > 4,0na
en = wyh® + O(hY) Vne€{0,...,N}.

Q-9-2 : Donner une utilité pratique d’un résultat comme (I8]) ?
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