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IMPORTANT- Consignes

— Les notes de cours et les scripts de TP sont autorisés. La consultation des pages Internet, en particulier de votre message
électronique, est interdite. Le non respect de cette consigne entrainera 1’annulation de votre note.

— Commencez par créer un répertoire M325 DS1_### ou ### est votre NOM. Travailler dans ce répertoire. Il devra contenir
tous les fichiers dont vous aurez eu besoin.

— Lorsque la réponse a une question nécessite des commentaires rédigés, vous devez mettre ces commentaires dans vos fichiers
en utilisant les commentaires du langage C.

— A la fin de I’examen, vous devez envoyer, selon votre groupe de TP, votre répertoire M325_DS1_### zippé, par mail a I'une
des adresses suivantes :
— clementine.courtes@math.u-psud. fr
— irene.kaltenmark@cmla.ens—cachan. fr
En cas de doute ou difficulté dans la réalisation de cette procédure, n’hésitez pas a demander de ’aide a I’enseignant en salle.

Theéme - 1 Probléme

On considere I’équation aux dérivées partielles suivante :

ot 0x?
u(t,0) =0 vt € [0,T] (1
u(t,1) = vt € [0,T]
u(0,2) =wo(xz)  sur [0,1]

ou, f est une fonction continue de ses arguments et ug une fonction de classe C? avec u(0) = 0 et ug(1) = 0.
Nous effectuons une discrétisation de ce probleéme en suivant la démarche vue en cours (reportez-vous y en cas de doute).

Pour la semi-discrétisation spatiale, on se donne un entier N € N* et on définit une subdivision uniforme de [0, 1] de

pash=ﬁ.CecigénérelespointSO:xo<...<xj<...<3:N+1:1déﬁnispar:vj:jxh,jzo...,N—l—l.

On désigne par U (t) le vecteur de R™ dont la j-eme composante est une approximation de u(t, z;), Vt € [0,T],j =
0...,N.On obtient le systeme d’équations différentielles ordinaires suivant :

{ au(t) + A U() =F(t) sur]0,T] (2)

dt
U@O) =U

ol Aj, = tridiag(—;%, 7%, — 7= ) estla matrice du laplacien en dimension 1, de taille N. Ona posé F(t) = [f(t,z1),..., f(t,an)]|T Vt €

10,T[etUy = [uo(xlj, - ug(zn)]T.

Pour la semi-discrétisation en temps, on se donne un entier X' € N* et on considére une subdivision uniforme de [0, 7]
de pas At = %, qui génére les instants t, = kAt, k=0, ..., K. On désigne pour tout k = 0. .., K, par U* une valeur
approchée de la solution U (t;) de (2)) fournie par le §-schéma suivant (9 € [0, 1]) :

Uchrl _ Uk

AT (1 —0)A U +0A, U = (1 —0)F(ty) + 0F (tpy1), k=0,...,K—1 3)

U’ =10,



qui se met encore sous la forme

{ Batno UM = Barno-1 UM+ R, k=0,...,K—1 @

U’ =10,

1

oll on a posé R’g,h =1—-0)F(ty) + 0F(ty+1) Vk=0,...,K —1. Bayppg = (At

IN+6Ah> Be R

Construction des matrices et vecteurs.

Q-1-1 : Ecrire une une fonction gsl matrix * genmatrice B (double dt, int N, double beta),
qui géneére la matrice Bay p,g définie ci-dessus. (On rappelle la relation h = ﬁ).

Q-1-2 : Ecrire une fonction void gen vecteur R (gsl vectorx* R, double dt, int N, double
theta, int k, const gsl_vectorx x) quicalcule et stocke dans R (déja alloué) le vecteur R’g, 5, défini ci-
dessus. Ici, dt désigne le pas du temps At, N la taille du maillage, k I’indice de I’instant courant ¢, x le vecteur de
taille NV 4 2 définissant la grille (maillage).

Constructibilité du schéma

Q-2-1 : Rappeler les conditions assurant la constructibilité du schéma ().

Q-2-2 : Ecrire une fonction double est_sym def pos (const gsl matrixx A) qui pour une ma-
trice carrée donnée, retourne 1 si la matrice est symétrique définie positive et 0 sinon. (On pourra calculer la différence
B = AT — A et utiliser la fonction gsl matrix_ isnull (const gsl matrix* A) qui retourne 1 si la ma-
trice est nulle et 0 sinon. On fournit aussi une fonction void wvaleurs propres_extremes (gsl matrix =
A, double lambda[2]) qui pour une matrice diagonalisable dans R, retourne dans A[0] respectivement A[1], sa
plus petite respectivement plus grande valeur propre. )

Q-2-3 : Vérifications : On pose N = 100, At = 1071,

— Vérifier numériquement que la matrice Bay,p, ¢ est symétrique pour tout 6 € [0, 1] : on pourra tirer au hasard un
valeur 0 € [0, 1] et vérifier que Bay ¢ est symétrique définie positive.

— On peut répéter cette expérience aléatoire un certain nombres de fois et déterminer la moyenne empirique et
conclure.

Le schéma peut alors s’écrire sous la forme :

{ U =By, poBatno-1 UX+ By, oREp k=0, K—1 5)

v’ =u,

Q-3 : | Stabilité du schéma

Q-3-1 : Rappeler les conditions assurant la stabilité de ce schéma pour la norme || |2 = h|| ||3 de RY. ot h est le
pas de discrétisation en espace et || ||2 1a norme euclidienne.

Q-3-2 : Ecrire une fonction double est normale (const gslmatrixx A) qui pour une matrice
carrée donnée retourne 1 si la matrice est normale et 0. sinon. (On pourra calculer la différence B = AT A — Ax AT
et vérifier qu’elle est bien nulle.

Q-3-3 : Vérifications : On pose N = 100, At = 1072
— Vérifier numériquement que la matrice B;g’ h.o BAat p,9—1 est normale pour tout 6 € [0,1] : on pourra tirer au
hasard un valeur 0 € [0, 1] et vérifier que B;tl’hﬂ Bai,h,9—1 est normale.
— On peut répéter cette expérience aléatoire un certain nombre de fois, déterminer la moyenne empirique et
conclure.
Q-3-4 : Fournir une fonction double schema est_stable (double dt, int N, double theta)
qui retourne 1 si le schéma est stable en norme || ||, et O sinon. On pourra générer et calculer les valeurs propres
extrémes de la matrice B;tl’h’e Bat,h,o-1.

Q-3-5 : Tester la fonction pour les valeurs suivantes :
— N =100, At =10"3,0=0.75

— N=100,At=10"3,0=0.4

— N =100,At=21074,06 =04



Conclure en évoquant un résultat du cours.

Calcul de solutions et comparaisons

On souhaite calculer la valeur approchée de la solution a I’instant final, U K en partant de la donnée initiale ug(z) et du
terme source f (¢, x) choisis tels que la solution exacte soit u(t, ) = sin(7rx)e*7r2 L,
Q-4-1 : Est-il raisonnable d’utiliser la formule dans laquelle on a calculé et stocké explicitement B;tl No?

En utilisant si possible les outils développer en T'ps decompLU, descenteRemonteeLU etc. Ecrire une fonc-
tion qui calcule le dernier terme UX fourni par le schéma.

Q-4-2 : Pour N =100, At = 107!, = 1., T = 1 écrire dans un fichier la solution finale obtenue.
Q-4-3 : Pour N =100, At = 107!, § = 0.5, T = 1 écrire dans un fichier la solution finale obtenue.

Q-4-4 : Laquelle des solutions obtenues ci-dessus vous semble plus précise ? Justifier.

Theme - 2 Utilitaires

Les quelques recommandations suivantes peuvent étre utiles. Dans toutes les fonctions qui suivent, les matrices sont
supposées déja allouées a la bonne taille. On sera aussi amené a inclure le fichier entéte gs1l blas.h. s et r sont des
scalaires.

— C =5 AxB+r (C,faire gslblas dgemm (CblasNoTrans,CblasNoTrans, s, A, B, r, C)

— C=5AT x B+r C, faire gslblas dgemm (CblasTrans,CblasNoTrans, s,A, B, r, C)
— C=5AxBT 4+7r(C,faire gslblas.dgemm (CblasNoTrans,CblasTrans, s,A, B, r, C)
— A = B, faire gslmatrix memcpy (A, B).
— A= AT faire gslmatrix transpose (A).
— A= BT, faire gslmatrix transpose memcpy (A, B).
— A=A+ B, faire gslmatrix add (A, B).
— A= A— B, faire gslmatrix sub (A,6B).
— A=s%x A, faire gslmatrix scale (A,s) ou s estun scalaire.
— A =1, faire gsl matrix set_identity (A). [ matrice identité.
On fournit aussi les fonctions suivantes :

Listing 1 — Quelques fonctions fournies

/* I1 faut ajouter
#include <gsl/ _eigen.h>

#include <gsl/gsl_blas.h>

*//
void valeurs_propres_extremes (gsl_matrix * A, double lambda[2])
{
int n = A->sizel; int m = A->size2;
assert (n == m);
gsl_vector xeval = gsl_vector_alloc (n);
gsl_eigen_symm_workspace * w = gsl_eigen_symm_alloc (n);
gsl_eigen_symm (A, eval, w);
gsl_vector_minmax (eval, &lambda[0], &lambdal[l]);
gsl_eigen_symm_free (w);
gsl_vector_free(eval);
}
//Calcul l'inverse d'une matrice inversible et le retourne
gsl_matrix* gen_matrix_inverse (gsl_matrixx A)

{

int n = A->sizel; int m = A->size2; assert(n == m);

int s;

gsl_permutation » p = gsl_permutation_alloc (A->sizel);
gsl_matrix* inverse = gsl_matrix_alloc (A->sizel, A->size2);

gsl_matrix*x lu = gsl_matrix_alloc (A->sizel, A->size2);
gsl_matrix_memcpy (lu,A);

gsl_linalg_LU_decomp (lu, p, &s);

gsl_linalg_LU_invert (lu, p, inverse);
gsl_permutation_free (p);

gsl_matrix_free (lu);

return inverse;

}




