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Exercices d’entrainement

IMPORTANT-

Les examens finaux (premiere et seconde session) cette année seront exclusivement théoriques. C’est-a-dire, ils n’auront pas de volet
mise en oeuvre sur machine. Aussi les exercices qui suivent sont fournis afin de vous y préparer. Des indications (priorité, pertinence,
solution, etc) sur ces exercices seront fournies en séances de cours. Ces exercices sont en majorité des exercices d’apprentissage
du cours, ¢’est-a-dire qu’ils peuvent étre résolus entierement avec les notes de cours sous la main. Le Théme 4 porte sur des exercices
type examen : ils ne sont pas fournis ici puisqu’ils sont laissés sous leur format original et sont accessibles sous Dokeos. Le Theme 5
n’est pas obligatoire n’hésitez pas a m’écrire en cas de soucis a I’adresse indiquée ci-dessus.

Theme - 1 Sur le chapitre I du cours

Exercice-1 : ’ Résolution de I’équation de la chaleur sur un domaine borné [0, L] ‘

On s’intéresse au probléme aux limites suivant, dans lequel ug, go, g1, f sont des fonctions de classe CZ etou o > 0 :

U 2u
%(t,x) = a%(t,x) + f(t,x), t>0, z€]0,L] (1)
(,P) u(ta 0) = go(t), t>0, (2)
u(ta L) = gL(t)a t >0, (3)
u(0, z) = uo(x), x €0, L. (4)

avec les relations ug(0) = ¢o(0), uo(L) = g1.(0) qui assurent la compatibilité de la condition initiale et des conditions
aux limites.

Relévement des conditions aux limites

a. Montrer que ’on peut trouver une fonction (t, z) affine en x telle que

b. Montrer que la fonction % est de classe C? sur R x [0, L].

Probleme équivalent avec conditions aux limites homogenes
En effectuant le changement d’inconnue v(¢,x) = u(t,z) — @(t,x), montrer que le probleme (P) est équivalent au
probléme suivant

%(t,x) = a%(t,x) + f(t,z), t>0, =x€]0,L] (1)
(H)§ w(t,0) =v(t, L) =0, t>0, (2)
v(0,z) = vo(z), x €]0, L. (3)

ot les fonctions de classe C2, vy et f sont a préciser.

Probléeme homogéne sans terme source : ¢’est-a-dire f = 0.

On considere le probleme (#) avec f = 0



a. En recherchant la solution de (1) sous la forme v(t, ) = ¢(z)(t), montrer que
vg(t, ) = exp (—k*n*at/L?) sin (knx/L)

est solution de (1), (2), pour tout k € N.

b. On pose formellement
—+o00
x) = Z By, vk (t, x)
k=0

pour z €]0, L[, t > 0. Ecrire la relation vérifiée par les coefficients By, pour que v vérifie, (1), (2) et (3). En
déduire que les coefficients By sont les coefficients de Fourier de la fonction notée Vj, prolongement impair
2L —périodique de vy sur R.

c. On définit la fonction F par E(t) = ||jv(t, ')||2L2(]0 £[)» pour ¢ > 0. Montrer que si v est solution de (P), alors
E(t) < E(0), V¢t > 0. En déduire que le probléeme () admet une solution unique.

d. Montrer qu’il existe K > 0 et 8 > 0 telles que la solution du probléme (#) vérifie I’estimation

(J) max |v(t,z)| < Ke P t > 0.
z€]0,L[

Prise en compte du terme source : f # 0
On pose formellement
ZBk vg (L, x)

pour z €]0, L[, ¢ > 0. Ou les vy (t, x) sont définies ci-dessus.
(Attirons I’attention sur le fait que ce choix est moins général que celui couramment adopté : v(t, x) Z By (t) sin (kwz/L).

Poursuivons néanmoins avec notre choix.)

a. Montrer que pour tout k& € N, By (t) est solution d’une équation différentielle ordinaire du premier ordre, dont
on précisera les conditions initiales et le terme source en fonction des coefficients de Fourrier des prolongements
impair 2L—périodique de v et f(¢,-) sur R.

b. Déterminer les By(t) et donner 1’expression de la solution v(t, ) du probleéme (H).

c. Montrer que la solution du probleme (7{) est unique et donner un résultat analogue a la formule () de 3.d.

Q-5 : | Solution du probléeme (P)

a. Montrer que si le probléme (P) admet une solution, celle-ci est unique.
b. A I’aide des questions précédentes, donner 1’expression de la solution du probleme (P).
c. Donner un résultat analogue a la formule (7) de 3.d.

Exercice-2 : ’ Analyse d’une classe de schémas explicites pour I’équation de la chaleur ‘

Les notations que nous utiliserons et qui ne seront pas explicitement renseignées devront étre comprises dans le sens
donné en cours.

On considere un schéma numérique linéaire a un pas

{ (Pkyh'l))? 0, neN,jeZ,

. ) 1
v] = we(jh), JjeELZ, )

introduit pour la résolution numérique de I’équation

@)

{ (Pu)(t,z) = 0, t>0,z€R
u(0, z) uo () z € R,

sur une grille de pas h en espace et k en temps. Ici, v}, j € Z,n € N est une approximation de la valeur u(t™, z;) de
u au point x; = jh, a Uinstant t" = nk.

U 0%u
t, JJ) — D@(t,

. . 0
Dans toute la suite de 1’exercice, on prendra Pu(t, ) = a(

x).avec D > 0.



Un exemple de schéma numérique est le schéma d’Euler explicite en temps associé au schéma a trois points en espace.
Danscecasona:

1 n n D n n n
(Prpv)} = E(v-"H —ou?) + ﬁ(*vg‘—l +2v7 —vjy) =0 3)

Nous nous plagons cependant dans un cadre plus générale et considérons le schéma écrit sous la forme

29 donné , j € Z, )

{’U;H_l = avl_ +B v+ iy, neNjeZ,
J

ol a, B,y sont des réels ne dépendant que de k, h et D. On rappelle dans ce cas que

1 n n n n
(Pr,nv)i = 7 (Uj - avi_y — B v} — ’ij+1) o

Bien qu’on se soit limité ici a I’équation de la chaleur, la démarche qui suit s’adapte aussi a une équation de
type convection diffusion réaction ou 1’on a

2 ou

0 u
(t,z) — D @(t,x) +V %(t,w) + Ru(t,z),

du

Pu(t,x) = T

avec R e RtetV e€R.

Autour de la consistance

La consistance de ce schéma a été vue en cours lorsque le probleme est posé sur un domaine borné. Nous n’y reviendrons
plus. Voir par contre le Théme -5, pour une utilisation plus élaborée de la notion de consistance dans le cadre de
I’équation de transport.

‘ Autour de la stabilité

Le fait que le probléme soit posé sur tout R nous incite a adopter une autre approche plus avantageuse dans I’étude de
la stabilité du schéma. C’est ’analyse de la stabilité (1?) par transformée de Fourier encore appelée stabilité au sens de
Von-Neumann. L’objectif de cette partie est de se familiariser avec cette notion a travers un exemple simple.

Définition 2.

On dit que le schéma aux différences finies P v = O est stable au sens V' si, V1" > 0,
i) v €V pourtoutntelque nk<T.
ii) 3Cr >0 telque sup ||o"|ly < Cr|v°|v.
nk<T



Dans la pratique on s’intéresse aux stabilités [2 et [°°. Dans ces cas I’espace V sera :
o Cas (™

1°°(Z) = {v = (vj)jez : sup|vj| < oo} munidelanorme vz = sup |vj]
JEZ JEZ

e Casl?

P(hZ) = {v = (vj)jez : D hlvj|* < 0o} munidelanorme [[v]li2gnzy = | hlvj[2.
JEZ JEZ

Etude abstraite dans un espace V'

On suppose que le schéma P, v = 0 est tel que :

3C>0 telque |v" ™Yy < (1+Ck)|[v"|ly Yve€N. (6)

Q-1-1 : Montrer que le schéma est stable au sens V. On remarquera que : 1 +x < e* Va > Q.
q q q

Q-1-2 : Transcrire la relation (6)) dans les cas de stabilité I et 1°°.

Stabilité dans le cas [*°

On considere le schéma (@). On suppose que :
e o+ [ +~ =1, ondit que le schéma préserve les constantes.
e >0, >0,y >0, le schéma est dit monotone : (v} > w} Vj€Z)= (U'J’.LJrl > wg”rl Vi € Z).
Q-2-1 : Montrer que VYn € N,Vj € Z

—av" i (z) < awj_y < af|v”[|1=(z)
=B v "lie@y < B vj < B [[v"]li=(z)
- ||vn||l°°(Z) < ’YU;}+1 < Y ||'Un||loc(Z)

Q-2-2 : En déduire que le schéma est stable [°*°.

Q-2-3 : Déterminer alors les conditions suffisantes sur k, h, D, pour que le schéma (3) soit stable [*°.

Stabilité dans le cas [2. Commencons par quelques définitions nécessaires.

[Déﬁnition 4 (Transformée de Fourier discréte).]

On désigne par transformation de Fourier discréte I’application - définie par

S R(hz) - L2G T ”D

“B'h
v —

<

avec



[Remarque S (Formule d’inversion de la transformée de Fourier discréte).]

11 est également possible de reconstruire la suite v si ¥ est connue sur [—x/h,w/h] : si j € Z est fixé, on
multiplie en effet 1’équation par e”/"¢ et on intégre sur I’intervalle [~ /h, /h]. On obtient

w/h w/h 7/h N
/ i)\(f) dg = h/ hvj d¢ + hZ/ *1(J*k)hka de.

e
—m/h -7/ k#j —m/h
Par périodicité, on obtient
1 ‘IT/h .
v; = — e IhE5(¢) de.
! 2 —n/h
,—[Proposition 6 (Formule de Parseval).} \
Pour v € [2(hZ), on a
1 7T/h N % %
o |, TPOF de = ol

Q-3-1 : Pourtout! € Zetv € [*(hZ) on définit la suite translatée v par (1;v); := v;41, Jj € Z. Montrer que

() = e"€Be). 6 € -5 7] )
Q-3-2 : En appliquant la transformation de Fourier discréte au schéma (@) montrer que
TN = g(he) T (©). Ve € -1, 7| YnEN. ®)
ou la fonction g a valeur dans C appelée facteur d’amplification, est donnée dans ce cas par :
glgh) = ac™" 4§ 4y wee -7 7). ©)

Q-3-3 : En déduire une condition nécessaire et suffisante sur g assurant la stabilité /% du schéma ().
Q-3-4 : Montrerquesia+ 5 +y=1,ona:
—i6 +i0)2 .o 0 4,0
lae™ + 8 + e =1-— 4(5 (a+7v)+ 4047) sin (5) + mary sin (5), Vo € [—m, 7

ou m est un entier positif a déterminer.
Q-3-5 : Etudier alors la stabilité > du schémas .

Theme - 2 Sur le chapitre Il du cours

Exercice-1 : ’ Stockage de matrices creuses

Pour chacune des matrices suivantes, donner leur stockage COO, CSR, CSC, et bande si elle est sous forme bande.

1 0 0 2 2 -1 0 0 2 -1 0 —1
34 00 -1 2 -1 0 -1 2 -1 0
A= 05 6 0 A= 0 -1 2 -1 4= 0 —1 2 -1
00 7 8 0 0 -1 2 -1 0 -1 2



Exercice-2 : ’ Renumérotation de matrices creuses : apprentissage du cours

‘ Q-1 ‘ ’ Relation entrer les renumérotations Cuthill-Mackey (CM) et celle inversée Reverse Cuthill-Mackey (RCM)

Soit A une matrice carrée d’ordre n, et B.,, respectivement B,..,,, les matrices obtenues par renumérotation CM respec-
tivement RCM de A.

Soit p.,, respectivement p,...,, les vecteurs de permutation associés a la renumérotation CM respectivement RCM d’une

matrice A. C’est-a-dire o ' )
Bem (17 ]) = A(pcm (Z), pcm(]))

Brem(isJ) = APrem (1), prem (7))

On pose ipey, respectivement ip,..,, les vecteurs de permutation inverse respectifs de pep, et prem. C est-a-dire ipepm, (Pem (k) =
k, 1<k<n.

1<4,5<n

Q-1-1 : Enregardant le cours, donner la relation entre p,.c,, €t pem, -
Q-1-2 : A-t-on une relation analogue a la précédente entre ¢p,cy, €t tpem, ?

Q-2 : ‘ Ilustrations

Soit la matrice suivante :

1 00 2 0 3

0 40 0 5 0

0 06 0 0 O

A= 7T 0 0 8 0 9
0 10 0 0 11 O

12 0 0 13 0 15

Q-2-1 : Pour la matrice A ci-dessus, donner sa matrice B obtenue par renumérotation CM et RCM.
Q-2-2 : Préciser pour chacune des numérotation ci-dessus la matrice de permutation P telle que B = P A PT

Q-2-3 : Pour chacune des matrices de permutation P obtenue ci-dessus, proposer sont stockage optimisé au moyen
d’un vecteur. On justifiera le choix du stockage (directe ou inverse voir cours).

Q-2-4 : Fournir un stockage bande de la matrice B. Ce stockage bande est-il avantageux ici ?
On regardera le nombre de zéros supplémentaires a stocker pour satisfaire le stockage bande.

Q-2-5 : Vérifier que I’inverse de la matrice B peut-&tre obtenu par action sur les blocs diagonaux et ceci sans aucun
remplissage. En déduire un stockage possible de cette matrice.

Q-2-6 : Onpose p = [6,3,5,1,2,4] et on définit la matrice C par : C(p(i), p(j)) = A(4,7),1 <1i,j <6.
1. Calculer C. Est-il bénéfique de stocker C sous forme bande ?

2. Appliquer I’algorithme de décomposition LU a la matrice C' et vérifier que le phénomene de remplissage (voir
cours) n’est pas produit.

Exercice-3 : ’ Prise en compte des complexités ‘

Soit A € M,, ,(R) et B € M,, ,(R) deux matrices symétriques définies positives telles que p(A~'B) < 1. Soit
F € R”™ un vecteur donné et m € N*. On se propose de calculer le vecteur U™ le m + 1-ieme terme de la suite
AUt = BUk + F, U° = U,.

Pour cela on considere les deux algorithmes suivants :

Algorithme 1 (avec résolution répétée) Algorithme 2 (avec inversion de la matrice) —

Initialisation : Initialisation :
U° = U c=A"18
E=A1'F
Iterations : U° = Uy
Pour k = 0 a m-1
Calculer: Vv = B UF + F Iterations :
Resoudre: A UFtl = v Pour k = 0 a m-1
fin Pour calculer: Ut = c UF + &
fin Pour




Q-1 : | On considere I’algorithme 1

Q-1-1 : Quels formats de stockage sont mieux adaptés pour les matrices A et B ?
Q-1-2 : Peut-on avoir des soucis d’espace mémoire pour cet algorithme ?

Q-1-3  : Quelle est la complexité de cet algorithme lorsque les matrices A, B sont pleines ?

On considere I’algorithme 2

Q-2-1 : En s’inspirant de 1’exercice 1, justifier la non nécessité de calculer explicitement 1’inverse A~! de la
matrice A pour déterminer C' et F.

Q-2-2  : Quelle est la complexité de cet algorithme lorsque les matrices A, B sont pleines ?

Q-2-3 : Sur un exemple simple de matrice de taille 3, montrer que A~'B peut-étre pleine alors que A et B sont
creuses.

Q-2-4 : Peut-on étre confronté a un probleme d’espace mémoire li€ au stockage dans cet algorithme ?

Conseillez sur le choix de 1'un de ces algorithmes, en vous appuyant sur le potentiel probleme d’espace
mémoire et sur le fait que pour m fixé, on peut se trouver dans les cas m > n oun > m (avec >> signifiant trés grand).

Theme - 3 Sur le chapitre Il du cours

Pour chacun des exercices qui suivent, on indiquera a la fin s’il s’agit d’une méthode de projection ou pas.
Si oui on précisera les espaces de Krylov associés et on indiquera si ¢’est une version avec redémarrage.

Exercice-1 : ’ Méthode du gradient a pas fixe (ou de Richardson) ‘

On considere la fonction f définie de R™ dans R par f(z) = 1 (Az, z) — (b, ).

Montrer que xq est solution de Ax = b si et seulement si zg minimise la fonction f.

Q-2 : | On considere la méthode itérative : ||z( étant un vecteur initial donné, 41 =z, — aVf(xg), k=1,....

Q-2-1 : Donner la matrice d’itération B de cette méthode et conclure que cette méthode converge si et seulement
si0 <a< % ou0 < A <... < )\, sont les valeurs propres de la matrice symétrique définie positive A.

Q-2-2 : Montrer que le meilleur choix de v est : vy = ﬁ et qu’alors o(B) = i;;\i = EZZ‘;EQ;;}

Exercice-2 : ’ Méthode du gradient a pas variable

On suppose construite une suite (pg, p1, - - - Pk, - - -) de vecteurs linéairement indépendants. Et on consideére
la méthode itérative suivante :

o vecteur initial donné,

Th+1 = Tk + Pk

Ou «y, est choisi tel qu’il réalise le minimum de f(xx + apy).



(Tlmpk)
(Apk,pr)’

Q-1-1 : Montrer que o, = ol rp = b — Auxy, et conclure que (ri41,pr) = 0,Vk > 0.

Q-1-2  : Onpose E(zy) = (A(zr — x), (xx — x)) ol x est la solution de Az = b.
_ (reopr)?

Montrer que pour la valeur de «, ci-dessus, on a E(xg1) = E(xy) G

(rE.p1)* )

Q-1-3 : Enremarquant que E(z;) = (A" 1ry, 1), montrer que E(zx11) = FE(xy) (1 — T G

2
Q-1-4 : Déduire de la question précédente que E(zy11) < E(zy) [1 ~ ond(A) (”:’;‘ , Hgi\l) }

Ou cond(A) = ’/\\—’Z désigne le conditionnement de la matrice A.

on utilisera le fait que (Ay,y) < M(y,y), (A7 'y,y) < 5 (y,9)Vy.
Conclure qu’une condition suffisante de convergence est de choisir les py, tels que

Vk >0 (”:—z”, %) > 1 > 0, ou p est une constante indépendante de k.
Q-1-5 : Déduire de la question précédente que px = 71, Vk > 0 est un choix possible assurant la convergence.
Q-2 : | On prend dans cette question p;, = r;, Vk > 0.
Q-2-1 : Ecrire ’algorithme ainsi obtenu.

Q-2-2 : Que devient F(z41) de la question 1-c ci-dessus ?

Ay ) (A~ Ny, n 2
A < B Y A O

Q-2-3 : On admet 'inégalité de Kantorovich suivante :

cond(A)—1 ) 2

Montrer qu’on a alors E(zk11) = E(x) (cond(A)+1

E(z0) (cond(A)—l ) k

Q-2-4 : Conclure que ||z, — z|| < vl ey gy

Exercice-3 : ’ Méthode du gradient conjugué ‘

Une amélioration de la méthode du gradient a pas variable consiste a choisir les directions py, telles que x1 réalise le
minimum de f sur zo+[po, p1, - . - k). La particularité de la méthode réside dans le fait que ce probléme de minimisation

globale, doit se réduire au probléme de minimisation locale : min f(z), dans lequel Z € [po,p1, ... DPk—1]
r=xo+Z+y,y€[pk]

est connu et issu d’une précédente minimisation. Les deux premicres questions ci-dessous expliquent pourquoi on doit
choisir les p A-conjugués.

Monter que f(zo + & + apx) = f(z0 + &) + Pk, AT) + % (P, Apr) — (pr, 70).

Conclure qu’un moyen de découpler le probleme de minimisation globale en une succession de problemes
de minimisation locale consiste a prendre (px, AZ) = 0, ce qui équivaut a (pg, Ap;) = 0, V0 < i < k — 1. On dit dans
ce cas que les vecteurs p;,i = 1...k sont A-conjugués.

La méthode du gradient conjugué consiste alors en deux points :
e choisir les directions py, A-conjuguées ; ¢’est-a-dire (Apg,p;) =0V0 < j <k —1,
e initialiser py = 7o, et prendre pj1 dans le plan contenant rj1 et py c’est-a-dire pyy1 = Tk+1 + Br+1Pk-

Montrer que les vecteurs py1 et p sont A-conjugués si et seulement si Sy 11 = —%.



Q-4 : | Enremarquant que (rg,pr—1) = 0 Vk, montrer que (rx, pr) = (rg, ) Vk.
simplifier alors I’expression de «y.

Q-5 : | Enécrivant 1, = py — Brpr—1 , montrer que (ri11,7%) = 0. (On utilisera [’expression de Sy,).

En écrivant Apy,_1 = ﬁ(rk_l — 1)), montrer que
1 1
(Ap—1,71) = — (rk,ri) et (App—1,pr—1) = (Ph—1,Tk—1)-
Op—1 Qp—1

Simplifier alors I’expression de [y 1.

Q-7 : | Montrer que (14,7;) =0V0<j<k—1

En déduire qu’en arithmétique exacte, 1’algorithme du gradient conjugué converge en au plus n itérations, ou n est la
taille du systeme.

(On remarquera que siry, #0,Y 0 < k <n—1, alors [ro,...,r,_1] est une base de R™).

Theme - 4 Exercices tirés des sujets d’examen ou des tests

Récupérer les sujets d’examen des années antérieures dans le répertoire dédié sur Dokeos.



Theme - 5 Approfondissement : consistance dans I’équation de transport (ne faire que si on a assez de temps)

Bien que nous ne soyons concernés que par les problémes paraboliques dans notre cours, le schéma donné sous la forme
(5) integre aussi une grande classe de schémas pour les problemes de type transport pure c’est-a-dire

Pu(t,x) = Owu(t, ) + 0. (t, z), avec ¢ # 0.

En guise d’exemple citons

[Remarque 7 (Quelques schémas pour équation de transport écrits sous la forme ).]

e Décentré a gauche

e Décentré a droite

%(v;-”“l —vi) + E(v?“ —vj)=0
e Centré
1 n+1 n C n
E( j *UJ)JFﬁ(UjH*U]—l):O

Lax-Friedrichs

Lax-Wendroff

x| =
—~
<
-3
+
-
S
<3
SN—
+
[\&)
=
—
+
-
S
-
L
S~—
|
—
+
=
|
[\
+
S
85
A
=
Il
o

Ici I’analyse de la stabilité rentre dans le cadre décrit ci-dessus. Mais pour 1’analyse de la consistance, on peut aller un
peu plus loin. C’est le but de cette partie

‘ Autour de la consistance

Définition 8.

Le schéma aux différences finies P, v = 0 est consistant d’ordre p en temps et g en espace avec le probleme
Pu = 0 si pour toute fonction réguliere ¢ := ¢(t, x) telle que P¢ = 0, on a

B¢ = O(K) + O(h1). (10)

Le schéma est dit consistant s’il est consistant d’ordre au moins 1 en temps et au moins 1 en espace.

Dans la définition précédente Py, v désigne la suite (Pkyhv)?, j € Z,n € N. Larelation l) doit donc étre
comprise au sens d’une certaine norme. Mais dans la pratique on se contente de la vérifier ponctuellement
(en chaque point (t,, z;) de la grille).

10



Montrer que pour le schéma considéré , ona

1 n n n n .
(Pk,hv);-1 = E(vj +1 _ avi_y — B vl — 'yvj+1), neNjeZ

Développement limité de P, ;,¢.
Soit ¢ une fonction de classe C"* sur R x R. Montrer que

s

an

F(Pad)) = (1—a—p —wuz( (009); — (1+(~1)°)  (0:6)}) +OU™) +OU™), neN,j €2

Olonaposé dpep = 92, Oy = g¢ Vs e N.

k
Q-10 : | On suppose que ¢ est au moins de classe C*, et vérifie ‘ 0id+cOp=¢e ‘ On pose A = 7

Q-10-1 : Montrer que

atd) = _Cam¢ + e,
attd) = CQameS — c@me + &ge,
6ttt¢ = _6381w$¢ + Cgawwe - Caa:te + 8tt€-

Q-10-2 : En déduire que

(Peso)y = 22 0 i (-t () 0.90);
)

- %7—’_04_(0)\2 (:L’:E¢)
- 22 Yo+ (C/\)g ( wmw¢)§l

n

[N
n
+ el + g oe —coze) + %Q(O%te — cOpre + 026me) 4

J
+ OF)+0OMm3) neNEZ

Evaluation de I’ordre de consistance.

Les notations sont celles de la question précédente. ‘ On suppose ici que e = 0

Q-11-1 : Que représente ¢ dans ce cas ?

Q-11-2 : Donner I’ordre de consistance en temps et en espace des schémas fournis a la Remarque

12)

13)

Q-11-3 : Déterminer les équations vérifiées par «v, 5,y pour que le schéma (@) soit consistant d’ordre maximum.

Déterminer ce schéma et déduire qu’'un schéma de type (4) ne peut excéder 1’ordre 2 en temps et en espace.

Equations équivalentes et applications.

1l peut étre intéressant de comparer des schémas qui ont les mémes ordres de consistance. Pour cette fin on utilise
I’équation équivalente, qui est I’équation aux dérivées partielles dont le schéma numérique (@) approche la solution a

un ordre encore meilleur comparé a l’équation de transport.

Les notations sont celles de la question précédente. Soient p et ¢ les ordres de consistance en temps et en espace du

schéma (@). On suppose
e ¢ # 0 a déterminer.
o v} = (tn,x;) + O(KP*!) + O(hT*!) neN,j€ L.

C’est-a-dire que la solution v} fournie par le schéma (E[) approche encore mieux la solution de

Ord + 0z = e que celle de 0y + 0, = 0.
Q-12-1 : Montrer que dans ce cas (Pk,h¢)? =O0(k") +O(h?), neN,jeL

Q-12-2 : ATaidede déduire que e = O(kP) + O(h9).
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Q-12-3 : En déduire que

( mqﬁ)”

% —a+ (eN) )

h

> c))?
)3 (14)

+Okhq)
+0O(h?) neN,jeZ.

4+ + + o+

v+a—(
h—/\ —a+ (cA
O(kPT
k

Q-12-4 : Préciser e (son terme principal) pour chacun des schémas de la Remarque
Q-12-5 : Déduire les équations équivalentes associées a chacun des schémas de la Remarque |7}

Q-12-6 : Alalueur de I’ Exercice-2 du Téme-1
e Préciser pour chaque schéma de la Remarque [/| les conditions sur A (en fonction du signe de c) pour que le
schéma soit dissipatif. C’est-dire qu’il soit 2 méme de faire décroitre la norme L? de la solution approchée et par
conséquent atténuer les oscillations numériques au cours du temps.
e Pour les schémas de la Remarque [7] ayant le méme ordre de consistance, dire lesquels seront moins dissipatifs.
1l faut noter que la dissipativité est une propriété intéressante, mais on aimerait en pratique que son effet soit le
moindre possible.

[Remarque 10 (Exploitation supplémentaire du facteur d’ampliﬁcation).]

On a vu précédemment que le facteur d’amplification renseignait sur la stabilité [? du schéma.
Ce facteur d’amplification peut aussi permettre d’obtenir les informations supplémentaires suivantes sur le
schéma numérique pour le transport :

e I’erreur de dissipation et I’ordre de dissipation du schéma.

e I’erreur de phase et les propriétés dispersives du schéma.

Essayez de vous renseigner sur ces éléments.

[Remarque 11 (Exemples supplémentaires de schémas sous la forme () ).]

On pose A = %
e Lax-Friedrichs (version évoluée)

1 A)?2 1 —(ch)? 1 —ch)?
,Un+1_(+c) n (C) n+( C) n

= 1 (R 5 vj 1 vit, neENjELZ,
e Rusanov : Soit « un réel tel que k > |¢|
S i BTG R O BN A eNjez
viT = A K Ay 5 Ui+ MEN :
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