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TP4 : Eléments finis P1-Lagrange sur le triangle

Exercice - 1 D¢éfinitions

Soit T = (Aj, A2, As) un triangle quelconque du plan réel, de sommets A;(x1,y1), A2((z2,y2), As(x3,y3).

1 Y1
On notera dorénavant un triangle par la matrice des coordonnées de ses sommets. C’est-a-dire T’ = | z2 s
T3 Y3

On pose
P(T) = {v définit sur T : v = ag + a1 = + a2 y; (ap, a1, a2) € Rg}

On introduit I’ensemble des trois formes linéaires
El(T) = {0'1,(72,(73} avec o; :Pl(T) 9p'—>p(AZ') eR Vi = 1,2,3.

On a coutume d’introduire quelque fois I’écriture suivante : 31 (7") = {p(A41), p(A2),p(As3)}
Q-1 : Montrer que le triplet (7', P1(T), £1(T)) est un élément fini.

Exercice - 2 Fonctions de base

Q-1 : Construction directe
Déterminer les fonctions de base (¢;)1<i<3 de cet élément fini. C’est-a-dire les éléments
@i, i =1,2,3de P1(T) tels que : 0;(pj) = 0;; Vi, j € {1,2,3}.

Dans ce qui suit, 1 + 1 est le suivant de i et i + 2 est le suivant de i + 1 dans la numérotation cyclique 1,2, 3.
C’est-a-dire le suivant de 1 est 2, le suivant de 2 est 3 et le suivant de 3 est 1 .

Q-2 : Autre construction

Soit 77; la normale unitaire sortante au triangle 7" par le c6té opposé au sommet A;.

1
o <Ai+1Ai+2>

Q-2-1 : Montrerque| n'; = —~———
|Air1Aital

, ol pour un vecteur u = (z,y) on a défini|ut = (—y, ) |

On introduit pour ¢ = 1,2, 3, la fonction g;(M) = A; 1M - ;.
Q-2-2 : Montrer qu’elle est polynomiale en x et y de degré total 1, et vérifie :
9i(Ait1) =0, gi(Air2) =0, gi(As) # 0.

_— —
Q-2-3 : Déduire ’expression suivante | ¢;(M) = M =1- AZ_M, i
A1 Ai - AiAig1 -1
1
e <Ai+1Ai+2)

Q-2-4 : Déduire I’expression suivante du gradient de ¢; : | V; = s = o
. n’L




Exercice - 3 Interpolation

On définit I’opérateur d’interpolation associé a I’élément fini P -Lagrange sur le triangle 7" par

{ mr: CUT) — Pu(T)
v > 7wr(v) = v(A1)p1 + v(A2)p2 + v(A3)p3

ol (;)1<i<3 est la base définie ci-dessus. On souhaite évaluer pour tout v € H™(T'), m > 2
v —mpvlor = [lv = Trv|p2) et v —mrolir = V(v = 7r0)| L2(7),

en fonction de v et des données géométriques du triangle 7" : son diametre hr (correspondant a la taille de
sa plus longue aréte) et le rayon de son cercle inscrit pr ou de son plus petit angle 7, (mesurant ainsi son
aplatissement).

00
On désigne par T = (/ll, As, /13), avecT = |1 0 | le triangle de référence et F' : T—T I’application
01

affine telle que F’ (/L) = A;,i = 1,2,3. On identifie un point M de 7" par ses coordonnées (Z,9) et le point
image M dans T par ses coordonnées (z,y).

Pour toute fonction v : T — R, on associe o : T’ — R telle que

voF =19 et Do F l=u.

Q-1 : Expressionde F
Onrappelleque F': T > (2,9) — (z,y) € T

L1 Y1
Q-1-1 : Montrer que F est définie par : [ Ty ] = [ l—2z—9 z g ] To Yo
L3 Y3

En déduire que la matrice jacobienne de la transformation

oz oy
VF =BT avec B= o o :[302—1'1 yz—y1]
oz dy T3 — X1 Y3 — Y1
a9y 0y
Q-1-2 : Montrer qu’on a aussi
(VF)-T = Oz O _g1_ L { ys—y1 —(y2—y1) ]
0T 0y 2IT| | — (w3 — 1) T2 — T1
dy Oy
Q-1-3 : En déduire les majorations suivantes (des normes de Frobenius des matrices B et B~1) :
1Bl <Vahr, B <2

V2IT|

Q-2 : Relation de dérivation
On désigne par V I’opérateur gradient par rapport aux variables Z, 4.

Q-2-1 : Exprimer Vv en fonction de V.



T_|Vo|2.

Q-2-2 : Montrer que pour toutv € H'(T), on a \Vv|2 < ST

2

h2. —
e SV —mro)ll} -

Q-2-3 : En déduire que ||V (v — 7TTU)H(Q),T =0T

Q-2-4 : En évoquant le lemme de Bramble- Hilbert (1970) montrer qu’il existe une constante C' > 0
telle que
IV (v =710l 7 < Cloly 4
Q-2-5 : Montrer que
2
1013 ;. < 9hF [0l T
2,1 ToiT| 2|7

On pourra remarquer que

020 020 020 0%v 0%v
2 OV, 9 2 2 - 2 2
|U|2’T—/T<(8£2) +((%ag) +(ag2)> dy = 2,T| <8x2 ageag) +(ag2) ) dxdy.
0%v v o 0%
a2 T oy TG

).

Et majorer chaque terme sous I’intégrale en fonction de | D*v| = ’(

27)2 4112, 12
8j2| < 6hp|Dv|*.

Q-2-6 : Conclure qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de T et v tel que

2

V(v =mrv)|lor < 2|T| ~=hr|vla 7.
h2
-3 : Estimation de ——
Q stimation de Sk
On désigne par 07 le plus petit angle du triangle T’
Q-3-1 : Montrer que 0 < 7 < 3.
Q-3-2 : Montrer que
in(6 2|T
Sln( T) < % < SiD(QT).
2 hi,

Et conclure.



