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Les notes de cours ainsi que les scripts de TP sont aggoris

Les esultats des questionstbriques devroritre fournis sur papier et pour lessultats des questions narques, on rendra urgpertoire
contenant tous les listings des programmes. Les figures pa@galemenétre imprinees sur papier.

On s’interesse la esolution dan®™ d’'un syseme

aq bl 0 s 0 C1
C2o an bg 0 0
0 C3 as b3 :
1) Ax=f ol A=
0
0 . Cn—1 Qn-—1 bn—l
b, 0 --- 0 Cn an
Onposera = [ay,...,a,])T, b=1[b1,...,b,]T, c=]c1,...,ca]T.[(-)T estloperateur transp@s.

Exercice - 1 Cas ai A es tridiagonale ¢; = 0, b,, = 0). Stockage etésolution

Dans tout cet exercice, on congié le cas 0 ¢; = 0,b,, = 0. La matriceA est alors ditdridiagonale.

Q-1 : ‘Onsuppose a;=2,Vi=1,...,n,et¢,=-1,Vi=2,...,n,eth;=—1,.Vi=1,..., n—1

On introduit alors les: vecteursd®))?_,) deR™

dg.k):j pour 1<j5<k et dg.k):O pour k< j<n.

Q-1-1 : Calculer les produits scalairédd®), d*")) pourl < k, k' < n.
Q-1-2 : En deduire que legd®))7_,) forment une base d&".

Q-1-3 : Onécritla solution du sysimeAx = f dans la base degg*))r_ ) :

T = Z apd™®.
k=1

Calculer les coefficients;, en fonction def et des(d®))7_, ). Commenter.

Q-1-4 : Onécrit cette foisz et f dans la base canoniqye);_, deR"”

n n
w=> aper,  [= frex
=1 k=1

Exprimerz;, en fonction deg. En deduire I'expression explicite suivante de la matrice' :

n+1—=k

(A Ny, =3 P pour j < k.



Q-1-5 : Est-il pluséconomique ( en nombre d’émations, i.e. multiplications et divisions ) desoudre
le syseéme lireaireAz = f ou de calculer: par la formulexr = A~!? On supposel—! connu, c'esia-dire que
les coefficient§ A1), ; sont céja calcués.

Q-2 ’ Retour au cas @i a;, b;, c;,i = 1...,n sont quelconques (Bcomposition LU) ‘
On pose
di 0 0 1 n 0 0
lQ dg 0 1 T2
ln—l dn—l 0 1 Tn—1
0 0 ln, dn 0 0 1

Q-2-1 : Montrer queLU = A si et seulement si

dy = aq, dyry=1by
I = cp, dr = lg Tp—1 + ag, dprr=br, k=2,...,n—1,
Ly = cp, dp =1, 71 + ay.
Q-2-2 : En résolvant cegquations, proposer un algorithme decdmposition LU de la matricd.

Justifier que I'on peut stocker la matrigkainsi que sa factorisation LU avec seulement 3 vecteurguchde
longueur au plus. Fournir alors une fonctiorivat | ab

[1A dA rA]l = deconpLUTridiag(c, a, b)

qui effectue la @composition LU de la matrice tridiagonafedont les diagonales principales sont steek dans
¢, a, b comme @crit plecedemment etA, dA, r A sont respectivement les diagonalesigure, principale et
sugerieure de sa@&composition LU.

Q-3 : Proposer un algorithme désolution du syg&meLUxz = f et fournir une fonctionVat | ab
[x] = descenteRenonteeTridiag(lA dA A f)

qui détermine la solution de x du sgshe tridiagonallz = f dont la factorisation LU de la matricé est stocke
dansiA, dA,rA comme @&crita la question @adente.

Exercice - 2 Cas quelconque (A tridiagonale de structure circulante)

Dans cette question on se place dans le éagrgl (¢; # 0, b,, # 0)

Q-1 : Onsedonne dewéelsa ety. Montrer que I'on peut &terminer deux vecteurs @& :

1
uw=[—,0,...,0,=]7 et v=[v,0,...,0,v,]"
o gl
tels quel
ap by 0 0
C2 a9 b2
(2) A=B+w’, avec B= o . - 0

0o --- 0 Cn, an,

On exprimeraiy , a,, v1, v, en fonction deu, a,,, c1, by, a, .



Q-2 : Unchoix quelconque de et~ est-il possible ?

Pour un choix dex et 3, pour esoudredx = f, onécrit (I + B~ 'uv™ )z = B~! f ou encore
(I + zvT)z = B~1f ol z = B~ 'u. Il ne reste plus qé chercher une expression de+ zv?)~*.

Q-3 : SoitM € M, une matrice inversibleZ, V € M,, ;, des matrices dor@es, montrer que
I+2VDYI-ZM 'V =T+2Z (M- Iy +V'Z)) M 'VT

ou I, estla matrice iden@&de M, .

En deduire une expression dé pour que(l + ZV1)"t =1 - zZM~-VT
Q-4 : En déduire que la solution déx = f est

z=(-B'u(l+v"B )y ") B f
Q-5 : Proposer un&roulement de calculs pouetkrminerz a I'aide de la formule g@reedente, sans calculer
explicitement la matricé/ — B~ 'u(1 +v" B~ tu)~1vT)B~1
Q-6 : Ecrire une fonctionVat | ab
[x] = inverseCyclic(lB, dB, rB, alpha, beta, f )
qui calcule la solution: de Ax = f ou !B, dB, rB sont respectivement les diagonaleiidure , principale

et suggrieure de la factorisation LU de la matriéeissue de la @dcomposition ded sous la forme indigéea la
question 1.

Exercice - 3 Applicationd uneéquation aux érivées partielles

On consi@re I'équation

9u(t, ) — e LU (1) + B2 (tx) = 0 dans]0, T[]0, 1,
3 u(t,0) = wu(t,1), dans[0,T],
u(0,2) = wup(z), dang0,1]

avece et 3 des constantes positives.

On se propose de diggdiser cett@quation par une éthode de diffrences finies en espace (semi-ditisation
spatiale) et en temps (semi-digtisation temporelle).

Q-1 : Semi-discrétisation spatiale.On commence par recouviii, 1] d’'une grille de pas: = —1-. Ceci

n—1°
gérere les noeuds
Xp={zi,x; =G —1)xh,ie{l,...,n}}.

Onécrit ensuite que quation est &rifiee en chaque noeud interne, soit

%(t x) _ 5@
) K3 81‘2

ot (t,xi)—ﬁ—ﬁ%u(hxi) =0, Vie{l,....,n}, VO<t<T.
On remplace ensuite les @teurs diférentiels par des d#fences divises.

Q-1-1 : Montrer que

2 . _ . .

%(t,xi) _ ult,wio) 2u(;;,2xl) +u(t, ziq1) Lom?),
T

Ju,, o u(t,@) —ult,zi-1)

1, 00) = . o)



Q-1-2 : Onpose pourtoute [0, 7], U;(t) la valeur approcke deu(t, z;). Montrer que le proldme
semi-discret spatial approglsecrit

dU(t
4 {d§)+AU(t)=o Vo <t<1,
U(0) = Uo,

ou A est une matrice dont la structure est celle dmnan (1).

Q-2 : Semi-discrétisation temporelle. Pour achever la disetisation, on remplace le prashe (4) par un
probkme discret approéh Pour cela on introduit un maillage fie 7. On cécoupel0, T'] enm intervalles de
pasit = %L ce qui grere les points,,, = {t;, =k x dt,k € {0,...m}}. Plusieurs choix sont possibles, on

opte pour le scdma implicite : orécrit que le prol#me (4) est satisfait en tous les poitts; = ¢, + 0t, Soit

dU (tg+1)

AU (t =0.
gt + AU (tg+1)

Q-2-1 : En utilisant les @veloppements liméts deh(t 4+ 6¢) montrer que

Ultrer1) _ Ulter) = U(tr)
dt ot

B (t) = W +O(5t) etdonc d

+O(51).

Q-2-2 : Sion cksigne pat/* la valeur approobe del/ (¢;,), montrer que le prokime discret €crit

(5) vP = U,
GUI =UF VvYO<k<m-1.

o _5tE 5B
¢ = Oty — Oty
Avec G definiecomme en (1) avet a; = 1+0t% +40tf Vi=1,....n
by = -t

Q-3 : Mise en oeuvre.

Proposer un algorithme pougsoudre Equation de convection-diffusion faisant usage dastbppements
des exercices predents.

Q-3-1 : Ecrire une fonction MTLAB de prototype
function [G U, X] =assenbl eConvDi ff(n, mepsi, beta, T)

oun etm sont respectivement les paraires de dis@tisation spatiale et temporelleagisi , bet a les coeffi-
cients de diffusiond) et de convectionf), T' le temps final, et qui retourne le vectekirdes points du maillage
et le vecteul/ contenant les valeurs de la d@minitialeug, aux pointsX et la matrice. On peut envisager de
stoker la matrice&> dans les vecteurs, b, c comme @crit pleceédemment.

Q-3-2 : Ecrire une fonction MTLAB de prototype

function [V] = nmiseA our(G U,

qui retournea une iérationk, le vecteurV valeur deU**+! lorsquelU = U*. On essaiera de faire usage des
développements des questionégedentes.

Q-33 : Onprent =1le—5,6=0.1, T =10, n = 200, m = 10000, ug(z) = e~ 100005
Repésenter graphiquement la solution etU™.



