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Les ŕesultats des questions théoriques devront̂etre fournis sur papier et pour les résultats des questions numériques, on rendra un répertoire

contenant tous les listings des programmes. Les figures pourront également̂etre impriḿees sur papier.

On s’int́eressèa la ŕesolution dansRn d’un syst̀eme
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On poseraa = [a1, . . . , an]T , b = [b1, . . . , bn]T , c = [c1, . . . , cn]T . [ (·)T est l’oṕerateur transposé].

Exercice - 1 Cas òu A es tridiagonale (c1 = 0, bn = 0). Stockage et ŕesolution

Dans tout cet exercice, on considère le cas òu c1 = 0, bn = 0. La matriceA est alors ditetridiagonale.

Q-1 : On suppose :ai = 2,∀i = 1, . . . , n, et ci = −1,∀i = 2, . . . , n, et bi = −1,∀i = 1, . . . , n − 1

On introduit alors lesn vecteurs(d(k))n
k=1) deR

n

d
(k)
j = j pour 1 ≤ j ≤ k et d

(k)
j = 0 pour k < j ≤ n.

Q-1-1 : Calculer les produits scalaires(Ad(k), d(k′)) pour1 ≤ k, k′ ≤ n.

Q-1-2 : En d́eduire que les(d(k))n
k=1) forment une base deRn.

Q-1-3 : Onécrit la solution du systèmeAx = f dans la base des(d(k))n
k=1) :

x =

n
∑

k=1

αkd(k).

Calculer les coefficientsαk en fonction def et des(d(k))n
k=1). Commenter.

Q-1-4 : Onécrit cette foisx etf dans la base canonique(ek)n
k=1 deR

n

x =

n
∑

k=1

xkek, f =

n
∑

k=1

fkek

Exprimerxk en fonction desfk. En d́eduire l’expression explicite suivante de la matriceA−1 :

(A−1)k,j = j
n + 1 − k

n + 1
pour j ≤ k.
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Q-1-5 : Est-il pluséconomique ( en nombre d’opérations, i.e. multiplications et divisions ) de résoudre
le syst̀eme lińeaireAx = f ou de calculerx par la formulex = A−1 ? On supposeA−1 connu, c’est-̀a-dire que
les coefficients(A−1)k,j sont d́ejà calcuĺes.

Q-2 : Retour au cas òu ai, bi, ci, i = 1 . . . , n sont quelconques (D́ecomposition LU)

On pose
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Q-2-1 : Montrer queLU = A si et seulement si

d1 = a1, d1 r1 = b1

lk = ck, dk = lk rk−1 + ak, dk rk = bk k = 2, . . . , n − 1,

ln = cn, dn = ln rn−1 + an.

Q-2-2 : En ŕesolvant ceśequations, proposer un algorithme de décomposition LU de la matriceA.
Justifier que l’on peut stocker la matriceA ainsi que sa factorisation LU avec seulement 3 vecteurs, chacun de
longueur au plusn. Fournir alors une fonctionMatlab

[lA,dA,rA] = decompLUTridiag(c,a,b)

qui effectue la d́ecomposition LU de la matrice tridiagonaleA dont les diagonales principales sont stockées dans
c, a, b comme d́ecrit pŕećedemment etlA, dA, rA sont respectivement les diagonales inférieure, principale et
suṕerieure de sa d́ecomposition LU.

Q-3 : Proposer un algorithme de résolution du systèmeLUx = f et fournir une fonctionMatlab

[x] = descenteRemonteeTridiag(lA,dA,rA, f)

qui détermine la solution de x du système tridiagonalAx = f dont la factorisation LU de la matriceA est stocḱee
danslA, dA, rA comme d́ecrit à la question pŕećedente.

Exercice - 2 Cas quelconque (A tridiagonale de structure circulante)

Dans cette question on se place dans le cas géńeral (c1 6= 0, bn 6= 0)

Q-1 : On se donne deux réelsα etγ. Montrer que l’on peut d́eterminer deux vecteurs deRn :

u = [
1

α
, 0, . . . , 0,

1

γ
]T et v = [v1, 0, . . . , 0, vn]T

tels quel

(2) A = B + uvT , avec B =
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On exprimerãa1, ãn, v1, vn en fonction dea1, an, c1, bn, α, γ.
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Q-2 : Un choix quelconque deα etγ est-il possible ?

Pour un choix deα etβ, pour ŕesoudreAx = f , onécrit (I + B−1uvT )x = B−1f ou encore
(I + zvT )x = B−1f où z = B−1u. Il ne reste plus qu’à chercher une expression de(I + zvT )−1.

Q-3 : SoitM ∈ Mk,k une matrice inversible,Z, V ∈ Mn,k des matrices données, montrer que

(I + ZV T )(I − ZM−1V T ) = I + Z
(

M − (Ik + V T Z)
)

M−1V T

où Ik est la matrice identité deMk,k.

En d́eduire une expression deM pour que(I + ZV T )−1 = I − ZM−1V T

Q-4 : En d́eduire que la solution deAx = f est

x =
(

I − B−1u(1 + vT B−1u)−1vT
)

B−1f

Q-5 : Proposer un d́eroulement de calculs pour déterminerx à l’aide de la formule pŕećedente, sans calculer
explicitement la matrice(I − B−1u(1 + vT B−1u)−1vT )B−1

Q-6 : Écrire une fonctionMatlab

[x] = inverseCyclic(lB, dB, rB, alpha, beta, f )

qui calcule la solutionx deAx = f où lB, dB, rB sont respectivement les diagonales inférieure , principale
et suṕerieure de la factorisation LU de la matriceB issue de la d́ecomposition deA sous la forme indiqúeeà la
question 1.

Exercice - 3 Applicationà uneéquation aux d́erivées partielles

On consid̀ere l’équation

(3)







∂u
∂t

(t, x) − ε∂2u
∂x2 (t, x) + β ∂u

∂x
(t, x) = 0 dans]0, T [×]0, 1[,

u(t, 0) = u(t, 1), dans[0, T ],
u(0, x) = u0(x), dans[0, 1]

avecε etβ des constantes positives.

On se propose de discrétiser cettéequation par une ḿethode de diff́erences finies en espace (semi-discrétisation
spatiale) et en temps (semi-discrétisation temporelle).

Q-1 : Semi-discŕetisation spatiale.On commence par recouvrir[0, 1] d’une grille de pash = 1
n−1 . Ceci

géǹere les noeuds
Xn = {xi, xi = (i − 1) × h, i ∈ {1, . . . , n}} .

Onécrit ensuite que l’́equation est v́erifiée en chaque noeud interne, soit

∂u

∂t
(t, xi) − ε

∂2u

∂x2 (t, xi) + β
∂u

∂x
u(t, xi) = 0, ∀i ∈ {1, . . . , n}, ∀0 < t < T.

On remplace ensuite les opérateurs diff́erentiels par des différences diviśees.

Q-1-1 : Montrer que

∂2u

∂x2 (t, xi) =
u(t, xi−1) − 2u(t, xi) + u(t, xi+1)

h2
+ O(h2),

∂u

∂x
(t, xi) =

u(t, xi) − u(t, xi−1)

h
+ O(h)
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Q-1-2 : On pose pour toutt ∈ [0, T ], Ui(t) la valeur approch́ee deu(t, xi). Montrer que le problème
semi-discret spatial approché s’́ecrit

(4)

{

dU(t)
dt

+ AU(t) = 0 ∀0 < t < 1,

U(0) = U0,

où A est une matrice dont la structure est celle donnée en (1).

Q-2 : Semi-discŕetisation temporelle. Pour achever la discrétisation, on remplace le problème (4) par un
probl̀eme discret approché. Pour cela on introduit un maillage de[0, T ]. On d́ecoupe[0, T ] enm intervalles de
pasδt = T

m
, ce qui ǵeǹere les pointsTm = {tk = k × δt, k ∈ {0, . . . m}} . Plusieurs choix sont possibles, on

opte pour le sch́ema implicite : ońecrit que le probl̀eme (4) est satisfait en tous les pointstk+1 = tk + δt, soit

dU(tk+1)

dt
+ AU(tk+1) = 0.

Q-2-1 : En utilisant les d́eveloppements limités deh(t + δt) montrer que

h′(t) =
h(t + δt) − h(t)

δt
+ O(δt) et donc

dU(tk+1)

dt
=

U(tk+1) − U(tk)

δt
+ O(δt).

Q-2-2 : Si on d́esigne parUk la valeur approch́ee deU(tk), montrer que le problème discret s’́ecrit

(5)

{

U0 = U0,

G Uk+1 = Uk, ∀ 0 ≤ k ≤ m − 1.

AvecG définie comme en (1) avec







ci = −δt ε
h2 − δtβ

h

ai = 1 + δt 2ε
h2 + δtβ

h

bi = −δt ε
h2

∀i = 1, . . . , n

Q-3 : Mise en oeuvre.

Proposer un algorithme pour résoudre l’́equation de convection-diffusion faisant usage des développements
des exercices préćedents.

Q-3-1 : Écrire une fonction MATLAB de prototype

function [G,U,X]=assembleConvDiff(n,m,epsi,beta,T)

où n etm sont respectivement les paramètres de discŕetisation spatiale et temporelle etepsi, beta les coeffi-
cients de diffusion (ε) et de convection (β), T le temps final, et qui retourne le vecteurX des points du maillage
et le vecteurU contenant les valeurs de la donnée initialeu0, aux pointsX et la matriceG. On peut envisager de
stoker la matriceG dans les vecteursa, b, c comme d́ecrit pŕećedemment.

Q-3-2 : Écrire une fonction MATLAB de prototype

function [V] = miseAjour(G,U),

qui retourneà une it́erationk, le vecteurV valeur deUk+1 lorsqueU = Uk. On essaiera de faire usage des
développements des questions préćedentes.

Q-3-3 : On prendε = 1e − 5, β = 0.1, T = 10, n = 200, m = 10000, u0(x) = e−1000(x−0.5)2 .
Repŕesenter graphiquement la solutionU1 etUm.
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