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3M234 Approximation numérique des fonctions

Approximation et interpolation de fonctions

I. Approximation par les séries trigonométriques

Exercice 1 Soit f : R → R définie par f (x) = x(π − x) sur [0, π], prolongée par
imparité et 2π- périodicité.

1. Représenter le graphe de f et déterminer son développement en série de Fourier.

2. En déduire les valeurs de
+∞

∑
k=0

1
(2k + 1)6 et

+∞

∑
k=1

1
k6 .

Exercice 2 Soit f : R → C une fonction 2π-périodique de classe C1 telle que∫ 2π

0
f (t) dt = 0. Montrer que∫ 2π

0
| f (t)|2 dt ≤

∫ 2π

0
| f ′(t)|2 dt.

Étudier le cas d’égalité.

Exercice 3 Pour toute fonction f définie sur R et 2π-périodique, on considère les
coefficients de Fourier de f

ck( f ) =
1

2π

∫ π

−π
f (x)e−ikx dx, ∀k ∈ K,

et on note Sn f la somme partielle de rang n ∈N de la série de Fourier de f associée.

1. Pour n ∈N∗, on pose $n :=
+∞

∑
k=n+1

1
k2 . En utilisant la décroissance de la fonction

φ : x 7→ 1/x2 sur R∗+, montrer que $n ≤ 1/n, pour tout n ∈N∗.

2. Dans cette question, on suppose que f est de classe C2 sur R.

(a) À l’aide d’intégrations par partie, établir une relation entre ck( f ) et ck( f ′′)
pour tout k ∈ K∗.

(b) En déduire que la série ∑
k∈K

|ck( f )| est convergente.

(c) Établir une majoration de ‖ f − Sn f ‖ := sup
x∈[−π,π]

| f (x)− Sn f (x)| en fonc-

tion de $n et de f ′′.

(d) En déduire que la suite (n ‖ f − Sn f ‖)n∈N est bornée.

3. Soit la fonction g : R→ R définie sur [−π, π] par g(x) = x2 et étendue sur R

par 2π-périodicité.
(a) Calculer ck(g) pour tout k ∈ K.
(b) Montrer que (Sng)n∈N converge uniformément vers g sur R.
(c) En calculant g(π) de deux façons différentes, déterminer la valeur de $0.
(d) Peut-on faire le même raisonnement qu’en 2.(d) pour montrer que

(n ‖g− Sng‖)n∈N est bornée ?

II. Approximation polynômiale
Exercice 4 Polynômes de meilleur approximation
Pour n ∈N on note Pn l’espace vectoriel des fonctions f : R→ C polynômiales de
degré inférieur ou égal à n.

1. Soit (E, ‖ · ‖) un C-espace vectoriel normé contenant Pn. Montrer que pour tout
f ∈ E il existe pn ∈ Pn tel que

‖ f − pn‖ = min {‖ f − q‖, q ∈ Pn} .

Un tel polynôme est appelé polynôme de meilleur approximation (PMA) de f
dans Pn pour la norme ‖ · ‖.

2. Soit

f (x) =
{

1 si x > 0
−1 si x ≤ 0

Quels sont les PMA de f dans P1 pour la norme ‖ · ‖L∞(]−1,1[) ? Qu’en déduire
concernant l’unicité du PMA en général ?

3. Que dire si E est un espace de Hilbert ?

Exercice 5 Polynômes de Bernstein.
On cherche à approcher une fonction continue f par un polynôme sur l’intervalle
[0, 1]. Pour n ∈N fixé et 0 ≤ j ≤ n, on définit les polynômes de Bernstein par :

Bj(x) = Cn
j xj(1− x)n−j.

1. Montrer que, pour tout x ∈ [0, 1], on a Bj(x) ≥ 0, et pour tout x ∈ R,

n

∑
j=0

(j− nx)2Bj(x) = nx(1− x).

2. Soit f ∈ C([0, 1]). On pose, pour tout x ∈ R,

Pn(x) =
n

∑
j=0

f
(

j
n

)
Bj(x).

Montrer que, pour tout x ∈ [0, 1],

| f (x)− Pn(x)| ≤
n

∑
j=0

∣∣∣∣ f (x)− f
(

j
n

)∣∣∣∣ Bj(x).
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3. Montrer que, pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour tout x ∈ [0, 1] et tout
n ∈N∗,

| f (x)− Pn(x)| ≤ ε

2
+
‖ f ‖
2nδ2

et en déduire que la suite (Pn) converge uniformément vers f sur [0, 1].
4. Soit f une fonction de classe C2 sur [0, 1]. Montrer que

‖ f − Pn‖∞,[0,1] = O
(

1
n

)
quand n→ ∞.

III. Interpolation polynômiale

Exercice 6 Polynômes de Lagrange et de Hermite.
Soit ε ∈]0, 1[ et f une fonction de classe C3 sur [0,1]. On note a = f (0), b = f (1) et
M = sup

x∈]0,1[
| f ′′′(x)|.

1. Déterminer le polynôme d’interpolation Pε de f relativement aux points
0, ε et 1.

2. On note E1(x) l’erreur commise en un point x ∈ [0, 1] lorsqu’on approche f (x)
par Pε(x). Donner une majoration de |E1(x)| en fonction de M et ε.

3. Soit x ∈ [0, 1]. Montrer que, pour chaque x ∈ [0, 1],

lim
ε→0+

Pε(x) = [b− a− f ′(0)]x2 + f ′(0)x + a.

4. Vérifier que le polynôme P(x) = [b− a− f ′(0)]x2 + f ′(0)x + a ainsi obtenu est
l’unique polynôme de degré inférieur ou égal à 2 vérifiant :

P(0) = a, P′(0) = f ′(0), P(1) = b.

Ce polynôme est appelé polynôme d’interpolation de Hermite de la fonction f
relativement aux points 0, 1, et aux entiers 1, 0, ce qui signifie qu’on approche f
à l’ordre 1 au point 0 et à l’ordre 0 au point 1.

5. On note E2(x) l’erreur commise en un point x ∈ [0, 1] lorsqu’on approche f par
P. Donner une majoration de |E2(x)| en fonction de M. Pour cela, on pourra

considérer la fonction φ définie par φ(t) = f (t)− P(t)− f (x)− P(x)
x2(x− 1)

t2(t− 1)

pour x ∈]0, 1[ fixé et montrer qu’il existe ξ ∈ [0, 1] tel que φ′′′(ξ) = 0.

Exercice 7 Points de Tchebychev.

Soit Pn le polynôme d’interpolation de Lagrange associé à la fonction f définie
sur [a, b] de R, relativement à n + 1 points x0 < x1 < · · · < xn de cet intervalle. On
rappelle l’estimation de l’erreur d’interpolation

En(x) = f (x)− Pn(x)

=
1

(n + 1)!
πn+1(x) f (n+1)(ξn), avec πn+1(x) = (x− x0) . . . (x− xn).

1. Montrer que pour tout u ∈ [−1, 1], tn(u) = cos(n acos u) est un polynôme de
degré n. Trouver la formule de récurrence qui permet de calculer tn(u).

2. Trouver les racines ui ∈ [−1, 1], 0 ≤ i ≤ n, du polynôme tn+1 (points d’interpo-
lation de Tchebychev d’ordre n).

3. Montrer que le polynôme de base de Lagrange `i associé à ui est donné par

`i(u) = (−1)i tn+1(u)
(u− ui)

√
1− u2

i

(n + 1)
.

Calculer l’erreur d’interpolation.
4. Les points d’interpolation de Tchebychev d’ordre n de l’intervalle [a, b], notés

xi, sont définis comme les images des points ui par une bijection affine u 7→ x
qui envoie −1 en a et +1 en b. Montrer que

‖πn+1‖ = sup
x∈[a,b]

|πn+1(x)| = 2
(

b− a
4

)n+1
.

5. Interpolation aux points de Tchebychev d’une fonction paire.
a) Montrer que le polynôme d’interpolation d’une fonction paire f relative-

ment aux zéros du polynôme de Tchebychev t5 est pair.
b) Soit f la fonction définie sur [−1, 1] par f (x) = 1/(1 + x2). En posant

u = x2, montrer que le calcul du polynôme d’interpolation P(x) de f
relativement aux zéros de t5 peut se ramener au calcul d’un polynôme
d’interpolation q(u) de degré plus petit.

c) À l’aide de la méthode des différences divisées, calculer q(u) et en déduire
P(x). Pour cela, on donnera le tableau des différences divisées et le résultat
P(x) sera ordonné en x.

Exercice 8 Splines cubiques.

1. Déterminer l’unique fonction σ : R→ R telle que
• σ est de classe C2 sur R ;
• σ(t) = 0 pour t ≤ 0 ;
• σ est un polynôme de degré au plus égal à 3 pour t ≥ 0 ;
• lim

t→0+
σ′′′(t) = 1.

2. Soient [a, b] un intervalle borné sur R, n ≥ 2 un entier et ti des réels tels que
a < t1 < · · · < tn < b. On note S l’ensemble des fonctions s : [a, b]→ R telles
que
• s est de classe C2 sur [a, b]
• la restriction de s à chaque [ti, ti+1] est un polynôme de degré au plus égal à

3 ;
• la restriction de s à chaque [a, t1] et [tn, b] est un polynôme de degré au plus

égal à 1.
Montrer que S est un espace vectoriel. Quelle est sa dimension ? On montrera

que toute fonction s ∈ S peut s’écrire sous la forme s(t) = α + βt +
n

∑
i=1

γiσ(t−

ti).
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3. Soit f ∈ C2(R). Montrer qu’il existe une unique fonction s ∈ S vérifiant

s(ti) = f (ti), 1 ≤ i ≤ n.

Pour cela, on pourra écrire le système linéaire que vérifient les coefficients α, β
et γi pour i = 1, . . . , n.

IV. Polynômes orthogonaux

Exercice 9 Polynômes orthogonaux – Tchebychev et Legendre.
Soit ]a, b[ un intervalle, borné ou non, de R. Par définition, un poids w est une
fonction w ∈ C0(]a, b[; R∗+) telle que∫ b

a
|x|nw(x)dx < +∞, ∀n.

L’espace vectoriel E des fonctions f continues sur ]a, b[ à valeurs dans R, telles que

‖ f ‖2 :=
(∫ b

a
| f (x)|2w(x)dx

)1/2

< +∞

est muni du produit scalaire naturel 〈 f | g〉 =
∫ b

a
f (x)g(x)w(x)dx.

1. Montrer que E contient l’espace vectoriel des fonctions polynômes. Montrer
qu’il existe une suite unique de polynômes unitaires (pn) orthogonaux pour un
poids donné w et tels que deg(pn) = n.

2. Montrer que les polynômes de Tchebychev (tn) sont deux à deux orthogonaux,
relativement au poids w(x) = 1/

√
1− x2 sur [−1, 1].

3. Même question pour les polynômes de Legendre

Ln(x) =
1

2nn!
dn

dxn [(x2 − 1)n],

relativement au poids w(x) = 1 sur [−1, 1].

4. Soit (pn) une suite de polynômes unitaires orthogonaux pour le poids w. Mon-
trer que les polynômes pn vérifient la relation de récurrence :

pn(x) = (x− λn)pn−1(x)− µn pn−2(x), n ≥ 2,

avec

λn =
〈xpn−1 | pn−1〉
‖pn−1‖2

2
, µn =

‖pn−1‖2
2

‖pn−2‖2
2

.

Retrouver, en particulier, les relations de récurrence pour le calcul des poly-
nômes

(a) de Tchebychev : tn+1(x) = 2xtn(x)− tn−1(x),

(b) et de Legendre : nLn(x) = (2n− 1)xLn−1(x)− (n− 1)Ln−2.
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