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TD6. Intégration

Exercice 1. Soient (X, .4, 1) un espace mesuré, et f : X — [0, +oco] une fonction mesurable
positive. On définit pour tout A € A,

pr(A) = / Lafdpu.
X
Montrer que ps est une mesure sur (X, .A).

Exercice 2. Soient (X, .4, 1) un espace mesuré et f : X — [0, +o0] une application mesurable
positive. Montrer que :

a) Pour tout a > 0, u({f > a}) < £ [ fdu.

b) Si fX fdu < 400, alors f est finie pu-p.p.

c) fX fdu =0 si et seulement si f est nulle p-p.p.

d) Sig: X — [0,400] est une fonction mesurable positive telle que f = g p-p.p., alors

Jx fdp = [y gdp;

Exercice 3. Dans les quatre cas suivants (ou f, : R — R) montrer que la suite ( [p, fud\)pen
converge et déterminer sa limite.

—x

A Jale) = s
b) o) =

V1+n2z?
c) fulz) =sin(nz)ljmn(z),
d) fa(x) = [cos(z)[V e

Exercice 4. Calculer la limite des suites suivantes :

2

2 ]
—lzl/n g 4 . d Zﬁ n(—).
/]Re © /]R 2cos(7) — 1 (Bleos(3)1z2} &5, m Sm(nm)

m>1

Exercice 5. Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur (X, A, 1), mesurables et positives.
On suppose que (f,)nen converge simplement vers f p-p.p., et que

/andu — /deu < 400.

Montrer que / | fr — fldp — 0.
X

Exercice 6. Soient (E, A, 1) un espace mesuré et (f,,),>o une suite décroissante de fonctions
mesurables positives qui converge p-p.p. vers une fonction f.

1



a) On suppose qu'il existe ng tel que [, fn,dp < co. Montrer que lim, o [, fadp = [, fdpu.
b) Que peut-on dire sans I'hypothése d’intégrabilité ?

Exercice 7. Soient (X, A, 1) un espace mesuré et f : X — R une fonction intégrable.
a) Montrer que lim, nu({|f| > n}) =0.
b) Montrer que

1
Zﬁ |fIPdu < +oo.

n>1 [fI<n

Exercice 8. Soient (X, .4, ) un espace mesuré, et f une fonction A — R p-intégrable.

a) Montrer que :
/X\f’]l{|f>n}durjoo-

b) En déduire que : Ve > 0, 30 > 0, VA € A,

H(A) §5:>/A|f|dl¢§6

(Ceci exprime la continuité de I'intégrale par rapport a la mesure).

c) Soit f:R,; — R intégrable pour la mesure de Lebesgue et F' définie sur R, par
F(z) = fdA
[0,2]
Montrer que F' est uniformément continue sur R .
Exercice 9. Soit (X, A, ) un espace mesuré tel que pu(X) < oo. Soient (f,),>1 et f des
fonctions mesurables de (X, .A) dans (R, B(R)). On suppose qu’il existe une fonction g : X — R

intégrable positive telle que | f,| < g p-p.p. pour tout n > 1. On suppose en outre que la suite
(fn)n>1 converge vers f au sens suivant :

Ve >0, pu(|lfn—fl>e) —0.

n—oo

On dit que (f,,), converge en mesure vers f.
a) Montrer que |f| < g p-p.p.

b) A T'aide de la propriété d'uniforme continuité de I'intégrale, en déduire que

J 1= fldu — 0
X n oo

Exercice 10. Soit (F, A, u) un espace mesuré et f et (f,,)n,>1 des fonctions intégrables telles que

/ o= fldi —> 0.
E n—oo

Montrer qu'’il existe une suite extraite (fs(n))n>1 convergeant vers f u-p.p., et une fonction B
intégrable telle que sup,,> | fom)| < B p-p.p.



