Chapitre 1

Construction de mesures

1.1 Quelques éléments de théorie de la mesure
On rappelle les définitions suivantes. Etant donné un ensemble X, on désigne par P(X) l'en-
semble des parties de X.

Définition 1.1.1. Une tribu (ou o-algébre) sur X est une sous famille A de P(X) vérifiant :
(i) D e A;
(ii) si A€ A, alors X \ A € A;
(iii) si {An}nen est une suite d’éléments de A, alors |J, oy An € A.

Le couple (X, .A) est appelé espace mesurable.

Définition 1.1.2. Une mesure est une application p : A — [0, 00] qui satisfait

(i) (@) =0;

(ii) si {An}nen est une suite d’ensembles dans A deux & deux disjoints,
neN n=0
Le triplet (X, .A, pt) est appelé espace mesuré.

On rappelle les propriétés suivantes des mesures, qui seront utilisées systématiquement par la
suite.

Proposition 1.1.3. Soit (X, A, u) un espace mesuré et {Apfnen est une suite dans A. Alors

1.
M (U An) < Zﬂ(An);
n=0

neN

2. si Ay, C Apy1 pour tout n € N,
I (U An> = lim p(4,);
3. si Apy1 C A, pour tout n € N et u(Ap) < oo,
p (ﬂ An> = i, #lA)
neN
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6 CHAPITRE 1. CONSTRUCTION DE MESURES

Si X est un espace topologique, on désigne par B(X) la tribu Borélienne sur X, i.e. la plus
petite tribu contenant les ouverts de X. Une mesure définie sur la tribu B(X) s’appelle une mesure
Borélienne. Une mesure Borélienne finie sur les compacts s’appelle une mesure de Radon.

Les mesures de Radon jouissent de propriétés de régularité permettant d’approcher la mesure
d’un Borélien par la mesure d’ouverts ou de fermés.

Proposition 1.1.4. Soit i une mesure de Radon sur RY. Alors, pour tout Borélien A C RN
w(Ad) = sup{u(K): K C A, K compact},
= inf{u(U): ACU,U ouvert}.
Démonstration. Commencons par montrer I’approximation intérieure par un compact. On suppose
tout d’abord que pu(A) < oo et on pose v(B) := u(A N B) pour tout Borélien B C RY, ce qui

définit une mesure Borélienne finie sur RY
On considere la famille

F o= {B c RY Borélien : pour tout € > 0, il existe

un fermé C' C B tel que v(B\ C) < 5}.

La famille F contient évidemment les ensembles fermés.
Montrons que F est stable par union et intersection dénombrable. Soit donc { B, },,en une famille
d’éléments de F. Pour tout € > 0 et tout n € N, il existe un ensemble fermé C,, C B,, tel que

€

L’ensemble C := (), C;, est fermé et

(8] ) (R ()= e S

ce qui montre que (), B, € F. Par ailleurs, comme v est une mesure finie, on a

s (0] (Ge)) () (O
(EnUOB yer ) i (B \ o)

Pour m assez grand, on a donc en posant C' := n

ce qui montre, C' étant fermé, que |, By, € F.

Soit U un ouvert de RY. Montrons que U est I'union dénombrables de fermés. Pour ce faire, on
considere la famille F des boules fermées B(z,r) dans RY centrées en x € QY et de rayon r € Q7.
La famille F est dénombrable et U étant ouvert, on a

lJ BcU

BEF, BCU

w\m
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Pour montrer "autre inclusion, on utilise la densité de Q dans R. Soit donc z € U et R > 0 tel que
B(z,R) C U. Il existe alors T € Q¥ N B(z, R/4) et 7 € Q" tels que R/4 < T < R/2 de sorte que
x € B(z,T) C B(z,R) C U, ce qui montre que

U BHU

BEF, BCU

et donc I’égalité. On en déduit que F contient tous les ouverts de RY.
Posons a présent
G:={BeF: “BeF}

de sorte que RY € G et G est stable par union dénombrable. Par conséquent, G est une tribu.
Comme les ouverts sont contenus dans G, on en déduit que la tribu G contient la tribu Borélienne.
Par conséquent, pour tout B C RY Borélien et tout ¢ > 0 il existe un ensemble fermé C' C B tel que
v(B\C) < ¢. En particulier, pour B = A, on obtient un fermé C' C A tel que u(A\C) < e. Pour tout
n € N, on pose K, := C N B(0,n) qui est un compact inclu dans A. Comme p(C) < p(A) < 00),
on a lim, u(C \ K,) = 0. Pour n assez grand, on obtient donc un compact K,, C A tel que
WA\ Ky) <e

Si p(A) = oo, on décompose A = [J;(ANCj) ou C; = {z € RY : j <|z| <j+1}. Comme p est
une mesure de Radon, u(ANC;) < oo pour tout j € N. Par ce qui a été montré précédemment, il
existe un compact K; C AN Cj tel que u(K;) > u(ANCj) — 277, Par convergence monotone,

nh_}rrolo,u UK =u UKj Zu Z( (ANnCy) 1j>:oo=u(A).
Jj=0 JEN JEN JEN

Comme U;L:O K; est compact, on obtient ainsi I’approximation intérieure par des compacts.

Montrons maintenant approximation par 'extérieur a l’aide d’ouverts. Si p(A) = oo, il suffit de
considérer 'ouvert U = R™. On peut donc supposer que u(A) < co. Pour tout n € N, 'ensemble
B(0,n) \ A étant un Borélien de mesure finie (car u est finie sur les compacts), ’étape précédente
montre Pexistence d’un fermé C,, C B(0,n) \ A tel que

p(BO.1)\ A)\ Co) < 5oy

Posons U,, = B(0,n) \ C,, qui est un ouvert avec B(0,n) N A C U, et tel que

p(ULN (AN BO,0) < 3o

Si on pose U := |J,, Un qui est un ouvert, on obtient que A C U et

w(U\ A)) Z,uU \A) < Zu(Un\(AﬁB(O,n))Sa

neN neN

ce qui conclut la propriété de régularité extérieure. O

1.2 Pourquoi ne peut-on pas mesurer toutes les parties de
R?

Une mesure priviliégiée dans ’espace euclidien R est la mesure de Lebesgue qui correspond
intuitivement a la notion de volume. Nous démontrerons au chapitre 2 son existence de diverses
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manieres. Avant cela, il convient de noter que cette mesure, temporairement notée A en dimension
N =1, doit satisfaire certaines propriétés comme l'invariance par translation ainsi que la formule
usuelle pour la longueur d’un intervalle A([a,b]) =b — a.

Nous allons montrer qu'une telle mesure, si elle existe, ne peut pas étre définie sur toutes les
partie de R. L’exemple suivant, dii a Vitali, montre en fait ’existence d’un ensemble non Lebesgue
mesurable.

Pour ce faire, on introduit la relation d’équivalence sur [0, 1] par

x~y sietseulementsi z—ye€QqQ.

On note [z] la classe d’équivalence de x qui est un sous-ensemble de [0, 1]. L’ensemble des classes
d’équivalences définit une partition de [0, 1]. A V'aide de I’axiome de choix, on construit un sous-
ensemble V de [0, 1], appelé ensemble de Vitali, qui ne contient qu’un et un seul élément de chaque
classe d’équivalence.

Soit D := QN [—1,1] qui est dénombrable. Pour ¢ € D, on pose V; = ¢+ V de sorte que
Vy € [-1,2]. Pour tout y € [0,1], par définition de V/, il existe un unique = € V tel que y € [z].
Par conséquent, il existe un rationnel ¢ € Q tel que y — & = ¢. De plus comme z et y € [0, 1], on a
que g € [—1,1] ce qui montre que ¢ € D et y = ¢+ = € V. On en déduit alors que

01c |Jv,cl-12.
qeD

Supposons maintenant que V' est Lebesgue mesurable de sorte que chaque V; 'est aussi pour tout
q € D. Par passage a la mesure de Lebesgue \ dans les inclusions précédentes, il vient

1<x| v <3 (1.2.1)

q€D

Notons que si g et ¢’ € D sont tels que g # ¢/, alors V; NV = ). En effet, si tel n’était pas le cas,
il existerait y € V; NV et donc des éléments = et 2’ € E tels que

y=q+x=q+a'.

On en déduirait alors que z — 2’ = ¢’ — ¢ € Q ce qui impliquerait que = = 2’ puisque V contient
un unique élément de chaque classe d’équivalence. Par suite, on obtiendrait que ¢ = ¢’ ce qui est
absurde. Les ensembles V;, étant donc deux & deux disjoints, il vient que

MUV =M =3 Ma+V) =3 AW,

qeD qeD qeD qeD

o l'on a utilisé I'invariance par translation de A. Si A(V') > 0, on obtient alors que

A UVq = 00,

q€D

ce qui contredit la deuxiéme inégalité de (1.2.1). Si, en revanche, A(V') = 0 on obtient alors que

M Uw) =0

qeD

ce qui contredit la premiere inégalité de (1.2.1). Dans tous les cas, on obtient une contradiction,
ce implique que I’ensemble V' ne peut étre Lebesgue mesurable.
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1.3 Mesures extérieures

Pour pouvoir “mesurer” toutes les parties d’un ensemble, il convient d’affaiblir la notion de
mesure en celle de mesure extérieure. Dans cette section, on désigne par X un ensemble et par
P(X) I'ensemble des parties de X.

Définition 1.3.1. Une application p* : P(X) — [0, 00| est appelée mesure extérieure si elle vérifie
(i) p(0) =0;
(ii) Pour tout A, B € P(X) tels que A C B, on a u*(A4) < u*(B);
(iii) Pour toute suite { A, }nen de P(X), on a

n (U An> <3 1(An),

neN neN

Si une mesure sur la tribu triviale P(X) est toujours une mesure extérieure, la réciproque n’est
pas forcément vraie. Toutefois il est possible de restreindre pu* a une tribu sur laquelle p* est une
mesure.

Définition 1.3.2. Un ensemble A € P(X) est dit p*-mesurable si pour tout E € P(X), on a
w*(B) = p* (BN A) + 1 (B \ 4).

Par sous-additivité d’une mesure extérieure, pour vérifier qu'un ensemble A est p*-mesurable,
il suffit de montrer que
1W(E) 2w (BN A)+ 1 (E\ A)

pour tout E € P(X) tel que p*(E) < oo.

Théoréme 1.3.3. (de Carathéodory) Soit p1* une mesure extérieure sur un ensemble X. Alors
la classe A des ensembles p*-mesurables est une tribu et la restriction de p* a A est une mesure.

Démonstration. Montrons tout d’abord que A est une tribu. Clairement, on a () € A car p*(0) = 0.
Par ailleurs A est stable par passage au complémentaire puisque EN(X\A) = E\Aet E\(X\A) =
E N A. 1l reste donc & montrer que A est stable par union dénombrable.

Vérifions d’abord que A est stable par réunion et intersection finie (ce qui fera de A une algebre).
Si A; et Ag sont p*-mesurables, par sous-additivité de p*, on a pour tout E € P(X),

p(E) = pr(ENA)+pt(E\ A
= p(ENA)+p (E\ A1) NA) +p"((E\ A1)\ A2)
p(ENAL) +p"(EN Az \ Ay) + p(E\ (A1 U Ag))
> p(EN (AU A2)) +p"(E)\ (41U A)),

ce qui montre que A; U Ay € A. Par passage au complémentaire, on en déduit que A; N Ay € A,
puis que A; \ 4A; € A.

Soit maintenant { A, },en une suite d’éléments de A, posons A = | J,, A,, et montrons que A € A.
On définit Ay = Ap puis 4], = A,\U,,<,, Am pour tout n > 1; A étant une algebre, on obtient ainsi
une suite {A;], },,en d’ensembles dans A disjoints deux a deux et de réunion | J,, 4;, = J,, A» = A.

Posons B,, = |J,<,, A}, € A, on obtient alors pour tout £ € P(X)

p(ENBpy1) = p(ENBppiNBy) + " (ENByiy \ Bn)
= W(EN B+ (BN Alyy),
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car les A] sont deux & deux disjoints. Ceci établit par récurrence que pour tout n € N,

“(ENB,) Z“ (ENAL). (1.3.1)

Les ensembles B,, étant u*-mesurables, on a
p(E) = p*(ENBy) + p*(E\ Bn)

ce qui implique, par (1.3.1) et croissance de p* (B, C A), que
> u(ENAL) +pt(E\A).
k=0
Par passage a la limite quand n — oo et sous-additivité de la mesure extérieure p*, il vient
> W(ENAY) +p (E\A) > p (ENA) + p* (B \ A), (1.3.2)
k=0

ce qui montre que A € A et donc que A est une tribu.
Si les A, sont disjoints deux a deux, alors A/, = A, pour tout n € N. En prenant £ = A dans
(1.3.2), on obtient

o0
> (Ar) = pt(4),
k=0
ce qui montre que p* est une mesure sur A. O

Si a présent (X,d) est un espace métrique (que 'on peut donc munir de la tribu Borélienne,
B(X), engendrée par les ouverts), le résultat suivant donne un critére assurant la p*-mesurabilité
des ensembles Boréliens de X.

Proposition 1.3.4. Si, pour tout A, B C X avec dist(4, B) > 0, on a
p (AU B) = p*(A) + p(B), (1.3.3)
alors B(X) C A.

Démonstration. Puisque la tribu Borélienne B(X) est engendrée par les fermés, il suffit de montrer
que tous les fermés de X sont p*-mesurables. De plus, par sous-additivité de p*, il suffit d’établir
que si C' C X est fermé,

w(E)>p (ENC)+p"(E\C) pourtout E C X tel que p*(F) < oo.

b

Comme dist(E \ C,, ENC) > 1/n > 0, 'hypotheése montre que

On pose pour tout n > 1,

Cp= {x € X : dist(z,C) <

S|

pH(EN\Cp) +p7(ENC) = p((E\ Cn) U(ENC)) < p*(E). (1.3.4)

b

Posons

1
= D— i <
Ry {x ek 1 < dist(z, C) <

| =
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Comme dist(R;, R;) > 0 deés que |j —i| > 2, on a

Z/J (Raok) = p* (U R2k> < p(E) < o0,

k=1 i=1
et

Z (Rogs1) = 1" (U R2k+1> < p*(F) < oo,
k=0

i=0
pour tout m > 1, d’out Y po , p*(Ry) < 2u*(E) < oo. Comme C est fermé, on a E\C = (E\ C,,) U
Ug>n Bk, et donc, par sous-additivité de p*,

W(E\Cy) < w*(EN\C) < p*(BE\Ca) + ) 1" (Ba),

k>n

puis par passage a la limite quand n — oo, p*(E \ C,) — p*(E \ C). Enfin, en faisant tendre
n — oo dans (1.3.4), il vient

pr(E) > p*(ENC) + p(E\C)

ce qui montre effectivement la p*-mesurabilité de C'. O

1.4 Les mesures par dualité

On désigne par C.(R™) I’ensemble des fonctions continues f : RY — R dont le support, noté

Supp(f) :=={z € RN : f(x) # 0},

est un ensemble compact. Toute mesure de Radon u définit une forme linéaire sur I'espace C.(RY).
En effet, si f € C.(RY), l'intégrale

fdu

RN
est bien définie puisque, en notant K = Supp(f), on a

[ 1#1d < () max ] < o
K
Par conséquent, ’application
L:fw— / fdu
RN
définit une forme linéaire positive C.(RY), i.e.,

L(af + Bg) = aL(f) + BL(g) pour tout f, g € C.(RV) et tout a, 3 € R, (1.4.1)
L(f) >0 pour tout f € C.(RY) avec f > 0.

Nous allons en fait montrer que toute forme linéaire positive sur I'espace C.(R™) peut étre
représentée de fagcon unique par une telle mesure.

Théoréme 1.4.1 (de représentation de Riesz). Soit L : C.(RY) — R une forme linéaire
positive (i.e. qui satisfait (1.4.1) et (1.4.2)). Alors, il existe une unique mesure de Radon (1 sur
RY telle que

L(f) = /Qfd,u pour tout f € Co(RY). (1.4.3)
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Pour tout ouvert V C RY, on définit

(V) = sup{L(f) : [ € Cc(RY;[0,1]), Supp(f) C V}. (1.4.4)

Si U C V, alors p*(U) < p*(V) de sorte que l'on peut étendre p* & n’importe quel ensemble
E C RY en posant

p*(E) =inf{u*(V): ECV, Vouvert} pourtout E € P(RY) (1.4.5)
Lemme 1.4.2. La fonction d’ensemble p* : P(RYN) — [0, +00] est une mesure extérieure.

Démonstration. On a évidemment que p*(f)) = 0 et p* est une fonction croissante d’ensemble,
i.e. si E C F, alors p*(E) < p*(F). Il s’agit & présent de montrer que p* est dénombrablement
sous-additive, i.e., pour toute suite {E, },en de sous-ensembles de RV, on a

Montrons d’abord que si Vi et V5 sont des ouverts de RY,
pr (ViU Va) < pt (Vi) + p*(Va). (1.4.6)

Soit g € C.(RY;[0,1]) avec Supp(g) C V1 UVa. Soient f et fo € C.(RY;[0,1]) telles que Supp(f1) C
Vi, Supp(fa) C Vo et fi + fo = 1 sur Supp(g). Par conséquent, pour i = 1, 2, f;g € C.(RV;[0,1]),
Supp(fi) C Vi et g = fig + fog de sorte que, par linéarité de L et la définition de p*,

L(g) = L(f19) + L(f29) < p* (V1) 4+ p* (Va).

Par passage au supremum en g, on obtient u*(Vy U Va) < p*(V1) + p* (V).

Si u(E,) = oo pour un certain n € N, alors le résultat suit. Sinon, si u(FE,) < oo pour tout n,
alors quelque soit € > 0 il existe un ouvert V,, tel que E, C V, et u*(V,,) < pu*(E,) + 27" le.
On définit V :=J,, V;, et on considere f € C.(RY;[0,1]) avec Supp(f) C V. Comme Supp(f) est
compact, il existe p € N tel que Supp(f) C U2 _, V.. En itérant (1.4.6), il vient

L(f) < p* (U Vn> < (V) <>t (En) +e.
n=0 n=0 n=0

Comme cette inégalité est satisfaite quelque soit f € C.(RY;0,1]) avec Supp(f) C V, et U, E, C

V', on en déduit que
w* <U En> <p (V)<Y pi(En) +e,

n=0 n=0

ce qui montre la dénombrable sous-additivité, le parametre € > 0 étant arbitraire. O

D’apres le Théoreme de Carathéodory (voir le Théoreme 1.3.3), la classe A des ensembles p*-
mesurables, i.e., ’ensemble des parties A C RY qui satisfont

p*(E) =p*(ENA) 4+ p*(E\A) pour tout E C RV,

est une tribu sur R, et la restriction p := pu*|4 de u* & cette tribu est une mesure. De plus, pour
tout A, B C RY avec dist(4, B) > 0, on a

W (AU B) = u*(A) + 1" (B).
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En effet, par sous-additivité de wp*, il suffit de montrer que p*(A U B) > p*(A) + p*(B). Soit
W C RY un ouvert tel que AU B C W. Comme dist(A, B) > 0, il existe des ouverts U et V tels
que ACU,BCV,UUV CWetUNV = 0. Soient f et g € C.(RY;[0,1]) des fonctions telles que
Supp(f) C U et Supp(g) C V. Comme Supp(f) N Supp(g) = 0, la fonction f + g € C.(RY;[0,1])
satisfait Supp(f 4+ ¢g) C U UV, et par définition de pu* sur les ouverts, on a

p (W) = p (UUV) = L(f +g) = L(f) + L(g)-
Par passage au supremum par rapport a f et g, on en déduit que
(W) = p"(U) +p*(V) = p(A) + p(B).

Par passage a 'infimum parmi tous les ouverts W O A U B, on obtient le résultat voulu. Une ap-
plication immédiate de la Proposition 1.3.4 montre que B(RY) C A. Par conséquent, la restriction
de 1 & B(RY) est une mesure Borélienne. Montrons & présent que p est une mesure de Radon.

Lemme 1.4.3. Pour tout compact K C RY, on a
w(K) =inf{L(g) : g€ C.(RY;[0,1]), g =1 sur K}.
En particulier, u(K) < co.

Démonstration. Soient K C RY un compact et g € C.(RY;[0,1]) telle que g = 1 sur K. Pour
tout 0 < ¢t < 1, I'ensemble V; := {g > t}, qui est ouvert, satisfait K C V; et f < t~'g pour tout
f € C.(RY:0,1]) avec Supp(f) C V;. Par conséquent, la croissance de L montre que

u(K) < u(Vy) = sup{L(f) : f € C.(RY;[0,1]), Supp(f) C Vi} <t "'L(g) < oo.
En faisant tendre t — 17, on obtient p(K) < L(g) et donc, par passage & I'infimum en g,
w(K) <inf{L(g): g € C.(RV;[0,1]), g =1 sur K}.

L’autre inégalité se montre en considérant un ouvert arbitraire U C Q contenant K. Si f €
C.(RM:[0,1]) est une fonction telle que Supp(f) C U et f = 1 sur K, il vient par définition de p*
sur les ouverts que

inf{L(g) : g € Cc(RY;[0,1]), g = 1 swr K} < L(f) < u(U),
puis, par passage a 'infimum par rapport a U, que
inf{L(g) : g € C.(RY;[0,1]), g =1 sur K} < pu(K),
ce montre la deuxieme inégalité. O
Nous sommes a présent en mesure de conclure la preuve du théoreme de représentation de Riesz.
Démonstration du théoréme 1.4.1. 11 reste a établir la propriété de représentation (1.4.3). Soit

f € C.(RY), par linéarité de L, il suffit d’établir que

L(f) < fdu. (1.4.7)
RN
Soit K := Supp(f) et [a, b] un intervalle compact de R qui contient f(K). Pour tout ¢ > 0, il existe
Yo, Yts---,Yn E Rtelsque yo < a =y1 < -+ < yp = b et maxy<i<n(yi — yi—1) < €. On définit,
pour tout ¢ € {1,...,n}
Bi = f(yi-1,ui]) N K.
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Comme f est continue, les ensembles B; constituent une partition Borélienne de K. D’apres la
propriété de régularité extérieure (1.4.5), il existe un ouvert V; contenant B; tel que u(V;) <
w(B;) + ¢/n. Par ailleurs, 'ouvert W; = f~(Jy; — &,y; + €[) contenant B;, on obtient en posant
U; = V; N W; un ouvert contenant B; et satisfaisant

w(U;) < w(B;) + E, supf <y;+epourtouti=1,...,n
n U;

Comme {U;}1<i<n est un recouvrement ouvert du compact K, on peut trouver une partition de
'unité subordonnée & ce recouvrement, i.e. des fonctions h; € C.(R™;[0,1]) telles que Supp(h;) C
Upet >0 1 h;=1sur K et

n
OSZhigl sur RY.
Par conséquent, f = >"1"  h;f et h;if < (y; +¢)h; dans RY, puis par linéarité et croissance de L,

il vient

n

L(f) = ZL(h f) < Z yi +)L(hi) = Y (lal +yi + &) L(hi) — |al ZL(h

=1

Comme Y " | hi € C.(RY;[0,1]) est telle que >_i | h; = 1 sur K, le Lemme 1.4.3 montre que

ZL(hi) =1L (Z hi) > p(K)

Par ailleurs, la définition de p* sur les ouverts (et donc de p) montre L(h;) < u(U;) < pu(B;) +¢/n,
de sorte que

Z (la| +y; +¢ (u(BZ) n %)  Jalp(K).

Comme {Bj,...,B,} est une part1t1on de K, on en déduit que

L(f) < Zy )+ e(|al + b + € + p(K))
< Zyz 11(B;) + e(lal + [b] + € + 2u(K))
<

;/Bifduﬂ(alﬂb e+ 2u(K))

[ £t ellal + bl ++ 25,

ce qui prouve (1.4.7), le parametre € > 0 étant arbitraire.

Etablissons enfin I'unicité. Soient 1 et uo deux mesures de Radon satisfaisant la conclusion du
théoreme de représentation de Riesz. Soient A C RN un Borélien, K C A un compact et V O A
un ouvert. D’aprés le Lemme d’Urysohn, on peut trouver une fonction f € C.(R™;[0,1]) telle que
f=1sur K et Supp(f) CV d’out 1 < f < 1y. Il vient alors

m(m:/RN 1Kdu1S/RNfdm:L(f):/RNfdqu/RN 1y dpz = (V).

Par régularité intérieure de p; et régularité extérieure de uo, il vient puq(A) < p2(A4). En inversant
les roles de uy et po, on en déduit que pi(A) = pa(A). O
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1.5 Théoréme de la classe monotone : unicité de mesures

Définition 1.5.1. On appelle classe monotone sur X toute famille ¥ de parties de X vérifiant :
(i) X € ¢;
(ii) SiA, Be% et AC B,alors B\ A€ %;
(iii) Si {An}nen est une suite croissante de P(X) (i.e. 4, C A,y1 pour tout n € N), alors
U, An €F.

Une tribu est toujours une classe monotone, mais la réciproque n’est pas forcément vraie.

Théoréeme 1.5.2. (de la classe monotone) Soit £ une famille de parties de X stable par
intersection finie et contenant X. Alors la classe monotone engendrée par € coincide avec la tribu
engendrée par £.

Démonstration. Notons € la classe monotone engendrée par £ et .7 la tribu engendrée par .
Comme 7 est une classe monotone contenant &, alors ¥ C 7. Il s’agit maintenant de montrer
l’autre inclusion.

Montrons d’abord que % est stable par intersection finie. Soit F € £ fixé et

¢ ={Ac¥: ANE € %}.

Comme F = X NE € &, on en déduit que X € €. Par ailleurs, si A, B € ér et A C B, alors
ANE €%, BNE €% et ANE C BNE, ce qui implique que (B\A)NE = (BNE)\(ANE) e ¥
et donc que B\ A € €g. Enfin si {A, },en est une suite croissante de €g, alorsona A, NE € €
et A, NE C Ap41 N E pour tout n € N, ce qui montre que (|J,, An) NE =J,(A, NE) € €, soit
U,, An € €g. On en déduit que €x est une classe monotone qui contient £ puisque € est stable
par intersection finie. Par conséquent, 4 C €g pour tout E € &, i.e.

ANE €% pourtout A€ € et tout E € €.

Soit maintenant B € € et
¢ :={Ac¥: ANBe%}.

On montre de méme que ép est une classe monotone qui, d’apres ce qui précede, contient £. Par
conséquent, € C €, ce qui signifie que

ANBe¥ pourtout A, Be€F.

Montrons a présent que % est une tribu. On sait déja que € contient X et que € est stable par
passage au complémentaire et intersection finie. Il s’ensuit que % est également stable par union
finie. Il reste & montrer que € est stable par union dénombrable. Soit { A, },cn une suite d’éléments
de €. Pour tout n € N on pose

™
k=0

Comme € est stable par réunion finie, il vient B,, € € pour tout n € N. La suite {B, }nen étant
croissante et ¢ étant une classe monotone, on en déduit que |J,, B, € €. Finalement, comme
U,, An = U,, Bn on en déduit que |J,, 4, € €.

Comme % est une tribu contenant £, on obtient I'autre inclusion .7 C €. O

On introduit maintenant la notion de pavé dans RYV.
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Définition 1.5.3. Un pavé ouvert (resp. fermé) P C R¥ est le produit cartésien de N intervalles
ouverts (resp. fermés) bornés de R :

N N
P= H]ai,bi[ <resp- P = H[ai,bi]> ;

avec a; < b; (resp. a; < b;) pour tout 1 <i < N.

En particulier, les boules By (z, ) pour la norme

sont des pavés de RY.

Corollaire 1.5.4. Soient A\ et p deux mesures de Radon sur RN qui coincident sur les pavés
ouverts. Alors A = p.

Démonstration. Soit € la famille des pavés ouverts dans RY. Clairement £ est stable par inter-
section finie. Montrons que la tribu .7 engendrée par £ est la tribu Borélienne sur RY. En effet,
on a tout d’abord l'inclusion .7 C B(RY). Pour montrer I'autre inclusion, on consideére un ouvert
U C R¥ et le sous ensemble dénombrable de &£

Fu ={(Bso(a,r) CU: acUNQ" et r € Q% }

de boules (pour la norme || ||« ) de centre rationnel et de rayon rationnel, incluses dans U. Siz € U
et R > 0 tel que By (7, R) C U, alors il existe a € UNQY tel que ||z —al|oo < R/4. De plus, il existe
r € Qf tel que R/4 <r < R/2, ce qui implique que x € By (a,r) et Boo(a,r) C By(x,R) C U.
On a donc montré que

v=|J B

BeFy

et donc que U € 7. Comme la tribu Borélienne est engendrée par les ouverts, on en déduit 'autre
inclusion B(RY) ¢ 7.

Pour tout n € N, et tout B € B(RN), on pose
M(B) :== X(BN] —n,n["), wBN]—n,n[™) = u.(B).
Comme A et u sont des mesures de Radon sur RY, on en déduit que ), et i, sont des mesures
Boréliennes finies sur RY. On définit
G0 = {A € BRY): Au(A) = pn(4)} C BRY),

Alors RY € €, car \,(RY) = A(]—n,n[N) = u(]—n,n["N) = p,(RY) puisque | —n,n[N € . Ensuite
si A, B € 6, sont tels que A C B, alors A, (B\A) = A\, (B)—An(A) = pin(B)—pin(A) = pn(B\A) ce
qui montre que B\ A € %,,. Enfin si { Ay }ren est une suite croissante de %,,, alors A\, (Ax) = pn(Ax)
pour tout k£ € N, puis passage a la limite quand k& — oo,

keN keN

ce qui montre que |J, Ax € €,. On a donc établi que €, est une classe monotone. Comme par

hypothese %, contient £, alors %,, contient la classe monotone engendrée par £ qui, en vertu du

théoreme de la classe monotone, coincide avec la tribu engendrée par £, i.e. la tribu Borélienne.

On a donc établi que %, = B(RY), i.e. A\,(B) = u,(B) pour tout Borélien B C RY, ou encore
A(BN] = n,n[Y) = u(BN] = n, ™).

Par passage a la limite quand n — oo, il vient A\(B) = u(B). O



