Chapitre 2

La mesure de Lebesgue

L’objet de ce chapitre est de montrer I'existence et I'unicité d’une mesure de Radon £V dans
RY satisfaisant

LLN(0,1) = 1
2. Pour tout x € RY et tout B € B(RY), LN (x + B) = LN(B).

La mesure LV s’appelle la mesure de Lebesgue.

2.1 On regle une fois pour toute la question de "unicité

Soient A et y deux mesures de Radon invariantes par translation telles que A([0, 1]V) = u([0,1]V) =
1. Montrons que A = pu.

Etape 1. Montrons tout d’abord que si a € Ret i € {1,...,N}, alors A({x; = a}) = 0. Nous
supposons pour simplifier que i = 1 et a = 0. Alors

n>1
On définit E,, := {x; = 0} N [-n,n]" et on observe que

M= U wmea+E)> |J (ne+E),

y1€[-n,n] y1€[—n,n]NQ

[-n,n

oll les ensembles Boréliens {y1e1 + Eyp}y, e[—n,njng sont disjoints deux & deux. Comme A est finie
sur les compacts, il vient en utilisant I'invariance par translation que

Z MER) = Z Myier + E,) = A U (y1ex + Epn) | < A([—n, n]N) < 0,

y1€[—n,n]NQ y1€[-n,n]NQ y1€[-n,n]NQ

ce qui n’est possible que si A(F,,) = 0 pour tout n € N. Par conséquent, en vertu de (2.1.1), on
obtient que A({z1 = 0}) = 0. On montre de méme que u({x; = 0}) = 0.

o= U <i+[o,i[N>,

ke{0,...n—1}N

Etape 2. Sin € N*, on a

17



18 CHAPITRE 2. LA MESURE DE LEBESGUE

ol les ensembles Boréliens dans 'union précédente sont deux a deux disjoints. Il vient alors que

1=X([0,1]%) = A([0,1[¥) = A U <ﬁ+@¢{>

kE{0s. -1}V
1Y 1Y 1N
_ oy A<k+[0,[>: 5 A<[0,U=nNA<[o,D,
n n n n
ke{0,...,n—1}N ke{0,...,n—1}N
d’ou A([0,1/n[Y) = n~N. On montre de méme que u([0,1/n[V) =n"".

Etape 3. Montrons a présent que A et u coincident sur les pavés de cotés rationnels. Soit @ :=
Hf\il[ai, b;] avec a; et b; € Q et a; < b; pour tout ¢ € {1,..., N}. Alors il existe des entiers n € N,
a; et B; € Z tels que a; = «;/n et b; = B;/n. Par conséquent,

Par ailleurs,

(i) (UL 0) (@ Gl

ot K :={keNVN:0<k; <g—1pourtoutiec {l,...,N}}. En utilisant de nouveau 'invariance
par translation de A, on obtient

(i) - 5 (il ) -2 (B3l

On obtient finalement que A(Q) = H@‘]\;(bi —a;) et on montre de méme que p(Q) = Hf\;(bi —a;).

Etape 4. Montrons enfin que A et u coincident sur tous les pavés. Soit Q := Hij\il[ai, b;] avec a;
et b; € R avec a; < b; pour ¢ € {1,..., N}. Il existe des suites {a]' },>1 et {b} }n>1 C Q telles que
a N\ a; et b b; quand n — oo, quelque soit i € {1,..., N}. Comme {Hi]il[a” b} nen est une

)
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suite croissante de pavés fermés dont I'union est le pavé ouvert [];_,]a;, b;[, on en déduit que

N N N
A (H[ai,bio = A (H}ai,bio = lim A (H[a?,b?}>

i=1 i=1 i=1

N
= nh_{%o H(bz —ai')

N i=1
= H(bi —ai)
- N N N
= lim p (H[%’ﬁ?]) =pu (H]ai,bi[> = <H[%bz‘]> :
=1 i=1 1=1

D’apres le théoréme de la classe monotone montre finalement que A(B) = u(B) pour tout B €
B(RN).

2.2 Deux constructions

2.2.1 Premieére approche par mesure extérieure

La premiere approche de nature purement géométrique consiste a voir la mesure de Lebesgue
comme une généralisation naturelle celle de volume. Il convient donc d’étudier au préalable la
notion de volume pour la classe élémentaires d’ensembles que sont les pavés.

Définition 2.2.1. Le volume d’un pavé ouvert ou fermé P = Hi]il(ai, b;) est donné par

N

1P| = [ (b — as).
i=1
Notons que si P est un pavé fermé tel que, pour un certain ig € {1,..., N}, on a a;, = b;,, alors

|P| = 0.

Le premier résultat ci-dessous montre que 'application volume est additive sur la classe des
pavés d’intérieurs deux a deux disjoints.

Lemme 2.2.2. Soit P = Hﬁil[ai,bi] un pavé fermé. Si, pour tout 1 < i < N, chaque intervalle
[a;, b;] est subdivisé en k; sous-intervalles

a; = a;0 < a;1 << g, = by,

; Lo N P

alors P se décompose comme la réunion de [[;_, k; pavés
Pjy iy = lor 1,015, ] X X an iy -1, an iy ]
d’intérieurs deux a deux disjoints
kN
P=J U BPiin:
Jji=1 jn=1

tels que

kn
|P| = Z Z |Pj17~~:jN|‘

Jji=1 Jn=1
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Démonstration. Pour tout 1 <i < N, on a

ki
bi—ai =Y (aij, — aij,-1)
Jji=1
de sorte que
[Pl = (br—a1)--(by —an)
k}l kN
= | D@y —arg0) || D (anjn —arjn—1)
Jji=1 jn=1

k1 kn
= > Y (ag —arg 1) (AN —any 1)

Jji=1 jn=1
k1 En
- 2 : E : |Pj17~--»jN|7
Ji=1 jn=1
N ) A = . . DEEEEY . — .
ou l'on a posé lew-ij = [O‘L]l_l’alv]l] X X [aN,]N—l a'N»]N]' O
On montre a présent que 'application volume est sous-additive sur la classe des pavés.

Lemme 2.2.3. Soient P, Py,..., P, des pavés tels que

m
rclr.
i=1
Alors

[P <> IR
=1

Démonstration. Comme 'intersection de deux pavés reste un pavé et que 'application volume est
croissante pour 'inclusion, on ne restreint pas la généralité en supposant que

P:O&
i=1

On prolonge chaque pavé a 'infini et on obtient ainsi n > m sous-pavés ﬁl, e ,137, de P d’intérieurs
deux a deux disjoints tels que, pour tout 1 < i < m, chaque P; satisfait

p=\Jp, P=JP,
jeu; P
avec JyU---UJy, ={1,...,n}. D’aprés le Lemme 2.2.2, on a
IPl=Y_ 1P, [PI=>_IPl.
Jj€J; j=1

Par conséquent, on a
m
|PI=> P,
i=1

ce qui montre le résultat voulu. O
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Nous pouvons & présent introduire la mesure (extérieure) de Lebesgue. Pour tout A C RY, on

pose
LY (A) := inf {Z |Q:|: AC U Qi, Q; cubes ouverts} .

1=0 1=0

A T'aide de la méthode I de construction de Carathéodory, on montre que £ est une mesure
extérieure. On notera £(R™) la tribu des ensembles LY -mesurables et £V la restriction de £V &
L(RM) qui est donc une mesure sur £(RY) en vertu du Théoréme de Carathéodory. Notons tout
d’abord que le volume d’'un cube étant invariant par translation, on en déduit que £Y (et donc
aussi £LV) est invariant par translation.

Montrons & présent que £(RY) contient la tribu Borélienne sur RY. Pour ce faire, établissons
que pour tout § > 0, on a

Ly (A) = ng(A) := inf {Z |Qi| : AC U Qi, Q; cubes ouverts, diam(Q;) < 6} (2.2
i=0

=0

Tout d’abord, il est clair que £Y(A) < EQZ;(A). Pour montrer 'autre inégalité, considérons des

cubes ouverts Q; = z;+] — 2, Z[N, i € N, tels que A C |J; Q. Soit k € N tel que 2v/N/k < §, on

décompose @Q; en I'union de cubes fermés @ij =X+ [—i, i}N, j € Ji, de c¢oté 1/k et d’intérieurs
deux a deux disjoints. D’apres le Lemme 2.2.2, on a

Card(J;) N

N =i

Pour ¢ € |0, 1[, on introduit le cube ouvert Q5; = x;;+] — ite L[N de sorte que Q; € U

et diam(Q5;) < VN(1+¢)/k < 2/N/k < 6. Par conséquent,

NA)giZ@fj—ZCard <1+5> 1+€N§:T‘f\] (1+¢) Z\Q|

i=0 jeJ; i=

JEJ:

Par passage a I'infimum parmi tous les cubes {Q; }ien, on obtient que £*N75(A) < (1+e)NLN(A)
puis, € étant arbitraire L*N,é(A) < LN(A).

Pour établir que B(RY) ¢ £(R"), montrons que LY (AU B) = LY (A) + LY (B) pour tout A,
B C R tels que d = dist(A, B) > 0. Soit {Q;}ien des cubes ouverts de diamétre plus petit que
d/3 et tels que AU B C |J, Q;. On pose

IA:{’L'EN:AﬂQi#@}, IB:{iEN:BﬂQ,’#@}

de sorte que 4 NIy =0, AC U, Qi et B C U, Qi Donc

STIQi = D 1Qil + > 1Qil = £ (4) + £V (B).
€N €14 i€lp
Par passage & infimum parmi tous les cubes {Q;}ien, il vient d’apres (2.2.1)

LY(AUB) =LY, 5(AUB) > LY (A) + LY (B).

L’autre inégalité étant toujours satisfaite par sous-additivité de la mesure extérieure £, on obtient
bien que LY (AU B) = LY (A) + LY (B). Nous sommes alors en position d’appliquer la Proposition
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1.3.4 qui montre B(RY) c L(RY), autrement dit, (la restriction & B(RY) de) £V est une mesure
Borélienne. Comme elle est de plus finie sur les compacts, £V est une mesure de Radon.

Il s’agit enfin de montrer que £V ([0,1]") = 1. En remarquant que [0,1]Y C Q. =] —¢,1 +¢[¥
pour tout € > 0, on en déduit par définition que

£N([0,1]7) = £([0,1]V) < |Q:] = (1 +2¢)¥

puis, par passage & la limite quand ¢ — 0, £V ([0,1]Y) < 1.
Pour montrer la deuxiéme inégalité, on considére un recouvrement dénombrable de [0, 1]V par
des cubes ouverts {Q; };en. Par compacité, on peut en extraire un sous-recouvrement fini : il existe

un entier m € N tel que
m
NclJai
i=0

D’apres le Lemme 2.2.3, on en déduit que

N S;IQZ-IS;IQ

Par passage a I'infimum parmi tous les recouvements de [0, 1] par des cubes ouverts, on en déduit
que 1 < £N([0,1]V).

2.2.2 Deuxieéme approche par intégrale de Riemann
On définit L : C.(RY) — R par
L= [ | f@.

ou l'intégrale précédente est prise au sens de Riemann. Clairement L est une forme linéaire positive
sur C.(R™) et d’apres le théoréme de représentation de Riesz, il existe une unique mesure de Radon
positive LV telle que

L(f) = f(z)dx = facy  pour tout f € C.(RY).
RN RN

On définit, pour tout n > 1 et tout z € RN, f,(z) := Hfil @%b (z;), on

0 si xT; ¢ [ai,bi],
1 si x; € aH—%,bi—%],
n(x; —a;) si oz € |ag,a; + % ,

—n(:vi—bi) si x; € bi—%,bi .

ot (i) =

Alors f,, € C.(RY) pour tout n > 1. Comme Xg. < fa<xq ol Q, = Hf\;l[ai +1/n,b; —1/n] et

Q= Hi]il]ai, b;[, en intégrant ces inégalités par rapport & la mesure de Lebesgue £V il vient
Y@< [ neat” = [ e <28Q) (2.2.2)
RN RN

Comme {Q,, }»>1 est une suite croissante de fermés dont 1'union est @, on en déduit que LV (Q,,) —
LN (Q). Par ailleurs, par construction de f,, son intégrale de Riemann peut étre calculée explici-

tement
/fn d;z:_/fn dx_H/a @b (1) dy = H( >
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Par passage a la limite dans (2.2.2), on obtient

ﬂN (H]ai, bl[> = H(bz — ai). (2.2.3)

=1 i=1
Montrons que pour tout i € {1,..., N} et tout a € R,
LY ({z; = a}) = 0. (2.2.4)

On suppose pour simplifier que i = 1 et a = 0. Alors, pour tout k > 1, on a {z; =0} ] —n,n[NC
] = 1/k,1/k[x] —n,n[N~1. D’apres (2.2.3), on a
2N N-1
LN ({21 = 0}n] — n,n[Y) < ”T
Pour n > 1 fixé, on fait d’abord tendre k — oo ce qui donne LY ({z; = 0}N ] — n,n["V) = 0, puis
par passage a la limite quand n — oo, on obtient LY ({z; = 0}) = 0.
Comme
N N N
[Tlas bl \ [ Jlas bslc | J{zi = ai} U {2 = b:})
1

=

i=1 i= i=

on en déduit que
N N
L (H[ai,bz’] \ H]%@'[) =0
i=1 i=1
de sorte que
N N N
L:N (H[a“bl]> = EN <H]ai, bl[> = H(bl — ai).
i=1 i=1 i=1
En particulier, en prenant a; = 0 et b; = 1 pour tout i € {1,..., N}, on obtient £V ([0,1]¥) = 1.
Il reste & montrer que £V est invariante par translation. Soit 2 € RY et V' c RY un ouvert.
1

Comme la translation 7, : y € RY + 2 +y est un homéomorphisme (d’inverse (,,)~! = 7_,), alors
x + V est ouvert et, par définition de LV sur les ouverts, on a

LYz +V)= Sup{/RN fly)dy: f € C.(RY;[0,1])), Supp(f) C = + V}-

Soit f € C.(R™M;[0,1]) telle que Supp(f) C x + V. En posant g(z) := f(z + 2), on obtient que
g € C.(R¥Y;[0,1]) satisfait Supp(g) C V et donc, par définition de LN (V'),

= —x = N .
RNf(y)dy—/RNg(y ) dy /RNg(y)dyﬁﬁ(V)

Par passage au supremum parmi toutes les fonctions f, il vient LN (x + V) < LN(V). Par
conséquent, LN(V) = LN (—z + (z + V) < LN (2 + V), ce qui montre que LN (z + V) = LN(V).
Par suite, en utilisant la régularité extérieure de la mesure de Lebesgue, on obtient que pour tout
B € B(RY),

LN (z + B) inf{LN(V): =+ B CV, V ouvert}
inf{LN(—~x+V): BC —z+V, V ouvert}
> inf{£N(U): B CU, U ouvert}

= LN(B).

Pour établir I'autre inégalité, on remarque que £V (B) = LN (—z + (z + B)) > LN (z + B).

\%
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2.3 Points de Lebesgue

Dans la suite, nous allons considérer des familles F de boules ouvertes qui recouvrent un ensemble
ACRN.

Théoréme 2.3.1 (Recouvrement de Vitali). Soit A C RY un ensemble Borélien et F un
recouvrement de A par des boules ouvertes. Pour tout o < LN (A), il existe des boules By, ..., B, €
F deuz a deux disjointes telles que

m

> LY(B;) >3 Na.
i=1
Démonstration. D’apres la Proposition 1.1.4, il existe un compact K C A tel que LY (K) > a.

Puisque F est un recouvrement ouvert du compact K, il existe un sous-recouvrement fini, i.e., des
boules B, ..., B, € F telles que K C Ui, B;. Soit By € {Bi,...,B,} la boule de plus grand

rayon, Bs € {Bl, e Bn} la boule de plus grand rayon disjointe de By, Bs € {Bl7 e Bn} la boule
de plus grand rayon disjointe de By U By. On continue cette procédure un nombre fini m de fois
avec m < n. Si B; € {B,..., By}, alors par construction, il existe 1 < j < m tel que B; N B; # (.
Par ailleurs, si j est le plus petit tel indice, on a forcément que diam(é ) < diam(B;) et donc, en
notant B; = B(x;,7;), on a B; C B(x;,3r;). Par conséquent, K C Ujz, B(xj,3r;) et

a < LN(K) <> LN (B(z;,3r;) =3V > LN (B;)
j=1 j=1
ce qui conclut la preuve du résultat. O

Corollaire 2.3.2 (“Presque-recouvrement” de Vitali). Soit U un ensemble ouvert de RN tel
que LN (U) < oo. Pour tout § > 0, il existe une famille dénombrable {B;};en de boules ouvertes
deuz & deux disjointes telles que B; C U et diam(B;) < & pour tout i € N, et

LN (U\ U Bi> =
1€EN

F1 := {boules ouvertes B C U, diam(B) < §}

Démonstration. On pose

ce qui définit un recouvrement de U. D’apres le Théoreme de Recouvrement de Vitali, il existe
Bi,..., By, € F deux a deux disjointes telles que

ZcN >3 NNy - ).

Par conséquent,

N (U\ UBZ) =N (U\ U B,») ZLZN [1-3"N1-8))cN W) =6LNU),
i=1 i=1

ot 'on a posé 6 :=1—37"N(1—§) €]0,1[. On définit I'ouvert Us := U \ U2, B; et

Fo = {B e Fi: BCU,, diam(B) < (5}
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Le méme argument que précédemment montre l’existence de boules By, 41, ..., Bm, € F2 deux a
deux disjointes telles que

Ly (U\ GBi> =N <U\ mU Bi> =N (UQ\ mU Bl-) < 0LN(Uy) < 62LN(U).
i=1

i=1 i=my+1
Notons que les boules By, ..., Bn,, Bm,+1,- .-, Bm, sont deux a deux disjointes. On montre ainsi
par récurrence que, pour tout k € N, il existe des boules ouvertes B, ..., B, € F deux a deux

disjointes telles que
mi
LN (U\ U Bi> <0+ LN ().
i=1
Le résultat suit par passage a la limite quand k — oo puisque 6 € ]0,1[ et LV (U) < oo. O

Soit f € LY(RY), on définit la fonction mazimale de Hardy-Littlewood par

1
Mf(x) = SUD N (B (x)) /BT(I) |f(y)| dy.

Lemme 2.3.3. La fonction M f est Borélienne sur RY.
Démonstration. On constate tout d’abord que la fonction
@) g [ 1wl
T, T SNTD o y)lay
LN(By (%)) JB, ()

est continue sur RY x ]0, +oco[. En effet, on a d’abord que (z,7) — LY (B,(x)) = wyr est bien
continue sur RY x ]0, +oc[. Par ailleurs, si (z,7;) — (z,7), on a que 1B, («;)(y) = 1B,(2)(y) pour
tout y € RV \ B,.(z) avec LY (0B,(z)) = 0. Par convergence dominée, on en déduit alors que

/ F)ldy — / F@) dy.
B, (z;) B.(x)

J

On peut alors écrire que

1
Mf(r) = TSG%R W /Br(a:) |f(y)| dy,

ce qui permet de montrer que M f est un supremum dénombrable de fonctions continues. C’est en
particulier une fonction Borélienne. O

Proposition 2.3.4. Pour tout f € L*(RY) et tout t > 0

3N
eNqus > ) < [ 1wl
RN
Démonstration. On considere 'ensemble Borélien A = {M f > t}. Par définition de la fonction

maximale, pour tout x € A, il existe un r,, > 0 tel que

1
LN (B, (z)) /Brm(z) |f(y)ldy > t.
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La famille F = {B, (), © € A} forme un recouvrement A par des boules ouvertes. Le Théoréeme
de recouvrement de Vitali montre alors que pour tout @ < LN (A), il existe un nombre fini de
boules By, ..., By, € F deux a deux disjointes telles que

Z LN (B;) >3 Na.

Par conséquent,

a<3NZ£N <§m:/ |fly \dm<—/ y)| da,

i=1

ce qui conclut la preuve du résultat. O

Théoréme 2.3.5 (Différentiation de Lebesgue). Soit f € L' (RY). Alors pour LN -presque

tout © € RV,
1
t v [ 1)~ f@)ldy=o.
r—=0 LN (B, (7)) B, (z)
En particulier,

1
@) = lim s /B s

Démonstration. Par densité de C.(RY) dans L*(RY), pour tout e > 0 il existe une fonction g €
C.(RN) telle que

/ |f —gldy <e.
RN
Comme g est uniformément continue, on a pour tout x € RY,

1
B B 190 9@y =0

Par conséquent,

[f(y) = f(z)] dy

lim sup

1
r—0 m /Br(x)

< limsup (M(;()) [, 15 = swldy+ g [ o)~ g@ldy + o) - f<x>|>
< M(f - g)(@) + lg(o) — S @)

Il vient alors par la Proposition 2.3.4 et 'inégalité de Markov,

N N': limsu ; — f(x
L <{$ eER":1 r_>0p LN (B, (z)) /Br(a:) |f(y) — f(2)|dy > t})
< LNAM(f —g) > t/20) + LY{|f — gl = t/2})

23N 2 2e(3N +1
<25 [ -slay+d [ 1r-glay< 2
RN RN

t t
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En faisant tendre ¢ — 0, on obtient que pour tout ¢ > 0,

N N . Jim su 1 ~ f(x —

puis, par passage a la limite quand ¢ — 0,

N N': limsu ; — f(x =
£ ({fGR : 17__>0p LN (B, (z)) -/Br(a;)|f(y) f( )|dy>0}> 0,

ce qui montre effectivement le résultat voulu.

27
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