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Chapitre 1

Construction de mesures

1.1 Quelques éléments de théorie de la mesure
On rappelle les définitions suivantes. Etant donné un ensemble X, on désigne par P(X) 'en-
semble des parties de X.

Définition 1.1.1. Une tribu (ou o-algébre) sur X est une sous famille A de P(X) vérifiant :
(i) D e A;
(ii) si A€ A, alors X \ A € A;
(iii) si {An}nen est une suite d’éléments de A, alors |, oy An € A.

Le couple (X,.A) est appelé espace mesurable.

Définition 1.1.2. Une mesure est une application p : A — [0, 00] qui satisfait

(i) u(0) =0;

(ii) si {Ap}nen est une suite d’ensembles dans A deux & deux disjoints,
2 <|\J—An> ::jgzli@4n)
neN n=0

Le triplet (X, A, 1) est appelé espace mesuré.

On rappelle les propriétés suivantes des mesures, qui seront utilisées systématiquement par la
suite.

Proposition 1.1.3. Soit (X, A, 1) un espace mesuré et { Ay tnen est une suite dans A. Alors

1
p (U An> < uAn);

neN n=0

2. si A, C Apg1 pour tout n € N,

1% <l2é44n> ::n@ggllb4n%
3. si Apy1 C A, pour tout n € N et p(Ap) < oo,

I (ﬂ An> = lim p(4,).

)
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Si X est un espace topologique, on désigne par B(X) la tribu Borélienne sur X, i.e. la plus
petite tribu contenant les ouverts de X. Une mesure définie sur la tribu B(X) s’appelle une mesure
Borélienne. Une mesure Borélienne finie sur les compacts s’appelle une mesure de Radon.

Les mesures de Radon jouissent de propriétés de régularité permettant d’approcher la mesure
d’un Borélien par la mesure d’ouverts ou de fermés.

Proposition 1.1.4. Soit i une mesure de Radon sur RYN. Alors, pour tout Borélien A C RN

w(A) = sup{u(K): K C A, K compact},
= inf{u(U): ACU, U ouvert}.

Démonstration. Commengons par montrer ’approximation intérieure par un compact. On suppose
tout d’abord que pu(A) < oo et on pose v(B) := u(A N B) pour tout Borélien B C RY, ce qui
définit une mesure Borélienne finie sur RV

On considere la famille

F = {B  RY Borélien : pour tout € > 0, il existe

un fermé C' C B tel que v(B\ C) < 6}.

La famille F contient évidemment les ensembles fermés.
Montrons que F est stable par union et intersection dénombrable. Soit donc { By, },en une famille
d’éléments de F. Pour tout € > 0 et tout n € N, il existe un ensemble fermé C,, C B,, tel que

9

L’ensemble C' := (), C,, est fermé et

(@9 9) (0] ((9) () B

ce qui montre que (), B, € F. Par ailleurs, comme v est une mesure finie, on a

({091 (00)) (02):(5)

(G(Bn\c ) f: (Bu\ C)
b =

[=}
w\m

n=

Pour m assez grand, on a donc en posant C' := J"_, C,

(@) )

ce qui montre, C’ étant fermé, que J,, B, € F.

Soit U un ouvert de RY. Montrons que U est I'union dénombrables de fermés. Pour ce faire, on
considere la famille F des boules fermées B(x,7) dans RY centrées en z € QN et de rayon r € Q.
La famille F est dénombrable et U étant ouvert, on a

U BcU.

BeF, BCU
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Pour montrer I'autre inclusion, on utilise la densité de Q dans R. Soit donc z € U et R > 0 tel que
B(z,R) C U. 1l existe alors £ € Q¥ N B(x, R/4) et 7 € QT tels que R/4 < 7 < R/2 de sorte que
x € B(z,7) C B(x,R) C U, ce qui montre que

U BoU

BEF, BCU

et donc I'égalité. On en déduit que F contient tous les ouverts de RY.
Posons a présent
G:={BeF: “BeF}

de sorte que RY € G et G est stable par union dénombrable. Par conséquent, G est une tribu.
Comme les ouverts sont contenus dans G, on en déduit que la tribu G contient la tribu Borélienne.
Par conséquent, pour tout B C RY Borélien et tout & > 0 il existe un ensemble fermé C' C B tel que
v(B\C) < . En particulier, pour B = A, on obtient un fermé C' C A tel que p(A\C') < €. Pour tout
n € N, on pose K,, := C N B(0,n) qui est un compact inclu dans A. Comme p(C) < p(A) < 00),
on a lim, ,u(C \ K,) = 0. Pour n assez grand, on obtient donc un compact K, C A tel que
WA\ K,) <

Si pu(A) = oo, on décompose A = [J;(ANCj) ou C; = {z € RY : j <|z| < j+1}. Comme u est
une mesure de Radon 1(ANC;) < oo pour tout j € N. Par ce qui a été montré précédemment, il
existe un compact K; C AN Cj tel que u(K;) > u(ANCj) —279. Par convergence monotone,

nll)n;ou UK =pu U Z,u Z( (ANnCy) 21j):oo:,u(A).

j=0 JEN JjEN JEN

Comme U;L:O K; est compact, on obtient ainsi I’approximation intérieure par des compacts.

Montrons maintenant 'approximation par 'extérieur a 'aide d’ouverts. Si u(A) = oo, il suffit de
considérer 'ouvert U = R™. On peut donc supposer que p(A) < oo. Pour tout n € N, 'ensemble
B(0,n) \ A étant un Borélien de mesure finie (car p est finie sur les compacts), 1'étape précédente
montre lexistence d’un fermé C,, C B(0,n) \ A tel que

3

u((B(0,n) \ A)\ Cp) < il
Posons U,, = B(0,n) \ C,, qui est un ouvert avec B(0,n) N A C U, et tel que

M(Un \ (A n B(07n)) < W

Si on pose U :=J,, Up qui est un ouvert, on obtient que A C U et

pUNA) <Y nUn\A) <Y n(Un\ (AN B(0,) <&

neN neN

ce qui conclut la propriété de régularité extérieure. O

1.2 Pourquoi ne peut-on pas mesurer toutes les parties de
R?

Une mesure priviliégiée dans I’espace euclidien RN est la mesure de Lebesgue qui correspond
intuitivement a la notion de volume. Nous démontrerons au chapitre 2 son existence de diverses
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manieres. Avant cela, il convient de noter que cette mesure, temporairement notée A en dimension
N =1, doit satisfaire certaines propriétés comme l'invariance par translation ainsi que la formule
usuelle pour la longueur d’un intervalle A([a,b]) = b — a.

Nous allons montrer qu’'une telle mesure, si elle existe, ne peut pas étre définie sur toutes les
partie de R. L’exemple suivant, di a Vitali, montre en fait ’existence d’un ensemble non Lebesgue
mesurable.

Pour ce faire, on introduit la relation d’équivalence sur [0, 1] par

x~y sietseulementsi z—ye€Q.

On note [z] la classe d’équivalence de x qui est un sous-ensemble de [0, 1]. L’ensemble des classes
d’équivalences définit une partition de [0,1]. A laide de I'axiome de choix, on construit un sous-
ensemble V' de [0, 1], appelé ensemble de Vitali, qui ne contient qu'un et un seul élément de chaque
classe d’équivalence.

Soit D := QN [—1,1] qui est dénombrable. Pour ¢ € D, on pose V;, = ¢ + V de sorte que
Vy € [-1,2]. Pour tout y € [0, 1], par définition de V, il existe un unique = € V tel que y € [z].
Par conséquent, il existe un rationnel ¢ € Q tel que y — & = ¢g. De plus comme z et y € [0, 1], on a
que q € [—1,1] ce qui montre que ¢ € D et y = g+ = € V. On en déduit alors que

0.1 c |V, cl-1,2].
qeD

Supposons maintenant que V' est Lebesgue mesurable de sorte que chaque V; 'est aussi pour tout
q € D. Par passage a la mesure de Lebesgue \ dans les inclusions précédentes, il vient

1<x v <3 (1.2.1)
qeD

Notons que si g et ¢’ € D sont tels que ¢ # ¢, alors V, N Vy = ). En effet, si tel n’était pas le cas,
il existerait y € V, NV, et donc des éléments = et 2’ € E tels que

y=q+z=q+2"

On en déduirait alors que v — 2’ = ¢’ — ¢ € Q ce qui impliquerait que x = 2’ puisque V contient
un unique élément de chaque classe d’équivalence. Par suite, on obtiendrait que ¢ = ¢’ ce qui est
absurde. Les ensembles V, étant donc deux & deux disjoints, il vient que

MUV =200 =D Ma+V) =D AV),

qeD qeD qeD qeD

ou l'on a utilisé I'invariance par translation de A. Si A(V') > 0, on obtient alors que

A Uvq = o0,

qeD

ce qui contredit la deuxieéme inégalité de (1.2.1). Si, en revanche, A(V) = 0 on obtient alors que

M Uw| =0

qeD

ce qui contredit la premiére inégalité de (1.2.1). Dans tous les cas, on obtient une contradiction,
ce implique que ’ensemble V' ne peut étre Lebesgue mesurable.
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1.3 Mesures extérieures

Pour pouvoir “mesurer” toutes les parties d’un ensemble, il convient d’affaiblir la notion de
mesure en celle de mesure extérieure. Dans cette section, on désigne par X un ensemble et par
P(X) I'ensemble des parties de X.

Définition 1.3.1. Une application p* : P(X) — [0, oc] est appelée mesure extérieure si elle vérifie
() 1 (0) = 0;
(ii) Pour tout A, B € P(X) tels que A C B, on a p*(A) < p*(B);
(iii) Pour toute suite {4, }nen de P(X), on a

w (U An) <Nt (An).

neN neN

Si une mesure sur la tribu triviale P(X) est toujours une mesure extérieure, la réciproque n’est
pas forcément vraie. Toutefois il est possible de restreindre p* a une tribu sur laquelle p* est une
mesure.

Définition 1.3.2. Un ensemble A € P(X) est dit p*-mesurable si pour tout E € P(X), on a
p(E) = p (ENA)+p"(E\ A).

Par sous-additivité d’une mesure extérieure, pour vérifier qu'un ensemble A est p*-mesurable,
il suffit de montrer que
p(E) = p (ENA)+p"(E\ A)

pour tout E € P(X) tel que p*(F) < oo.

Théoréme 1.3.3. (de Carathéodory) Soit u* une mesure extérieure sur un ensemble X. Alors
la classe A des ensembles p*-mesurables est une tribu et la restriction de u* a A est une mesure.

Démonstration. Montrons tout d’abord que A est une tribu. Clairement, on a ) € A car u*() = 0.
Par ailleurs A est stable par passage au complémentaire puisque EN(X\A) = E\Aet E\(X\A) =
E N A. 1l reste donc & montrer que A est stable par union dénombrable.

Vérifions d’abord que A est stable par réunion et intersection finie (ce qui fera de A une algebre).
Si A; et As sont p*-mesurables, par sous-additivité de p*, on a pour tout E € P(X),

pi(E) = p(ENA)+p'(E\ A
= pH(ENAN+p (BN A1) NA) +p"((E\ Ar) \ A2)
= W(ENA)+p (ENAy\ Ay) +p7 (B (A4 U Ap))
> pH(EN (AU Az)) +u (B (AL U Ap)),

ce qui montre que A; U A; € A. Par passage au complémentaire, on en déduit que A1 N Ay € A,
puis que A; \ A; € A.

Soit maintenant { A, },en une suite d’éléments de A, posons A = | J,, A, et montrons que A € A.
On définit Ay = A puis 4], = A,\U,,,<,, Am pour tout n > 1; A étant une algebre, on obtient ainsi
une suite {A} },,en d’ensembles dans A disjoints deux & deux et de réunion | J,, A}, = J,, A» = A.

Posons B, = |J;.«,, A}, € A, on obtient alors pour tout £ € P(X)

pW(ENBpy1) = p(ENBpy1NBy)+p"(ENBuy1 \ By)
= p(ENB,)+p (EN A;H-l)a
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car les A/, sont deux & deux disjoints. Ceci établit par récurrence que pour tout n € N,
n
“(ENB,) =Y u(ENA,). (1.3.1)
k=0

Les ensembles B,, étant p*-mesurables, on a
0¥ (B) = 1i*(E N Bo) + " (B \ By)

ce qui implique, par (1.3.1) et croissance de p* (B, C A), que
n
> uH(ENAL) +pt(E\A),
k=0

Par passage a la limite quand n — co et sous-additivité de la mesure extérieure p*, il vient

o0

()= 3 (BN AY) + pf (BN A) > 1* (BN A) + p*(E\ A), (13.2)
k=0

ce qui montre que A € A et donc que A est une tribu.
Si les A, sont disjoints deux a deux, alors A/, = A,, pour tout n € N. En prenant E = A dans

(1.3.2), on obtient
Do (AR) = H(A),
k=0

ce qui montre que p* est une mesure sur A. O

Si & présent (X, d) est un espace métrique (que 'on peut donc munir de la tribu Borélienne,
B(X), engendrée par les ouverts), le résultat suivant donne un critére assurant la p*-mesurabilité
des ensembles Boréliens de X.

Proposition 1.3.4. Si, pour tout A, B C X avec dist(A,B) >0, on a
W(AUB) = 1" (4) + 5 (B), (1.3.3)
alors B(X) C A.

Démonstration. Puisque la tribu Borélienne B(X) est engendrée par les fermés, il suffit de montrer
que tous les fermés de X sont p*-mesurables. De plus, par sous-additivité de p*, il suffit d’établir
que si C' C X est fermé,

p(E) > p(ENC)+p*(E\C) pour tout E C X tel que p*(E) < oc.

On pose pour tout n > 1,

C, = {xeX: dist(z, C) < 1}.

n
Comme dist(E \ C,,, ENC) > 1/n > 0, 'hypotheése montre que

p(ENCp) +p(ENC) = p"(E\ Cp) U(ENC)) < p*(E). (1.3.4)

b

Posons

1
= D — i <
Ry {x cF T < dist(z,C) <

=
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Comme dist(R;, R;) > 0 dés que |j —i| > 2, on a

> (Rox) = p* (U R%) < pH(E) < oo,

k=1 i=1
et

-

> (Ropsar) = p* (
k=0 0

pour tout m > 1, d’out Y 7, p*(Ry) < 2p*(E) < oo. Comme C est fermé, on a E\C = (E\ C,)U
Uan Ry, et donc, par sous-additivité de u*,

H(E\Cy) S p*(B\C) < p* (BN Ca) + ) 17 (Ry),

k>n

R2k+1> < p'(E) < o,

2

puis par passage a la limite quand n — oo, p*(E \ C,) — p*(E \ C). Enfin, en faisant tendre
n — oo dans (1.3.4), il vient

Ww(E) > u*(ENC) + ' (B\ C)

ce qui montre effectivement la p*-mesurabilité de C. O

1.4 Les mesures par dualité
On désigne par C.(R™) I’ensemble des fonctions continues f : RY — R dont le support, noté

Supp(f) :={z € RN : f(x) # 0},

est un ensemble compact. Toute mesure de Radon u définit une forme linéaire sur 'espace C.(R™Y).
En effet, si f € C.(RY), l'intégrale

Jdp
RN

est bien définie puisque, en notant K = Supp(f), on a

[ V1 < ) e 7] < o
K K
Par conséquent, ’application
L:f— / fdu
RN
définit une forme linéaire positive C.(RY), i.e.,

L(af + Bg) = aL(f) + BL(g) pour tout f, g € C.(RY) et tout , 8 € R, (1.4.1)
L(f) >0 pour tout f € C.(RY) avec f > 0.

Nous allons en fait montrer que toute forme linéaire positive sur I'espace C.(R™) peut étre
représentée de fagon unique par une telle mesure.

Théoréme 1.4.1 (de représentation de Riesz). Soit L : C.(RY) — R une forme linéaire
positive (i.e. qui satisfait (1.4.1) et (1.4.2)). Alors, il existe une unique mesure de Radon p sur
RN telle que

L(f) = /Qfdu pour tout f € C.(RY). (1.4.3)
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Pour tout ouvert V C RV, on définit

(V) = sup{L(f) : f € C.(RY;[0,1]), Supp(f) C V}. (14.4)

Si U C V, alors p*(U) < p*(V) de sorte que l'on peut étendre p* & n’importe quel ensemble
E c RY en posant

p*(E) =inf{u*(V): ECV, Vouvert} pourtout E € P(RY) (1.4.5)
Lemme 1.4.2. La fonction d’ensemble p* : P(RN) — [0, +00] est une mesure extérieure.

Démonstration. On a évidemment que p*()) = 0 et p* est une fonction croissante d’ensemble,
i.e. si E C F, alors p*(E) < p*(F). Il s’agit a présent de montrer que p* est dénombrablement
sous-additive, i.e., pour toute suite {E, },en de sous-ensembles de RY, on a

lﬁ (LJ E%) < E:lﬁ(E%)
n=0 n=0
Montrons d’abord que si V; et V5 sont des ouverts de RY,
p(ViuVa) < p* (Vi) + p* (Va). (1.4.6)

Soit g € C.(RY;[0,1]) avec Supp(g) C V3 UVa. Soient f; et fo € C.(RY;0,1]) telles que Supp(f1) C
Vi, Supp(fa) C Vo et fi + fo = 1 sur Supp(g). Par conséquent, pour i = 1, 2, fig € C.(RY;[0,1]),
Supp(f;) C Vi et g = fig + fog de sorte que, par linéarité de L et la définition de p*,

L(g) = L(f19) + L(f29) < p* (V1) + p* (Va).

Par passage au supremum en g, on obtient u* (Vi U Va) < u*(Vy) + u*(Va).

Si u(Ey,) = oo pour un certain n € N, alors le résultat suit. Sinon, si u(E,) < oo pour tout n,
alors quelque soit € > 0 il existe un ouvert V,, tel que E, C V,, et u*(V,,) < u*(E,) +27 " le.
On définit V := |, Vi, et on considere f € C.(RY;[0,1]) avec Supp(f) C V. Comme Supp(f) est
compact, il existe p € N tel que Supp(f) C UV _, Vy. En itérant (1.4.6), il vient

P

L(f) < ( Vn> <Y (Vo) €D (Bn) +e.
n=0 n=0 n=0

Comme cette inégalité est satisfaite quelque soit f € C.(R™;[0,1]) avec Supp(f) C V, et U,, E, C

V', on en déduit que
pw <U En> <p (V)<Y ui(Bn) +e,
n=0 n=0

ce qui montre la dénombrable sous-additivité, le parametre € > 0 étant arbitraire. O

D’apres le Théoreme de Carathéodory (voir le Théoreme 1.3.3), la classe A des ensembles pi*-
mesurables, i.e., 'ensemble des parties A C RV qui satisfont

p*(E) = p*(ENA)+u*(E\A) pour tout E C RV,

est une tribu sur RV, et la restriction p := pu*| 4 de pu* & cette tribu est une mesure. De plus, pour
tout A, B C RY avec dist(A, B) >0, on a

(AU B) = i (A) + p* (B).
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En effet, par sous-additivité de p*, il suffit de montrer que p*(A U B) > p*(A) + p*(B). Soit
W C RY un ouvert tel que AU B C W. Comme dist(A4, B) > 0, il existe des ouverts U et V tels
que ACU,BCV,UUV CWetUNV = . Soient f et g € C.(RY;[0,1]) des fonctions telles que
Supp(f) € U et Supp(g) C V. Comme Supp(f) N Supp(g) = 0, la fonction f + g € C.(RV;[0,1])
satisfait Supp(f +¢) C U UV, et par définition de p* sur les ouverts, on a

W W)z p*(UUV) 2 L(f +g) = L(f) + L(g).
Par passage au supremum par rapport a f et g, on en déduit que
pr (W) =z p*(U) +p*(V) 2 p*(A) + p*(B).

Par passage a I'infimum parmi tous les ouverts W O A U B, on obtient le résultat voulu. Une ap-
plication immédiate de la Proposition 1.3.4 montre que B(RY) C A. Par conséquent, la restriction
de p & B(RY) est une mesure Borélienne. Montrons & présent que p est une mesure de Radon.

Lemme 1.4.3. Pour tout compact K C RN, on a
w(K) =inf{L(g): g € C.(RV;[0,1]), g =1 sur K}.
En particulier, u(K) < oo.

Démonstration. Soient K C RY un compact et g € C.(RY;[0,1]) telle que g = 1 sur K. Pour
tout 0 < t < 1, 'ensemble V; := {g > t}, qui est ouvert, satisfait K C V; et f < t~1g pour tout
f € C.(RY:[0,1]) avec Supp(f) C V;. Par conséquent, la croissance de L montre que

p(K) < u(Vy) = sup{L(f) : f € Ce(RY;[0,1]), Supp(f) C Vi} <t 'L(g) < oo.
En faisant tendre t — 17, on obtient u(K) < L(g) et donc, par passage & l'infimum en g,
w(K) <inf{L(g): g € C.(RV;[0,1]), g = 1 sur K}.

L’autre inégalité se montre en considérant un ouvert arbitraire U C ) contenant K. Si f €
C.(R™:1[0,1]) est une fonction telle que Supp(f) C U et f = 1 sur K, il vient par définition de u*
sur les ouverts que

inf{L(g) : g € C.(RV;[0,1]), g = 1 sur K} < L(f) < p(U),
puis, par passage a l'infimum par rapport a U, que
inf{L(g) : g € Cc(RY;[0,1]), g =1 sur K} < u(K),
ce montre la deuxieme inégalité. O
Nous sommes a présent en mesure de conclure la preuve du théoreme de représentation de Riesz.
Démonstration du théoréme 1.4.1. 1l reste & établir la propriété de représentation (1.4.3). Soit

f € C.(RY), par linéarité de L, il suffit d’établir que

L(f)< | fdu (1.4.7)
RN
Soit K := Supp(f) et [a,b] un intervalle compact de R qui contient f(K). Pour tout € > 0, il existe
Yo, Y1,---,Yn E R tels que yp < a = y1 < --+ < yp, = b et maxy<;<n(¥i — yi—1) < €. On définit,
pour tout ¢ € {1,...,n}
Bi = [ (Jyi1,4:) N K.
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Comme f est continue, les ensembles B; constituent une partition Borélienne de K. D’apres la
propriété de régularité extérieure (1.4.5), il existe un ouvert V; contenant B; tel que p(V;) <
w(B;) + &/n. Par ailleurs, I'ouvert W; = f~!(Jy; — ¢, y; + ¢[) contenant B;, on obtient en posant
U; = V; N W; un ouvert contenant B; et satisfaisant

w(U;) S,u(BZ')—l—E7 supf <y;+epourtouti=1,...,n
n U;

Comme {Ui}1gign est un recouvrement ouvert du compact K, on peut trouver une partition de
'unité subordonnée & ce recouvrement, i.e. des fonctions h; € C.(RY;[0,1]) telles que Supp(h;) C

Ujet >0 1 h; =1sur K et
SZhiSI sur RV,
-1

1=
Par conséquent, f = > h;f et h;f < (y; +¢)h; dans RN, puis par linéarité et croissance de L,
il vient

n

L(f) = 3 L(f) < _Z yi+ &) L(hi) =D (lal +yi +2)L(hi) = |a] 3 _ L(

i=1

Comme 7" | h; € C.(RY;[0,1]) est telle que > h; = 1 sur K, le Lemme 1.4.3 montre que

> L) =1 (Z h) > u(K)

Par ailleurs, la définition de u* sur les ouverts (et donc de p) montre L(h;) < u(U;) < u(B;) +¢/n,
de sorte que

i la| +y; +€) ( (BZ)+%) — |a|u(K).

Comme {Bj, ..., B,} est une partition de K, on en déduit que

L(f) < Zyzu ) +e(lal + [b] + & + u(K))

IN

Zyz 1 i(Bs) + e(lal + |b] + € + 2u(K))

IA

;/Bifdwrdla +[b] + € + 2u(K)

- /RNfdu+e(\a| + |b] + & + 2u(K)),

ce qui prouve (1.4.7), le parametre £ > 0 étant arbitraire.

Etablissons enfin I'unicité. Soient w1 et po deux mesures de Radon satisfaisant la conclusion du
théoreme de représentation de Riesz. Soient A C RY un Borélien, K C A un compact et V O A
un ouvert. D’aprés le Lemme d’Urysohn, on peut trouver une fonction f € C.(R™;0,1]) telle que
f=1sur K et Supp(f) CV d’ott 1 < f < 1y. Il vient alors

ul(K):/RN lxdulS/RNfdul:L(f):/RNfdugé/RN 1y dps = pa(V).

Par régularité intérieure de iy et régularité extérieure de pa, il vient pi(A) < p2(A). En inversant
les roles de py et pg, on en déduit que puq(A) = ua(A). O
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1.5 Théoréeme de la classe monotone : unicité de mesures

Définition 1.5.1. On appelle classe monotone sur X toute famille ¥ de parties de X vérifiant :
(i) X € ¢
(ii) Si A, Be € et AC B, alors B\ A€ ¥ ;
(i) Si {An}nen est une suite croissante de P(X) (i.e. A, C Any1 pour tout n € N), alors
U, An €F.

Une tribu est toujours une classe monotone, mais la réciproque n’est pas forcément vraie.

Théoréme 1.5.2. (de la classe monotone) Soit £ une famille de parties de X stable par
intersection finie et contenant X. Alors la classe monotone engendrée par £ coincide avec la tribu
engendrée par E.

Démonstration. Notons € la classe monotone engendrée par £ et 7 la tribu engendrée par £.
Comme 7 est une classe monotone contenant &, alors ¥ C 7. Il s’agit maintenant de montrer
I’autre inclusion.

Montrons d’abord que % est stable par intersection finie. Soit E € £ fixé et

Cr:={A€€: ANE €%}

Comme F = X NE € &, on en déduit que X € €. Par ailleurs, si A, B € ¥ et A C B, alors
ANE €%, BNE €% et ANE C BNE, ce qui implique que (B\A)NE =(BNE)\(ANE)e¥
et donc que B\ A € €. Enfin si {4, },en est une suite croissante de €, alors on a A, NE € €
et A,NE C A,1NE pour tout n € N, ce qui montre que (|J,, A») N E =J,,(4, N E) € €, soit
U,, An € €. On en déduit que €x est une classe monotone qui contient £ puisque € est stable
par intersection finie. Par conséquent, ¥ C €g pour tout E € &, i.e.

ANE €% pourtout A€ € et tout £ €€&.
Soit maintenant B € € et
¢p:={Ac¥: ANBe %}

On montre de méme que g est une classe monotone qui, d’apres ce qui précede, contient £. Par
conséquent, € C €, ce qui signifie que

ANB €% pourtout A, BeF.

Montrons & présent que % est une tribu. On sait déja que % contient X et que % est stable par
passage au complémentaire et intersection finie. Il s’ensuit que % est également stable par union
finie. Il reste & montrer que € est stable par union dénombrable. Soit {A,, },cy une suite d’éléments
de €. Pour tout n € N on pose

n
B, = U A,
k=0

Comme % est stable par réunion finie, il vient B,, € € pour tout n € N. La suite { B, }nen étant
croissante et ¢ étant une classe monotone, on en déduit que {J,, B, € %. Finalement, comme
U,, An = U,, Bn on en déduit que | J,, A, € €.

Comme % est une tribu contenant £, on obtient 'autre inclusion .7 C €. O

On introduit maintenant la notion de pavé dans RV .
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Définition 1.5.3. Un pavé ouvert (resp. fermé) P C RY est le produit cartésien de N intervalles
ouverts (resp. fermés) bornés de R :

avec a; < b; (resp. a; < b;) pour tout 1 <7 < N.

En particulier, les boules Bo,(z,7) pour la norme

sont des pavés de RV,

Corollaire 1.5.4. Soient X\ et p deuz mesures de Radon sur RN qui coincident sur les pavés
ouverts. Alors A = p.

Démonstration. Soit & la famille des pavés ouverts dans RY. Clairement & est stable par inter-
section finie. Montrons que la tribu .7 engendrée par & est la tribu Borélienne sur RV, En effet,
on a tout d’abord I'inclusion 7 C B(RY). Pour montrer I'autre inclusion, on considére un ouvert
U C RV et le sous ensemble dénombrable de £

Fu = {(Bs(a,r) CU: a€UNQY et r € Q}}

de boules (pour la norme ||-||) de centre rationnel et de rayon rationnel, incluses dans U. Siz € U
et R > 0 tel que By (7, R) C U, alors il existe a € UNQY tel que ||z —al|oo < R/4. De plus, il existe
r € Qf tel que R/4 <r < R/2, ce qui implique que x € B (a,r) et By (a,7) C Boo(z,R) C U.
On a donc montré que

U= |J B

BeFy

et donc que U € 7. Comme la tribu Borélienne est engendrée par les ouverts, on en déduit 'autre
inclusion B(RY) C 7.

Pour tout n € N, et tout B € B(R"), on pose
Mn(B) = ABA] = nynfY), u(BO] = n,n[Y) =: i (B).

Comme \ et y sont des mesures de Radon sur RY, on en déduit que ), et p, sont des mesures
Boréliennes finies sur RY. On définit

G = {A € BRY): A(A) = 1a(A)} € BRY).

Alors RY € 4, car \,(RY) = A(]—n,n[Y) = pu(]—n,n[N) = 1, (RY) puisque | —n, n[N € £. Ensuite
si A, B € 6, sont tels que A C B, alors \,(B\A) = A\, (B) =X (A4) = pn(B)—pn(A) = pn(B\A) ce
qui montre que B\ A € %,,. Enfin si {Aj, }ren est une suite croissante de 6, alors A, (Ax) = pn(Ag)
pour tout k£ € N, puis passage a la limite quand k — oo,

keN keN

ce qui montre que J, Ax € €,. On a donc établi que €, est une classe monotone. Comme par

hypothese %, contient &, alors %,, contient la classe monotone engendrée par £ qui, en vertu du

théoreme de la classe monotone, coincide avec la tribu engendrée par &, i.e. la tribu Borélienne.

On a donc établi que 4, = B(RY), i.e. \,,(B) = p,(B) pour tout Borélien B C RV, ou encore
AXBN] = n,n[N) = w(BN] = n,n[N).

Par passage a la limite quand n — oo, il vient A(B) = u(B). O



Chapitre 2

La mesure de Lebesgue

L’objet de ce chapitre est de montrer 'existence et I'unicité d’une mesure de Radon £V dans
RY satisfaisant

L LN(0,1]V) = 1;

2. Pour tout = € RY et tout B € B(RY), LY (z + B) = LY (B).

La mesure £V s’appelle la mesure de Lebesque.

2.1 On regle une fois pour toute la question de 'unicité

Soient A et p deux mesures de Radon invariantes par translation telles que A([0, 1]V) = ([0, 1)) =
1. Montrons que A = pu.

Etape 1. Montrons tout d’abord que si @ € Ret i € {1,..., N}, alors A({z; = a}) = 0. Nous
supposons pour simplifier que i =1 et a = 0. Alors

A{z1=0H =A|{z1=0}n U [-n,n)V | = nhﬂn;o A({z1 =0} [-n,nV). (2.1.1)
n>1
On définit E,, := {1 = 0} N [-n,n]" et on observe que

]N = U (yre1 +Ep) D U (y1e1 + Ey),

y1€[—n,n] y1€[—n,n]NQ

[-n,n

ol les ensembles Boréliens {y1e1 + Ey}y, e[—n,njng sont disjoints deux & deux. Comme \ est finie
sur les compacts, il vient en utilisant I'invariance par translation que

YoMED)= Y AMme+EB)=x[ U e +E) | <A(-nnl") <o,

y1€[—n,n)NQ y1€[—n,n]NQ y1€[—n,n]NQ

ce qui n’est possible que si A(E,,) = 0 pour tout n € N. Par conséquent, en vertu de (2.1.1), on
obtient que A({x1 = 0}) = 0. On montre de méme que pu({x; =0}) =0.

0,1[N= U <z + [0’ % [N) |

ke{0,....,n—1}N

Etape 2. Sin € N*, on a

17
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ou les ensembles Boréliens dans I'union précédente sont deux a deux disjoints. Il vient alors que

L= AU =AM =AU <fl+[oi[)

ke{0,...,n—1}N
k 1y 1y 1y
— 3 A<+[O,[> > A([O,[)n]\’)\<[0,[>,
ke{0,....n—1}N n " ke{0,...,n—1}N " "

d’out A([0,1/n[Y) =n~N. On montre de méme que p([0,1/n[N) =n=""N.

Etape 3. Montrons a présent que A et u coincident sur les pavés de cotés rationnels. Soit Q) :=
Hﬁv:l[ai, b;] avec a; et b; € Q et a; < b; pour tout 7 € {1,..., N}. Alors il existe des entiers n € N,
a; et B; € Z tels que a; = a;/n et b; = 5;/n. Par conséquent,

Q= (% )+ T[],

=1

avec ¢; = f3; — a; € N. En vertu de l'invariance par translation de A, on en déduit que

Par ailleurs,

(i) (U)W kD)

ot K:={keNVN:0<k; <g—1pourtout i€ {l,...,N}}. En utilisant de nouveau l'invariance
par translation de A, on obtient

(i) 52 (bl =2 (B2l

On obtient finalement que A\(Q) = Hf\;(bz‘ —a;) et on montre de méme que p(Q) = Hilil(bi —a;).

Etape 4. Montrons enfin que A et p coincident sur tous les pavés. Soit @) := Hi]il[ai, b;] avec a;
et b; € R avec a; < b; pour i € {1,...,N}. Il existe des suites {al'},>1 et {bF}n>1 C Q telles que
al N\ a; et b ' b; quand n — oo, quelque soit i € {1,..., N}. Comme {Hfil[a?, b} nen est une
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suite croissante de pavés fermés dont I'union est le pavé ouvert [[;”,]a;, b;[, on en déduit que

N N N
A (H[ai, bz]) A (H]ai»bi [) = lim A (H[a?, bﬂ)
i=1

=1 i=1
N
= lim b — al
Jim [ —a?)
i=1
N

= [Ii-a)

= nli_)fgoﬂ (H[Wﬁ?]) =M (H]%‘Jh‘[) =M (H[%ﬁi]) :

D’apres le théoréme de la classe monotone montre finalement que A(B) = u(B) pour tout B €

B(RM).

2.2 Deux constructions

2.2.1 Premiére approche par mesure extérieure

La premiere approche de nature purement géométrique consiste a voir la mesure de Lebesgue
comme une généralisation naturelle celle de volume. Il convient donc d’étudier au préalable la
notion de volume pour la classe élémentaires d’ensembles que sont les pavés.

Définition 2.2.1. Le volume d’un pavé ouvert ou fermé P = Hivzl(ai, b;) est donné par

N
1P| = [ (b — a:).
i=1
Notons que si P est un pavé fermé tel que, pour un certain ig € {1,..., N}, on a a;, = b;,, alors

|P| =0.

Le premier résultat ci-dessous montre que 'application volume est additive sur la classe des
pavés d’intérieurs deux a deux disjoints.

Lemme 2.2.2. Soit P = Hf\il[ai,bi] un pavé fermé. Si, pour tout 1 < i < N, chaque intervalle
[a;, b;] est subdivisé en k; sous-intervalles

a; = a;0 < a;1 < - < ajp, = b,

. P N .
alors P se décompose comme la réunion de [[,_, ki pavés
Py in = lorgi—1a15,] X X an iy -1, a8y ]

d’intérieurs deux o deux disjoints

kn
P = U Pj17~~7jN7

Jj1=1 jn=1
tels que

kN
Pl=> "> |Pnl

Jji=1 in=1
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Démonstration. Pour tout 1 <i < N, on a

ki
bi—ai =Y (aij, —aij—1)
ji=1
de sorte que
Pl = (b1—a1) - (b~ —an)
]i)l kN
= | D (g —arg0) | | D (any —a1y1)
j1:1 ]N:1

k1

kN
T Z (al,jl - al,jlfl) T (a’NJN - aN:ijl)
Jji=1 jn=1

k1 kN
Z e Z |Pj1~,~~,jN| )

ji=1 jn=1

. ? A o—_ . . .« .. . J— .
ou l'on a posé lev"'ujN = [al,h*l?alyh] X X [aNJNfl G’N,]N]' O
On montre a présent que I’application volume est sous-additive sur la classe des pavés.

Lemme 2.2.3. Soient P, Py,..., P, des pavés tels que

pclJP.
i=1
Alors

IES I
=1

Démonstration. Comme I'intersection de deux pavés reste un pavé et que 'application volume est
croissante pour l'inclusion, on ne restreint pas la généralité en supposant que

m
P:UH
i=1
On prolonge chaque pavé a I'infini et on obtient ainsi n > m sous-pavés ]51, ceey ﬁn de P d’intérieurs

deux a deux disjoints tels que, pour tout 1 < i < m, chaque P; satisfait

~ n ~

r=\Jp, P=JP,
JjeJi j=1

avec Jy U---UJp, ={1,...,n}. D’aprés le Lemme 2.2.2, on a

~ n ~

[Pl =Y_IBl [Pl=) Pl
Jjedi j=1

Par conséquent, on a

|P| = Z IgiB
i=1

ce qui montre le résultat voulu. O
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Nous pouvons & présent introduire la mesure (extérieure) de Lebesgue. Pour tout A C R, on
pose

o0
LY(A) := inf {Z |Qi]: AC U Qi, Q; cubes ouverts} .

i=0
A Tlaide de la méthode I de construction de Carathéodory, on montre que £ est une mesure
extérieure. On notera L£(R™) la tribu des ensembles £Y-mesurables et £V la restriction de LY &
L(RYN) qui est donc une mesure sur L(RY) en vertu du Théoréme de Carathéodory. Notons tout
d’abord que le volume d’un cube étant invariant par translation, on en déduit que £Y (et donc
aussi £LV) est invariant par translation.

Montrons & présent que L£(RY) contient la tribu Borélienne sur RY. Pour ce faire, établissons
que pour tout d > 0, on a

LY (A) = Lﬁi\fé(A) = inf {i Qi - AC [j Q;, Q; cubes ouverts, diam(Q;) < 5} . (220

=0 =0

Tout d’abord, il est clair que £ (A) < Li\)’ 5(A). Pour montrer l'autre inégalité, considérons des
cubes ouverts Qi = xi+] — 5, %[N, i€ N,ﬁtels que A C U Q;. Soit k € N tel que 2v/N/k < 4, on
décompose (); en I'union de cubes fermés Q;; = z;; +[— 2k’ 2k] , J € Ji, de coté 1/k et d’intérieurs
deux a deux disjoints. D’apres le Lemme 2.2 2, 0n a

Card(JZ) N

LN T

Pour ¢ € 0, 1], on introduit le cube ouvert Qf; = x;;+] — e IEE[N de sorte que Q; C Ujes, @5;

et diam(Q5;) < VN(1+¢)/k <2V N/k < 6. Par conséquent,

A)SZZ@ZZCard(Ji)(lZe) (1+e¢) Zr (1+e¢) Z|Ql
i=0

i=0 jEJ;

Par passage a I'infimum parmi tous les cubes {Q;}ien, on obtient que Efa(A) < (1+e)NLh(A)
puis, € étant arbitraire ££5 (A) < LY (A).

Pour établir que B(RY) ¢ £(R"), montrons que LY (AU B) = LY (A) + LY (B) pour tout A,
B C RY tels que d = dist(4, B) > 0. Soit {Q;}ien des cubes ouverts de diametre plus petit que
d/3 et tels que AU B C |J,; Q;. On pose

IA:{iENZAﬁQi¢®}, IB:{iEN:BOQif(Z)}

de sorte que I4 NIy =0, AC UieIA Q; et BC UieIB Q;. Donc

STl = Y 1Qil + D 1Qil = £ (A) + £Y(B).
ieN i€la ielp
Par passage a U'infimum parmi tous les cubes {Q; }ien, il vient d’apres (2.2.1)

LN(AUB) = £V, 5(AUB) > LY (A) + LY (B).

L’autre inégalité étant toujours satisfaite par sous-additivité de la mesure extérieure £, on obtient
bien que LY (AUB) = LY (A) + LY (B). Nous sommes alors en position d’appliquer la Proposition
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1.3.4 qui montre B(RY) C L(RY), autrement dit, (la restriction & B(RY) de) £V est une mesure
Borélienne. Comme elle est de plus finie sur les compacts, £V est une mesure de Radon.

Il s’agit enfin de montrer que £V ([0,1]") = 1. En remarquant que [0,1]Y C Q. :=] —¢&,1 +¢[
pour tout € > 0, on en déduit par définition que

N[0, 1Y) = X ([0, JV) < Q| = (1 +28)~

puis, par passage & la limite quand € — 0, £V ([0, 1]V) < 1.

Pour montrer la deuxieéme inégalité, on considére un recouvrement dénombrable de [0, 1] par
des cubes ouverts {Q; }ien. Par compacité, on peut en extraire un sous-recouvrement fini : il existe
un entier m € N tel que

m
Vel
i=0

D’apres le Lemme 2.2.3, on en déduit que

NED AR Yo,
1=0 1=0

Par passage & I'infimum parmi tous les recouvements de [0, 1}N par des cubes ouverts, on en déduit
que 1 < £N([0,1]V).

2.2.2 Deuxieme approche par intégrale de Riemann
On définit L : C.(RY) — R par
L) = [ | fa)ds,
RN
ou l'intégrale précédente est prise au sens de Riemann. Clairement L est une forme linéaire positive

sur C.(RY) et d’apres le théoréme de représentation de Riesz, il existe une unique mesure de Radon
positive LV telle que

L(f) = flx)de = /RN fdchN  pour tout f € C.(RY).

RN
On définit, pour tout n > 1 et tout z € RN, f,,(z) := Hl L e%ibi(x;), ot
0 Si xX; g [ai7b¢},
1 si x; € az+%,bl—%],

n(x; —a;) si x; € |a;,a; + %] ,
—n(xi — bl) si x; € |b; — %,bz} .

aiybi(

pn (i) =

Alors f,, € C.(RY) pour tout n > 1. Comme Xg. < fo < xgqou Q, = Hil\il[ai +1/n,b; —1/n] et

Q= vazl}ai, b;[, en intégrant ces inégalités par rapport & la mesure de Lebesgue £V, il vient
M@Qu) < | fadfN = | falz)de < £Y(Q). (2.22)
RN RN

Comme {Q,, },>1 est une suite croissante de fermés dont 1'union est @, on en déduit que LN (Q,,) —
LN(Q). Par ailleurs, par construction de f,, son intégrale de Riemann peut étre calculée explici-

tement
/ fulz dx—/fn d:c—H/a ““ Hx;)dx; = H(b—az—).
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Par passage & la limite dans (2.2.2), on obtient

N N
EN (H}ai, bl[> = H(bl — Cli). (223)

i=1 i=1
Montrons que pour tout ¢ € {1,..., N} et tout a € R,
LN {z; =a}) =0. (2.2.4)
On suppose pour simplifier que i = 1 et a = 0. Alors, pour tout k£ > 1, on a {z; = 0}N ] —n,n[NC
] = 1/k,1/k[x] — n,n[V~1. D’apres (2.2.3), on a
2NnN71
k

Pour n > 1 fixé, on fait d’abord tendre k — oo ce qui donne £V ({z1 = 0}N ] — n,n[¥) = 0, puis
par passage a la limite quand n — oo, on obtient LN ({z; = 0}) = 0.
Comme

£N ({ar = 03] = nyn[V) <

[Tl b\ ] e bilc | {zi = ai} U {2 = b:})

i=1 =

N N
N (H[ai,bi} \H]ai,bi[> =0

i=1 i=1

—

i=

on en déduit que

de sorte que
N N N
£y (H[%bz‘o =L <H]ai7bi[> = [1(i - ).
i=1 i=1 i=1
En particulier, en prenant a; = 0 et b; = 1 pour tout i € {1,..., N}, on obtient £V ([0,1]¥) = 1.
Il reste & montrer que £V est invariante par translation. Soit 2 € RY et V' c RY un ouvert.
1

Comme la translation 7, : y € RY + 2 +y est un homéomorphisme (d’inverse (7,,)~! = 7_,), alors
x + V est ouvert et, par définition de £V sur les ouverts, on a

LY (z+V) zsup{/RN f(y)dy : f € C.(RN;[0,1]), Supp(f) C J:—i—V}.

Soit f € C.(RM;[0,1]) telle que Supp(f) C = + V. En posant g(z) := f(x + 2), on obtient que
g € C.(RV;[0,1]) satisfait Supp(g) C V et donc, par définition de LN (V),

= —x = N).
RNf(y)dy—/RNg(y ) dy /RNg(y)dySE(V)

Par passage au supremum parmi toutes les fonctions f, il vient LN(zx + V) < LN(V). Par
conséquent, LN (V) = LY (—z + (z +V)) < LN (2 + V), ce qui montre que LN (z + V) = LN(V).
Par suite, en utilisant la régularité extérieure de la mesure de Lebesgue, on obtient que pour tout
B € B(RY),

LN (z + B) inf{LN(V): =+ B CV, V ouvert}
inf{LN(—z+V): BC —x+V,V ouvert}
> inf{£N(U): B CU,U ouvert}

= LN(B).

Pour établir I'autre inégalité, on remarque que LN (B) = LN (-2 + (z + B)) > LN (z + B).

V
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2.3 Points de Lebesgue

Dans la suite, nous allons considérer des familles F de boules ouvertes qui recouvrent un ensemble
ACRN.

Théoréme 2.3.1 (Recouvrement de Vitali). Soit A C RY un ensemble Borélien et F un
recouvrement de A par des boules ouvertes. Pour tout o < LN (A), il existe des boules By, ..., By, €
F deuz a deux disjointes telles que

ZL‘N ) >3 Na

Démonstration. D’apres la Proposition 1.1.4, il existe un compact K C A tel que LY(K) > a.
Puisque JF est un recouvrement ouvert du compact K, il existe un sous-recouvrement fini, i.e., des
boules By, ..., B, € F telles que K C U, B;. Soit By € {Bl, .. n} la boule de plus grand
rayon, By € {317 o 7Bn} la boule de plus grand rayon disjointe de Bl, Bs e {Bl7 e ,Bn} la boule
de plus grand rayon disjointe de B U By. On continue cette procédure un nombre fini m de fois
avec m < n. Si B; & {Bi,...,Bn}, alors par construction, il existe 1 < j < m tel que B; N B; # 0.
Par ailleurs, si j est le plus petlt tel indice, on a forcément que diam(B;) < diam(B;) et donc, en
notant B; = B(z;,r;), on a B; C B(z;,3r;). Par conséquent, K C szl B(z;,3r;) et

m m
a< LN(K Z xj,3rj)):3NZ£N(B])
j=1 j=1
ce qui conclut la preuve du résultat. O

Corollaire 2.3.2 (“Presque-recouvrement” de Vitali). Soit U un ensemble ouvert de RN tel
que LN (U) < co. Pour tout § > 0, il existe une famille dénombrable {B;};en de boules ouvertes
deux & deux disjointes telles que B; C U et diam(B;) < ¢ pour tout i € N, et

v (U\U&) =

F1 := {boules ouvertes B C U, diam(B) < §}

Démonstration. On pose

ce qui définit un recouvrement de U. D’apres le Théoreme de Recouvrement de Vitali, il existe
By, ..., B, € F deux a deux disjointes telles que

Z/:N ) > 37NN - 6).
Par conséquent,
N (U\ 631) =rN (U\ GBZ) ZL‘N 1-3"N1-))cNW) = 60N (U),

ot I'on a posé 6 :=1— 37" (1 —4) €]0,1[. On définit I'ouvert Us := U \ U2, B; et

Fo = {B e Fi: BCU,, dlam(B) < (5}
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Le méme argument que précédemment montre ’existence de boules By, 41, ..., Bm, € F2 deux a
deux disjointes telles que

N (U\ [jBZ) =N (U\ U BZ) =N (UQ\ G Bi> <0LN(Uy) < 02LN(U).
i=1

i=1 i=my+1
Notons que les boules By, ..., Bn,, Bm,+1,---,Bm, sont deux a deux disjointes. On montre ainsi
par récurrence que, pour tout k € N, il existe des boules ouvertes B, ..., By, € F deux a deux

disjointes telles que

Ly <U\ U Bi> < 0k LN(U).

i=1

Le résultat suit par passage a la limite quand k& — oo puisque 6 € ]0,1[ et LN (U) < oo. O

Soit f € LY(RY), on définit la fonction mazimale de Hardy-Littlewood par

1
Mf(z) = i;llo)m /Br(m) |f(y)| dy.

Lemme 2.3.3. La fonction M f est Borélienne sur RY.
Démonstration. On constate tout d’abord que la fonction

1
@7 TR ooy O

est continue sur RV x ]0, +0o[. En effet, on a d’abord que (z,7) — LY (B,.(x)) = wyr" est bien
continue sur RV x ]0, +-00[. Par ailleurs, si (2;,7;) — (x,7), on a que 1g,_(,)(y) = 15, (z)(y) pour
tout y € RV \ B,.(x) avec LN (0B, (z)) = 0. Par convergence dominée, on en déduit alors que

[ ila— [ swla
B, (x;) B, ()

On peut alors écrire que

1
Mf(z) = :Elgl m /Br(m) |f(y)] dy,

ce qui permet de montrer que M f est un supremum dénombrable de fonctions continues. C’est en
particulier une fonction Borélienne. O

Proposition 2.3.4. Pour tout f € L*(RY) et tout t > 0

3N
s> < [ 1wl
RN
Démonstration. On consideére 'ensemble Borélien A = {M f > t}. Par définition de la fonction

maximale, pour tout x € A, il existe un r, > 0 tel que

1
LN(B,. @) /B oy T @y >
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La famille F = {B,_(x), z € A} forme un recouvrement A par des boules ouvertes. Le Théoréme
de recouvrement de Vitali montre alors que pour tout a < LV (A), il existe un nombre fini de
boules By, ..., B, € F deux a deux disjointes telles que

Z LN(B;) >3 N
Par conséquent,

)| dz,

a<3NZ£N gji/ 1fy |da:<—/

i=1

ce qui conclut la preuve du résultat. O

Théoréme 2.3.5 (Différentiation de Lebesgue). Soit f € L'(RYN). Alors pour LV -presque
tout x € RV,

1
lim LN (B.(2) /Br(m) |f(y) — f(z)|dy = 0.

En particulier,
1
lim ———— dy.
)= I gy, SO

Démonstration. Par densité de C.(RY) dans L'(RY), pour tout € > 0 il existe une fonction g €
C.(RN) telle que

/ |f —gldy <e.
RN

Comme g est uniformément continue, on a pour tout x € RY,

1
}1_1}}) V(B (2) /B,,.(m) lg(y) — g(z)|dy = 0.

Par conséquent,

[f(y) — f(x)| dy

lim sup

1
r—0 LN(B(x)) /Br(ac)

<t sup (M [, 0 —swldy s g [ o) gy +lotw) - f(w)|>
< M(f ~ g)(a) +|g(a) — ()]

Il vient alors par la Proposition 2.3.4 et 'inégalité de Markov,

. 1
e ({rerw i gy [, o - s>}
<LY{M(f = g) > t/2) + LY f — gl = 1/2})

2.3N 2 2¢(3N +1
< / If—gldy+;/ If—g\dysi( - ).
RN RN

t
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En faisant tendre € — 0, on obtient que pour tout ¢ > 0,

N limsu 71 — flx =
cy <{$ eR™: 1 T_)OP LN (B, (z)) ~/BT(w) |f(y) = f( )|dy>t}> 0,

puis, par passage a la limite quand ¢ — 0,

1
EN QTERNZHIHSU 7/
({ 20" LN (Br(@)) Jp, o)

ce qui montre effectivement le résultat voulu.

f(y) = f()|dy > 0}) =0,

27
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Chapitre 3

Géométrie différentielle

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser a la généralisation des courbes et des surfaces dans
I'espace Euclidien qui conduit la notion de sous-variété différentielle de RY.

3.1 Quelques rappels de calcul différentiel

Nous rappelons les résultats suivants de calcul différentiel qui seront centraux dans les arguments
qui suivent.

Théoreme 3.1.1 (d’inversion locale). Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie,
U C E un ouwvert et ¢ : U — E wune fonction de classe C? (p € N*). Soit zg € U tel que
dp(xo) € ZL(F) est inversible. Alors il existe un owvert V.C U contenant xq et un ouvert W C E
contenant p(xq) tels que ¢ réalise un CP-difféomorphisme de V' sur W.

Le théoreme d’inversion locale ne donne qu'un critére permettant de montrer qu’une fonction
est difféomorphisme local. Le théoréeme d’inversion global permet en revanche de montrer, sous des
hypotheses plus fortes, quune fonction est un difféomorphisme global.

Théoreme 3.1.2 (d’inversion globale). Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie,
U C E un ouwvert, ¢ : U — E une fonction de classe CP (p € N*). On suppose que ¢ est injective
sur U et que dp(z) € Z(F) est iwersible pour tout x € U. Alors p(U) est un ouvert et ¢ réalise
un CP-difféomorphisme de U sur p(U).

Le théoreme des fonctions implicites permet de résoudre localement une équation cartésienne
f(z,y) = 0 sous la forme y = y(z). Autrement dit, il permet (localement) de montrer qu'un
ensemble de niveau peut s’écrire comme le graphe d’une fonction.

Si E, F, et G sont des espaces vectoriels normés de dimension finie et g : F x ' — G,
nous considérerons par la suite les différentielles partielles d,g(yo, 20) € Z(E,G) et d.g(yo, 20) €
Z(F,G) de f en 29 = (yo0,20) € F x F qui correspondent aux différentielles des fonctions partielles
y€E— gy, z0) et z € F— g(yo, 2) en yo et zq, respectivement. Si g est différentiable en (yo, 20),
nous avons alors pour tout h = (hy,hs) € E X F,

dg(yo, 20)(h1, h2) = dyg(yo, 20)(h1) + d-g(yo, 20) (h2).

Théoreme 3.1.3 (des fonctions implicites). Soient E, F, et G sont des espaces vectoriels
normés de dimension finie tels que dim(F) = dim(G), U C E et V C F des ouverts et g : U XV —

29
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G une fonction de classe CP (p € N*). Soit xo = (yo,20) € U X V tel que

{g(yo, ZO) =0,

d.g(yo, z0) € ZL(F, Q) est inversible.

Alors, il existe un owvert U’ C U contenant yo, un ouvert V' C V' contenant zy et une fonction
a:U" — V' de classe CP tels que

(y,2) €U x V', — yel,
g(y,z) =0 z = a(y).

3.2 Sous-variétés

Définition 3.2.1. Soient N € N*, p € N* U {400} et k € {1,...,n}. Un sous ensemble M de
RY est une sous-variété de R de dimension k et de classe CP si, pour tout zo € M, il existe un
voisinage ouvert U de 2y dans R et un CP-difféomorphisme ¢ : U — RY de U sur son image tels
que

Pp(MNU) = U)N[R" x {0gv-—+}].

La définition précédente en terme de carte locale signifie que localement, M est CP-difféomorphe
4 un sous-espace vectoriel de R de dimension k. Dans le résultat suivant, nous donnons d’autres
caractérisations dont les preuves reposent sur les Théoremes d’inversion locale et des fonctions
implicites.

Par la suite, si E et F' désignent des sous-espaces vectoriels de RY de dimension k et N — k tels
que RY = E @ F, nous identifierons RY et E x F via I'isomorphisme

RV=E®F — EXF,
r=y+z — (y,2).

Par abus de notation, nous écrirons tout # € R sous la forme x = (y,2) € E x F.

Théoréme 3.2.2. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) M est une sous-variété de R™ de dimension k et de classe CP ;
(ii) Fonction implicite : pour tout xo € M, il existe un voisinage ouvert U de xo dans RN et
une fonction g : U — RN=F de classe CP tels que dg(xo) € L (RN ;RVN=F) est surjective et

MNU={zecU: g(z)=0};

(iii) Graphe : il existe deuzx sous-espaces de vectoriel E et F' de RN de dimension k et N — k,
respectivement tels que si xg = (yo,20) € M (avec yo € E, z9 € F), il existe un voisinage
ouvert V de yo dans E, un voisinage ouwvert W de zg dans F' et une fonction a: V — W de
classe CP tels que

MOV xW)={(y,aly): y€V};

(iv) Nappe paramétrée : pour tout xo € M, il existe un sous-espace vectoriel E de RN de di-

mension k, un voisinage ouvert U de xo dans RN, un voisinage ouvert V de Og dans E et
une fonction f : V — RN de classe CP telle que f(0) = xg, df(0) € L (E;RY) est injective
et f réalise un homéomorphisme de V sur M NU.
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Remarque 3.2.3. 1) La caractérisation (ii) d’une sous-variété M en terme de fonction implicite
signifie que, localement, M est I’ensemble de niveau 0 d’une fonction g : RN — RN =% Une fonction
g: U — R~k de classe CP sur un ouvert U C R contenant zq et telle que dg(xg) € £ (RN; RN —F)
est surjective s’appelle une submersion de classe CP en zg.

2) La caractérisation (iii) d’une sous-variété M en terme de graphe signifie que localement, M
est le graphe d’une fonction a : RF — RN,

3) La caractérisation (iv) d’une sous-variété M en terme de nappe paramétrée signifie que,
localement, M est I'image d’une fonction f : R¥ — RY. Une telle fonction f : V — R de classe
CP sur un ouvert V C R* contenant 0 telle que df(0) € Z(R¥;RY) est injective s’appelle une
immersion de classe CP en 0.

Démonstration du Théoréme 3.2.2. Carte locale = Fonction implicite : Soient zg € M, U un
voisinage ouvert de xy dans RY et ¢ : U — R" un CP-difféomorphisme de U sur son image
tels que

P(MNT) = p(U) N [RE x {051 }].
On définit g : U — RY=* par

g(x) = (pr41(x),...,on(x)) pour tout x € U.

La fonction g est de classe CP et d’apres le théoreme de différentiation des fonctions composées, on
a pour tout x € U,

dg(z)(h) = (degs1(x)(h),...,don(x)(h)) pour tout h € RY.

Comme ¢ est un CP-difféomorphisme local au voisinage de zg, on en déduit que dp(zg) € GLy(R)
et donc, pour tout v € RY~* il existe un unique h € RY tel que dp(zg)(h) = (Ogk,v), ce qui
montre que

dg(zo)(h) =v

et donc que dg(wg) € Z(RN; RN ~F) est surjective. On a donc montré que g est une submersion de
classe CP en xg. Enfin,

reEMNU <= xcUetp@)cR x {Opvr}
=0.

< zeUetgx)

Fonction implicite = Graphe : Soient o € M, U un voisinage ouvert de xo dans RV et g :
U — RN=F une fonction de classe C? telle que dg(zg) € Z(RY; RN ~F) est surjective et

MnNU={zeU: g(z)=0}.

Comme dg(xg) € ZL(RY;RV~F) est surjective on a rg(dg(zo)) = N — k et le Théoreme du rang
montre que E = Ker(dg(zo)) est un sous-espace vectoriel de RV de dimension k. Soit F' = E+ le
supplémentaire orthogonal & E dans RY (qui est un sous espace vectoriel de dimension N — k).
Nous identifions RN & E x F de sorte que xg = (yo, 2z0) € E x F. Quitte & réduire U, nous pouvons
supposer que U =V x W ou V est un voisinage ouvert de yy dans E et W est un voisinage ouvert
de zy dans F'. Considérons I'application partielle

g(yo,) : W RNV

qui est de classe CP. Sa différentielle en 2y est donnée par d.g(yo, 20) = dg(zo)l{0z1xF € L (F; RN-FK),
Siv € F est tel que d.g(yo, 20)(v) = dg(x0)(0,v) = 0, alors v € Ker(dg(x¢)) = F ce qui montre que
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v = 0. Par conséquent, d.g(yo, 20) est injective et donc bijective puisque dim(F) = dim(RY %) =
N —k. On en déduit que d.g(yo, z0) est inversible de sorte que nous pouvons appliquer le Théoréme
des fonctions implicites. Il existe donc un ouvert V' C V contenant yo, un ouvert W’ C W conte-
nant zp et une fonction a : V' — W' de classe CP tels que

(y,2) e VI x W', — yeV/,
9(y,2) =0 z=a(y).

Par conséquent,
MOV x W) ={(yaly): yeV'}.

Graphe = Carte locale : On suppose que RY = E x F ot E (resp. F) est un sous-espace
vectoriel de RV de dimension k (resp. N — k). Soient 2o = (yo, 20) € M avec yo € E, zo € F, V un
voisinage ouvert de yy dans E, W un voisinage ouvert de zo dans F' et a : V — W une fonction de
classe CP tels que

MV xW)={(y.aly) : yeV}
Soit ¢ : V x W — R la fonction définie par
o(x) =¢(y,z) = (y,2 —aly)) pour tout z = (y,z) € Vx W.

La fonction ¢ est de classe CP sur V' x W. De plus ¢ est clairement bijective de V' x W sur son
image (V' x W) d’inverse donné par

o) = (4,2 +aly)  pour tous (4, #) € p(V x W).
Par ailleurs, pour tout = (y,z) € V. x W et tout h = (h1,he) € E x F,on a
dp(x)(h) = (h1, ho — da(y)(h1)),

de sorte que dy(x) € GLN(R). Le Théoreme d’inversion globale montre que ¢ réalise un CP-
difféomorphisme de V' x W sur son image (qui est ouverte).
Enfin,

r=(y,2) EMN(V W) < (y,2) €V XWetz=ay)
= ¢(r) € p(VxW)et ppri(r) = =pn(z) =0,

ce qui montre que
(M NV xW)) =@V x W)N[RF x {Ogn-«}].

Graphe = Nappe paramétrée : Soient E et F' deux sous-espaces vectoriels de RY de dimension
k et N —F, respectivement, tels que si o = (yo, 20) € M (avec yg € E, zg € F), il existe un voisinage
ouvert V de yg dans E, un voisinage ouvert W de zy dans F' et une fonction a : V' — W de classe
CP avec

MOV xW)={(y,aly): yeV}
On définit
f«V—-—y = RN
y — (o+y.alyo+y))

qui est une fonction de classe CP sur 'ouvert V — yo. Par conséquent, V' = f~1(V x W) est un
ouvert de V — yo contenant Og puisque f(0g) = (yo,a(yo)) = (yo,20) € V x W. On a de plus
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df(0)(h) = (h,da(yo)(h)) pour tout h € E. Par conséquent, df (0)(h) = 0 implique que h = 0, ce
qui montre que df (0) € Z(E;RYN) est injective et donc que f est une immersion de classe C? en 0.
Montrons que f : V! — M N U est bijective. Tout d’abord, si y; et yo € V' sont tels que
f(y1) = f(y2), on en déduit que (yo + y1,a(yo + y1)) = (Yo + Y2, a(yo + y2)) ce qui montre que
y1 = Yo et donc que a est injective sur V'. Par ailleurs, pour tout = (y,2) € MNU, on a z = a(y),
donc en posant § :=y — yo, on a f(§) = (yo + F,a(yo + 7)) = (y,2) = x € U ce qui implique que
ge V' et f(§) =x. Ceci implique que f est surjective de V' sur M NU et donc que f réalise une
bijection de V’ sur M NU. Remarquons que I'application réciproque f~! : M NU — V est donnée

par
fHx) = ((x — 20)1,...,(x —x0)r) pour tout x € M NU (3.2.1)

qui définit bien une fonction continue sur M NU. Nous avons finalement montré que f : V' — MNU
est un homéomorphisme.

Nappe paramétrée = Graphe : Soit o € M, E un sous-espace vectoriel de RN de dimension

k, U un voisignage ouvert de zo dans RY, V un voisinage ouvert de O dans E et f : V — RY
une fonction de classe CP telle que f(0) = zq, df(0) € Z(E,RY) est injective et f réalise un
homéomorphisme de V sur U N M.

Comme df (0) € Z(E;RY) est injective, I} := Im(df(0)) est un sous espace vectoriel de RV de
dimension k. Soit F, = Fi- le supplémentaire orthogonal & F; dans RY (qui est un sous espace
vectoriel de dimension N — k). En identifiant RN & Fy x Fy, on a x9 = (Yo, z0) € F1 x Fy. On note
P; :RY — Fy (vesp. Py : RN — Fy) la projection sur Fy (resp. Fy) et on définit la fonction

J:V - I
y = Pu(f(y)
La fonction J est de classe CP sur V et on a dJ(0)(h) = Py o df(0)(h) pour tout h € E. De
plus si dJ(0)(h) = 0 on en déduit que df(0)(h) € Ker(Py) = Fit = Im(df(0))* ce qui implique
que df(0)(h) = 0, soit h = 0 puisque df(0) est injective. On en déduit que dJ(0) € Z(E, Fy)
est injective puis, comme dim(F) = dim(F}) = k, que dJ(0) est inversible. D’aprés le théoreme
d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert Vo C V de Og dans E et un voisinage ouvert V,
de yo dans F} tels que J réalise un CP-difféomorphisme de V; sur V.

Soit U = f(Vo) qui est un ouvert de RY puisque V; est ouvert dans R et f~1 : RN — RF est
continue d’apres (3.2.1). Alors

r=(y,2) e MNU <= ilexistey €V} tel que z = f(')
< lexistey € Vjtel quey = J(¥') et 2 = Pa(f(y))
= yeVy, ¥ =771y et 2= R(f(y))
= yeVy, et z=P(f(J'(¥))

Soit a : V,, — F la fonction définie par a(y) = P2 o f o J~!(y) pour tout y € V,, qui est une
fonction de classe CP. On a bien montré que M NU = {(y,a(y) : y € Vi, }. O

Exemple 3.2.4. 1) Soit V C R* un ouvert. Alors M =V x {Ogv—+} est une sous-variété de R
de dimension k et de classe C*°. Il suffit de choisir pour tout o € M Pouvert U = V X Bgn-«(0,7)
(avec r > 0 arbitraire) et ¢ = id.

2) La sphere SV71 = {(21,...,2y) € RV : 22 + ... + 2% = 1} est une sous-variété de RY de
dimension N — 1 et de classe C*°. En effet, 'application
g:RY — R

N
2
T ij—l
j=1
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est de classe C* et, pour tout x € R",
dg(z)(h) =2z -h pour tout h € RY,

ce qui montre que dg(z) est surjective pour tout x € SV=1. De plus S¥~! = {z ¢ RV : g(z) = 0}.

3.3 Espace tangent

La notion d’espace tangent pour les sous-variétés généralise celle de droite tangente pour les
courbes.

Définition 3.3.1. Soit M une sous-variété de RV de dimension k et de classe C!. Pour tout
29 € M, V'espace tangent a M en xg, noté T, M, est défini par

Ty M = {v € RY . il existe un intervalle ouvert I contenant 0 et
v € CHI;RYN) tels que v(I) € M, v(0) =z, v/ (0) = v}.

Nous allons voir que T, M est un sous-espace vectoriel de R de dimension k.

Théoréme 3.3.2. Soit M une sous-variété de RN de dimension k et de classe C'. Pour tout
xo € M, Uespace tangent & M en g est un sous espace vectoriel de RY de dimension k. De plus,
on a les caractérisations suivantes :

(i) Carte locale : T,y M = dp(x) H(RF x {Ogn—k}) ;

(#i) Nappe paramétrée : T, M = Im(df(0)).

(iii) Graphe : Tpo M = {(h,da(xzo)(h)): h € E};

(iv) Fonction implicite : T,, M = Ker(dg(xg)).

Démonstration. Fixons un point z¢ € U.
(i) Carte locale : Soit U un voisinage ouvert de z¢ dans RY et ¢ : U — R un C!-difféomorphisme
de U sur son image tels que

(M NU) =oU)N[RF x {Og~n-r}].

Montrons tout d’abord que Ty, M C dp(2¢) " (R* x {Og~n-+}). Soit v € T,,, M, alors il existe un
intervalle ouvert I C R et une application v : I — M de classe C! telle que v(0) = zg et 7/(0) = v.
Quitte & réduire 'intervalle I, on peut supposer que v(I) C U. On peut alors définir 5(t) = ¢(v(¢))
pour tout ¢ € I de sorte que 7 est de classe C* sur I. Comme ~(t) € M NU pour tout t € I, alors
3(t) € ¢(U) N [RF x {0gv—s }] et done 7/(0) = dip(1(0)) (+/(0)) = dip(wo)(v) € R X {0gx—1}. On en
déduit que v € dp(zg) "H(R* x {Ogn—k}).

Pour montrer 'autre inclusion, fixons un élément w € R¥ x {Og~—« }. Comme o(U) est ouvert
contenant (xo), il existe € > 0 tel que p(xg) + tw € ©(U) pour tout ¢t € | — ¢, e[. On définit alors

vi]l—ge — RN
t = o (o) + tw)

qui est une fonction de classe Ct. Comme ¢(xq) +tw € p(U)N[RF x {Og~—+}] pour tout t € | —¢, g
et (M NU) = pU)N[RF x {Og~-+}], on en déduit que (t) € M NU pour tout ¢t € | — ¢,¢[. De
plus v(0) = z. Par définition de I'espace tangent, on doit avoir que 7/(0) = d(p~1)(p(z0))(w) =
do(xo) " (w) € Tpy M. On a donc bien établi que dp(xg) H(RF x {Ognv—+}) C Ty M.

Comme T,y M = dp(z0) L (RF x {Og~n—+}) et dp(xo) € GLN(R), on en déduit que Ty, M est un
sous-espace vectoriel de RY de dimension k.
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(ii) Nappe paramétrée : Soit E un sous-espace vectoriel de RY de dimension k, U un voisinage

ouvert de 2o dans R, V un voisinage ouvert de 0z dans E et f: V — RY une fonction de classe
C! telle que £(0) = zg, df(0) € Z(E;RY) est injective et f réalise un homéomorphisme de V' sur
MNnU.

Soit w € E, comme V est un ouvert de E contenant 0, il existe € > 0 tel que tw € V pour tout
t €] —e,e[. On définit alors

v:]—ee[ — RY
t —  f(tw).

Comme f(V) = M NU, on en déduit que v(t) € M pour tout t € | — ¢,¢[. De plus, la fonction
7 est de classe C! et satisfait v(0) = f(0) = xo. Par définition de I'espace tangent, on a 7/(0) =
df (0)(w) € Ty M, ce qui montre que Im(df(0)) C Ty, M. Comme df (0) € L (E;RY) est injective,
Im(df(0)) est un sous-espace vectoriel de RY de dimension k. Comme T, M est un sous-espace
vectoriel de RY de dimension k, on en déduit que T,, M = Im(df(0)).

(iii) Graphe : Soient E et F deux sous-espaces de vectoriel de RY de dimension k et N — k,
respectivement, et yo € F, zp € F tels que si 29 = (yo,20) € M. Soit V un voisinage ouvert de yo
dans E, W un voisinage ouvert de zo dans F et a : V — W une fonction de classe C! tels que

MOV xW)={(y,aly)): yeV}.
Comme les fonctions f et a sont reliées par la relation
fy) = (o +y,alyo +y)) pour tout y € V —yo,
on en déduit que

T M = Tm(df (0)) = {df (0)(h) : h € E} = {(h,da(zo)(R)) : h € E}.

(iv) Fonction implicite : Soit U un voisinage ouvert de zo dans RY et g : U — RY~F une
fonction de classe C! tels que dg(zg) € L (RY; RV %) est surjective et

MNU={zeU: g(z)=0}.

Soit v € Ty, M, il existe un intervalle ouvert I C R et une fonction v : I — M de classe C telle
que v(0) = o et 7/(0) = v. Quitte & réduire I'intervalle I, on peut supposer que v(t) € U pour
tout ¢ € I. Par conséquent, g(v(t)) = 0 pour tout ¢t € I, puis en dérivant, il vient

dg(v(t))(+'(t)) =0 pour tout t € I.

En particulier, pour ¢ = 0, on a dg(zo)(v) = 0 ce qui montre que v € Ker(dg(zo)) et donc
que Ty, M C Ker(df(wg)). Par ailleurs, la surjectivité de dg(z¢) € Z(RY;RY=*) montre que
Ker(dg(zo)) est un sous espace vectoriel de R de dimension k, tout comme 7T}, M. Par conséquent,
Tyo M = Ker(dg(xzg)). O

3.4 Extrema liés

Soit U est un ouvert de RY et f une fonction de classe C! sur U. Si f admet un extremum local
en g € U, alors z( est un point critique de f, ce qui signifie
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Il s’agit d’un résultat propre & un ouvert de RV car dans ce cas, on a le droit de faire toutes les
variations infinitésimales autour de xy pour montrer que la différentielle s’annule en ce point.

Nous allons nous intéresser maintenant au cas d’une fonction f de classe C' dans un voisinage
ouvert d’une sous-variété M. Dans ce cas, nous allons montrer que si f admet un extremum local
sur M en xg, alors f satisfait une condition d’optimalité d’ordre 1, similaire a (3.4.1). Le fait de
travailler sur un espace ambiant qui n’est pas “plat” impose de faire des variations infinitésimales
autour de zy dans I'espace tangent & M en xg, ce qui se manifeste par I’apparition de multiplicateurs
de Lagrange.

Théoréme 3.4.1. Soient M une sous-variété de R de classe C' et f une fonction de classe C!
sur un voisinage ouwvert de M. On suppose que f admet un extremum local sur M en xq, i.e. il
existe un ouvert U contenant xq tel que

f(zo) < f(y) pour touty € MNU
ou

flxo) > fly) pour touty e M NU.
Alors T,y M C Ker(df (zo))-

Démonstration. Soit v € T, M, il existe donc un intervalle ouvert I C R et une fonction vy : I — M
de classe C! tels que (0) = zg et 7/(0) = v. Quitte & réduire I'intervalle I, on peut supposer que
~(t) € U pour tout t € I. On en déduit que la fonction ¢t € I — f((t)) admet un extremum local
sur I'intervalle ouvert I en t = 0, ce qui implique que

d
2 iromo =0
ou encore df (xg)(v) = 0. On en déduit que v € Ker(df (zo)). O

Remarque 3.4.2. Si V C RY est un ouvert, on montre en utilisant la définition par carte locale
que V est une sous-variété de dimension N et de classe C*° dans RY (il suffit de prendre U = V et
¢ = idgw ). De plus, I'espace tangent T,,,V = RY pour tout z¢ € V (il suffit de considérer la courbe
y(t) = xg + tv pour tout t € | — ¢,¢[ avec € > 0 assez petit et v € RV arbitraire). Dans ce cas, si
xg € V est un point d’extremum local de f sur V, on a Ker(df (zo)) = RY et donc df (zq) = 0.

Le résultat général précédent se précise quand on écrit la sous-variété sous la forme d’une fonction
implicite.

Théoréme 3.4.3 (des extrema liés). Soient U C RY un ouwvert et f,g1,...,9, : U — R des
fonctions de classe C* (p < N). On pose

Y={zeU: g1(x) =--- = gp(x) = 0}.

Soit zg € X un extremum local de [ sur 3 tel que la famille {dg1(zo), ..., dgy(x0)} est libre. Alors
il existe des réels M1, ..., A, € R (appelés multiplicateurs de Lagrange) tels que

df(x()) = Z )\Z‘dgi(l'o).
=1

Démonstration. Soit g : U — RP le champ de vecteur défini par

g(z) = (g1(x),...,gp(x)) pour tout =z € U.
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Comme les vecteurs dgi(xo),--.,dgp(zo) sont linéairement indépendants, la matrice jacobienne
Jg(z0) admet un sous-déterminant d’ordre p non nul. Par continuité du déterminant, il existe un
voisinage ouvert U,, de z( tel que cette propriété subsiste pour tout = € U,,. Autrement dit, les
vecteurs dgi (), . . ., dgp(z) sont linéairement indépendants, ce qui montre que ’application linéaire
dg(x) € Z(R™;RP) est surjective pour tout x € U,,. D’apres la caractérisation d’une sous-variété
par fonction implicite, ceci implique que M := ¥ NU,, est une sous-variété de dimension k := N —p
de RY de classe C'.

D’apres le Théoreme 3.4.1, on en déduit que T, M C Ker(df (xp)). La sous-variété M étant défini
par fonction implicite, le Théoréme 3.3.2 montre que T, M = Ker(dg(zo)) = (;_, Ker(dg;(zo)).
La conclusion provient du résultat suivant d’algebre linéaire. O

Lemme 3.4.4 (des noyaux). Soient {L1,...,L,} une famille libre dans L (RY;R) et L €
ZRN;R). Alors

ﬁ Ker(L;) C Ker(L)
i=1

st et seulement s’il existe A1,..., A, € R tels que
p
L= AL (3.4.2)
i=1

Démonstration. 11 est clair que si L est de la forme (3.4.2), alors on a ()_, Ker(L;) C Ker(L).
Réciproquement, montrons par récurrence qu’il existe des vecteurs ei,...,e, € RY tels que
(Li,ej) = d;; pour tout 7, j € {1,...,p}.

(i) Si p = 1, I'hypothese signifie que KerL; C KerL. Dans le cas L; = 0, alors KerL; =
KerL = RY et donc L = 0. Sinon, il existe un e € RY tel que L;(e) = 1. Par conséquent,
x — Ly(x)e € KerL; et donc, par hypothese, © — Ly (z)e € KerL soit L(z) = L(e)L1(z) et le
résultat suit.

(ii) Supposons le résultat vrai au rang p — 1 pour un certain entier p > 1. Comme la famille
{L1,...,L,} estlibre, alors L; # 0 pour tout ¢ € {1, ..., p}. Montrons que pouri € {1,...,p},
on a ﬂ#i KerL; ¢ KerL;. En effet, dans le cas contraire, il existerait un ip € {1,...,p} tel

que ﬂj i, KerL; C KerL;, et, d’apres Uhypothese de récurrence, des réels {A;}, tels que

L;, = fj?éio A;jL; ce qui impliquerait que la famille {L1, ..., L, } est liée et donc on aboutirait
a une contradiction. Par conséquent, pour tout ¢ € {1,...,p} il existe un e; € KerL; pour
tout j # i tel que e; ¢ KerL;. Apres renormalisation, on peut supposer que L;(e;) = 1 et
L;(e;) = 0 pour tout j # 1.

Size RN, alors x— 3", Lj(z)e; € ;_, KerL; et donc par hypothese z — >0 Lj(x)e; € KerL,

soit L(x) = ?:1 L;(x)L(e;), ce qui établit le résultat en posant A; = L(e;). O
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Chapitre 4

Mesures de Hausdorff

4.1 Définition et propriétés des mesures de Hausdorff

Définition 4.1.1. Soient 0 < s < oo et § > 0. Pour tout A C RV, on définit

SIAN s diam(A4;)\° _

Hi(A) := 1nf{Zws <2> I CN, AC UAi,dlam(Ai) <6},
el el

ou

7.‘_5/2

W 1=

et I'(t) := fooc ezt~ dz est la fonction Gamma d’Euler. On pose ensuite

H?(A) :==sup H3(A).
6>0

On appelle H* la mesure de Hausdorff s-dimensionnelle sur RV .

Remarque 4.1.2. (i) Le supremum définissant H°(A) est en fait une limite que 6 — 0 car si
01 < 0o, alors Hj (A) > H3, (A).
(ii) Si s = k € N, La constante de renormalisation wy, coincide avec le volume de la boule unité
dans R, i.e.
wp=LF{z eRY: 22+ + 21 <1}).

(iii) Comme diam(A) = diam(A), on peut supposer que les ensembles A; sont fermés dans la
définition de Hj(A).

Théoreme 4.1.3. Pour tout 0 < s < oo, H® est une mesure Borélienne.
Démonstration. Montrons d’abord que H® est une mesure extérieure. Si A C B, on a clairement
que H3(A) < Hj;(B) puis, par passage & la limite quand § — 0, on en déduit que H*(A) < H*(B).

Soit maintenant {A,},en une suite de parties de RY. Pour tout 6 > 0 et n € N, il existe un
recouvrement { B} };er de A, tel que diam(B}) < J et

(diam(B;’) ) S

MHy(An) > ) ws

jeI

D) T ont1”
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Comme {J,, A C U;,, B}, il vient

(U ) = 35 (M) < S wiian v < o wn,

n=0j€Il
et la sous-additivité suit par passage a la limite quand § — O.

Pour montrer que H® est une mesure de Borel, en vertu de la Proposition 1.3.4, il suffit de
montrer que H*(A U B) > H*(A) + H*(B) pour tout A, B C RY tels que dist(A, B) > 0. Soit
0 < § < dist(4, B)/4 et {C}rer une recouvrement de A U B avec diam(Cj) < 4. Soient A :=
{Cr: CxMA#£D} et B:i={Cy: CxyN B # 0} de sorte que A C Ug, ca Crs B C Ug, e Cr et
CiﬂCj =0 si C;, e Aet Cj € B. Alors

> H3(A)+H;5(B).

Par passage a I'infimum sur tous les recouvrements {Cy }reny de AU B dans le membre de gauche,
il vient

H3(AUB) = H3(A) + H3(B),
puis, par passage a la limite quand é — 0,
H(AUB) > H*(A) + H*(B).

L’autre inégalité est une conséquence immédiate de la sous-additivité de la mesure extérieure H®.
Une application immédiate de la Proposition 1.3.4 montre que H® est une mesure de Borel. O

Montrons & présent des propriétés basiques des mesures de Hausdorff.

Proposition 4.1.4. (i) H° est la mesure de comptage sur RV ;
(ii) H' = L' dans B(R) ;
(iii) H*(NA) = NH*(A) pour tout X\ > 0 et tout A C RN ;
(iv) H3(L(A)) = H*(A) pour toute isométrie affine L : RN — R? et tout A C RY ;
(v) Si f:RN — R est une fonction Lipschitzienne, alors

H(f(A)) < [Lip(f)]*H (A)  pour tout A C RY;
(vi) Sit>s et ACRY, alors
H(A) >0 = H(A)=oo.

Démonstration. (i) Si {a} est un singleton, pour tout § > 0, on a a € Bs/s(a) de sorte que
HY({a}) < wo(6/2)° = 1 et donc, en faisant tendre & — 0, H'({a}) < 1. Si {Ai}ies est un
recouvrement de {a} par des ensembles de diamétre plus petit que §, alors (en utilisant la convention

0% =1),
wo Y <diaH;(Ai)>o > 1.

el

AV
=
g
&
=

Par passage & l'infimum parmi tous les recouvrements, il vient H°({a}) > HI({a}
conséquent, H°({a}) = 1. Si A = {a1,...,ax} est un ensemble fini, H°(A) = Zle H({a;}) =
k = #(A) et, si A est un ensemble infini H°(A) = co = #(A).
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(ii) Soit A C R un ensemble Borélien et A C [J;2]a;, b;[, pour tout § > 0 on peut décomposer
chacun des intervalles [a;,b;] en une union finie de sous intervalles d’intérieurs disjoints et de
diamatre plus petit que d, i.e. [a;, b;] = U, ey, [o] ol 3] avec B — o) < 4. Par conséquent,

[ee] . ] ] (oo}
diam([a?, B/
) <o Y 3 BRI AD S ),
i=0 jel; i=0
ou l'on a utilisé le fait que w; = 2. Par passage & l'infimum parmi tous les recouvrements

{lai, bi[}ien, on obtient par définition de la mesure de Lebesgue que H}i(A) < L£'(A), puis, par
passage & la limite quand § — 0, H(A4) < L1(A)

Pour montrer I'autre inégalité, considérons un recouvrement de A C |J,.; A; avec diam(A;) < 0,
on pose s; = inf A; et t; = sup A; de sorte que A; C Js; — 62~ 0D ¢, + §2- D[ Par définition de
la mesure de Lebesgue, on a donc que

diam(A4;
A) <Y (b ) + 20 =y 30 T g5
i€l iel

puis, par passage a I'infimum par rapport & tous les recouvrements {A; };ey, il vient
LY(A) < H5(A)+6

On fait tendre ensuite 6 — 0.

(iil) Si{A;}ier est un recouvrement de A avec diam(A;) < 4, alors {\A; };cr est un recouvrement
de MA avec diam(A\A;) < AJ, d'on

diam(A4;)\°
S < S
H35(AA) < A Zws (2 )
el
puis, par passage a I'infimum parmi tous les recouvrements {4;};cr de A4,
H3s(AA) < A HG(A) < NHP(A).

Par passage & la limite quand § — 0, on obtient H*(AA) < A*H?®(A). Pour montrer autre inégalité,
on note simplement que

H(A) = HS(ATH(ANA)) < ATSHA(NA).

(iv) Si L : RN — R? est une isométrie affine et {A;};cr est un recouvrement de A avec
diam(A;) < 6, alors {L(A;)}ier est un recouvrement de L(A) avec diam(L(A4;)) = diam(4;) < 4.
Par conséquent,

< o (B 3, (st

puis, par passage & I'infimum parmi tous les recouvrements {A; };c; de A et passage au supremum
en J, on obtient
H(L(A)) < H(A).

Comme L~ : L(RY) — RY est une isométrie affine, il vient

H*(A) = H (L7 (L(A))) < H*(L(A)),
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ce qui montre autre inégalité.

(v) Si f: RN — R? est une fonction Lipschtzienne et {A;};c; est un recouvrement de A avec
diam(A4;) < 6, alors {f(A;) }ier est un recouvrement de f(A) avec diam(f(4;)) < Lip(f)diam(A;) <
Lip(f)d. Par conséquent,

Hiip(r)s (F(A) <D ws (dim(zw) < [Lip(NP* > ws (dian;(Ai))
i€l i€l

puis, par passage & I'infimum parmi tous les recouvrements {A; };c; de A et passage au supremum
en J, on obtient

H(f(A)) < [Lip(f)]"H(A).

(vi) est une conséquence du fait que, par définition de la mesure de Hausdorff, pour tout ¢ > 0,

on a
W 5 t—s Wi 5 t—s
LA < == A< = = S(A).
w2 (5) w2 (5) ww
Par passage a la limite quand § — 0, on en déduit que si H*(A) < oo, alors H(A) = 0. O

Définition 4.1.5. La dimension de Hausdorff d’un ensemble A C RY est définie par
dimy(A) ;= inf{s > 0: H*(A) = 0}.

Par définition de la dimension de Hausdorff, on a que H*(A4) = 0 pour tout s > dimy(A4) et,
d’apres la Proposition 4.1.4-(vi), il vient que H*(A) = oo pour tout s < dimy (4).

4.2 Mesures de Hausdorff versus mesure de Lebesgue

Nous allons & présent montrer que la la mesure de Hausdorff N-dimensionnelle dans R coincide
avec la mesure de Lebesgue £V. La démonstration repose sur I'inégalité isodiamétrique qui stipule
que le plus grand volume parmi tous les sous ensembles de diametre 2r est wyr?, i.e. le volume de
la boule. Remarquons que cette inégalité n’est pas completement évidente car, comme le montre
I’exemple d’un triangle équilatéral, il n’est pas vrai qu'un ensemble quelconque est contenu dans
une boule de méme diametre.

Proposition 4.2.1 (Inégalité isodiamétrique). Pour tout ensemble LN -mesurable A C RV,
on a

£Y(4) < wy (

Démonstration. La preuve repose sur le principe de symétrisation de Steiner. Pour tout & € RY
avec || = 1, on note II¢ 'hyperplan orthogonal & § et

Ag::{tGR: y+t& € B}

la section de A dans la direction £ passant par le point y. D’apres le Théoréme de Fubini, Pappli-
cation y — L'(A§) est LV !-mesurable dans II¢. Par conséquent I'ensemble

Se(A) == {y +t&: yellg, |t| < £L1(BS)/2}

est toujours £V -mesurable. De plus, une nouvelle utilisation du Théoréme de Fubini montre que

LY (Se(A)) = LN (A).
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Par définition, le nouvel ensemble S¢(A) est symétrique par rapport & IIe. Par ailleurs, si A est
symétrique par rapport a II, avec v -§ = 0, alors S¢(A) conserve cette propriété. Pour voir cela,
notons o la symétrie par rapport a II,,, i.e. o(x) = x — 2(x - v)v, qui satisfait 02 = id. Montrons
que

& _ A¢
Ay =4
En effet, sit € Ag, alors y +t€ € Aet o(y+t€) = o(y) +t€ car - v = 0. Comme o(A) = A, on

en déduit que o(y) + t& = o(y + t&) € A, ce qui montre que t € A oy ) et donc A5 C AJ( )-

appliquant cette méme inclusion a o(y) en lieu en place de y, il vient AS o) © AU2 W) = Ag, ce qui
montre la deuxieéme inclusion. Par conséquent, si =y + t£ € S¢(A), alors o(x) = o(y) + t& avec

o(y) € e et 2[t] < L1(Af) = [,I(Ai(y)), ce qui montre que o(x) € S¢(A) et donc que S¢(A) est
symétrique par rapport a II,.

Montrons a présent que la symétrisation diminue le diametre. Pour ce faire, pour tout € > 0, on
considere z et 2’ € S¢(A) tels que

diam(Sg(A)) < |z — 2| + &.
Soient y =a — (x-§)€ et y =2’ — (2’ - )€ € Il¢ et posons
=inf{t: y+t£ € A}, s:=sup{t: y+t e A},
et
=inf{t: y +t& € A}, s :=sup{t:y +1t e A}.
Supposons, sans restreindre la généralité que s’ —r > s — r’. Alors
1

=1 = s =)+ 5(s — 1)

5 LHAS) + z(Af)

1 1
s—r>=(—r)+ 3

2
Comme |z - ] < LY (AS) et |2/ - ¢] < %El(Ai,), il vient
s'—r >z g+l -E = fr-E—al -
Par conséquent, comme y + 7€ et ¢’ + s'€ € A,
(diam(Sg(A)) —€)* <o —a'P =y —y/|* + |z - £ — ' - ¢
Sly—y P+ (s =)’ =]y +7r&) — (¥ + '€ < (diam(A))? = (diam(4))?,
ce qui montre effectivement que diam(S¢(A)) < diam(A).

Nous sommes a présent en mesure de montrer 'inégalité isodiamétrique. Si diam(A) = oo, il
n’y a rien & montrer. Sinon, on considére une base orthonormée {ei,...,ex} de RY. On définit
Ar = 8., (4), Ay = S, (A1),..., AN = Scy(ANn_1) et on pose A* = Ay. Par construction,
LN(A*) = LN (A), diam(A*) < diam(A) et A* est symétrique par rapport a Il., pour tout k =

., N. Par conséquent, si x € A*, alors —x € A* de sorte que A* C Bgjam(a~)/2(0), soit

diam(A*)\ Y diam(A)\ ™
£V() = £Y(4°) £ ¥ B 20) = o () < (5
ce qui conclut la preuve de I'inégalité. O

L’inégalité isodiamétrique permet montrer que la mesure de Hausdorff N-dimensionnelle coincide
avec la mesure de Lebesgue dans RV, généralisant ainsi la Proposition 4.1.4 (ii).
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Théoréme 4.2.2. HY = LV dans BRY).

Démonstration. Soit A € B(RY) tel que H(A) < oo. Pour tout § > 0 il existe un recouvrement
{A;}icr tel que diam(A4;) < 4 et

diam(A;)\ " N N
wy Y — ) SHIA)+s<HY(A) +4
i€l
Rappelons que, sans restreindre la généralité, on peut supposer que les A; sont fermés. Comme
A C |J; As, on obtient grace a l'inégalité isodiamétrique que

. N
)<Y VA <wn S (‘“““”) <HN(A) 46,

£ : 2
i€l el

On obtient que LN (A) < HN(A) par passage & la limite quand 6 — 0. Si HV(A) = oo, cette
inégalité est immédiate.

Pour montrer I’autre inégalité, on commence par établir que HY est une mesure de Radon
absolument continue par rapport & £V. Pour ce faire, on remarque que si Q est un cube de RY,
alors diam(Q) = vVNLY (Q)*". Soit donc {Q;}icn un recouvrement de A par des cubes ouverts. Si
0 > 0, quitte & subdiviser chaque cubes @; en plus petits cubes, on peut supposer que diam(Q;) < 4.
Par définition de la mesure de Hausdorff, il vient

Hy (A) < WNZ (dlaH;(Ql)) =wN (@) ZEN(Qi)~

Par passage & l'infimum parmi tous les recouvrements {Q;};cny de A et par passage a la limite
quand § — 0, il vient HN (A) < OxLN(A).

Soit A € B(RY) tel que LN (A) < co. Par régularité extérieure de la mesure de Lebesgue, pour
tout § > 0, il existe un ouvert U contenant A tel que LN (U) < LN(A) + 6§ < oo. D’apres le
Théoréme de presque-recouvrement de Vitali (Corollaire 2.3.2), il existe une famille dénombrable
{Bg}ren de boules ouvertes deux & deux disjointes, telle que diam(By) < ¢ et By C U pour tout

keN, et
v <U\UBk> =0.

k=0

Comme ’Hév est une mesure extérieure, il vient

00 o . N
HY(A) < S HY (B < wn ((han;(Bk)>

k=0 k=0
= iL‘N(Bk) =LV (D Bk> <LN(U) < LY(A) + 6.
k=0 k=0

et passage & la limite quand § — 0, on obtient que HV(A) < LN(A). Cette inégalité reste
évidemment vraie quand LV (A) = oo. O

Remarque 4.2.3. Le résultat précédent montre que, pour tout s < N, la mesure de Hausdorff
H* n’est jamais une mesure de Radon dans RY
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4.3 Formule de ’aire

Nous nous intéressons & présent & l'interprétation de la mesure de Hausdorff H* pour k € N
avec 1 < k < N — 1. La formule de l’aire va nous permettre de montrer que H* coincide avec la
mesure de volume sur les sous-variétés de dimension k dans RV,

Théoréme 4.3.1 (Formule de ’aire). Soient 1 <k < N, U C R¥ un ouwvert et f : U — RN
une fonction de classe C* injective telle que x € U + df (x) est bornée et, pour tout x € U, df (z)
est une application linéaire injective de RF dans RN . Alors pour tout ensemble Borélien A C U,
on a

k = € X X ZX.
) = [ et @@ @) d

Démonstration. Etape 1. Commencons par établir que f(A) est H*-mesurable. Par régularité
intérieure de la mesure de Lebesgue, il existe une suite de compacts K; C A telle que £F(A\K;) — 0.
Par conséquent, f étant Lipschitzienne, il vient

' <f<A> VU f<Ki>) <H* (f (A\ U m)) < [Lip(f)]*L* (A\ U fg) = 0.

=0 =0

Comme f est continue et K; compact, f(K;) C RY est compact et |J, f(K;) € B(RY). Par
conséquent f(A) est HF-mesurable comme union d’un ensemble Borélien et d'un ensemble de
mesure H* nulle.

Etape 2. Supposons d’abord que f = L est une application linéaire injective. On utilise la
décomposition polaire pour décomposer L = O o S ot S : R¥ — RF est une application linéaire
inversible, symétrique, définie positive et O : R¥ — RN est une application orthogonale. En
effet, ’application linéaire LTL : R¥ — RF est inversible (car injective), symétrique et définie
positive. Par le théoréme de décomposition spectrale, il existe une base orthonormée {e1, ..., ex}
de R¥ et des réels A1,...,\x > 0 tels que (LT L)e; = A\e; pour tout 4 = 1,...,k, de sorte que
LTL = Ele Aie; ® e;. On pose alors

k
S = Z Ve ® e
i=1

qui définit une application linéaire S : R¥ — R* inversible, symétrique et définie positive. Posons
alors O := Lo S~ ! et v; :== O(e;) = ﬁL(ei) € RY. Par construction, {vy,...,v;} forme un
systeme orthonormé de R ce qui montre que O est orthogonale.

On définit la mesure de Radon positive v(E) := H*(L(E)) pour tout Borélien E C RF. Si

x € R¥, on a par linéarité de L et invariance par translation de H* que
v(z + E) =H*(L(z + E)) = H*(L(z) + L(E)) = H*(L(E)) = v(E).

Par conséquent, la mesure de Radon X\ := v/v([0,1]*) est invariante par translation et satisfait
A([0,1]¥) = 1. Par unicité de la mesure de Lebesgue, on a donc que A = L*, soit v = xLF on
k= v(]0,1]%).

Montrons & présent que xk = y/det(LTL). En utilisant la décomposition polaire et le fait que O
est orthogonale (en particulier une isométrie),

HE(O 0 S(E)) _ HAS(E) _ LAS(E))
CH(E) CHE) | LNE)

R =
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car S(E) C R¥ et H¥ = £F sur R¥. En choisissant en particulier
E:Q:{meRk: 0<z-e; <1pourtout 1<i<k}

(le cube unité de R* orienté suivant la base {e1,...,ex}), on a que
S(Q)z{yERk: Ogy-eig\@pourtou‘clgigk}

et donc L£*(S(Q)) = Hle VA = det(S) = \/det(LTL) ce qui conclut la preuve de la formule de

l'aire dans le cas linéaire.

Etape 3. Considérons enfin le cas général d’'une fonction f : U — R de classe C! injective telle
que z € U — df (z) est bornée et df (x) est injective pour tout = € U. Pour simplifier les notations,
on pose Jy := /det(dfTdf). Soit K un compact inclu dans U. Comme f est de classe C* sur U,
pour tout £ > 0, il existe § > 0 tel que si z, y et z € K satisfont |z —y| < J et |z — z| <4, alors

[Jp(@) = Jr)l <& [If(x) = fly) = df (2)(y — )| < elldf (2)(z —y)ll

En effet, la premiere condition résulte de I'uniforme continuité de J¢ sur le compact K. La deuxieme
condition se démontre par l’absurde sur supposant l'existence de £y > 0 et de trois suites (2, )nen,
(Yn)nen €t (2n)nen dans K telles que

1 1
[zn —ynll < = lan — 20l < —
n n

et
o([|zn — ynll) = [1f(#n) = f(yn) — df (z0) (@0 — yn)ll > colldf (20) (yn — zn)||-

Quitte & extraire une sous-suite (car K est compact), on peut supposer que ,, — &, Yp, — Y, 2n — 2
(avec x =y = z) et vy, = (Tn, — Yn)/||Tn — Yn|| — v avec ||v|| = 1. D’ou o(1) > eo||df (zn)(vn )] puis
par passage & la limite 0 = & ||df (z)(v)||. Par conséquent, v € SV ! appartient au noyau de df (),
ce qui est impossible par injectivite de df (x).

En particulier, pour € < 1, on a

1) = F@ = lldf (2) (= = w)l| = [1f(2) = f(y) = df (2)(y —2)|| = (1 = )| df (2)(y — @)

et

1 () = F@)I| < [ldf (2) (& = o)l + 1 f () = f(y) = df (2)(y — )| < (L +&)|[df (2)(y — 2)]-

Soit K = J;~; A; une partition Borélienne de K telle que diam(A;) < 4. On fixe z; € A4; et on
pose L; := df(z;). Par hypothese L; : R¥ — R¥ est une application linéaire injective et pour tout
T,y € Ai7

(A =e)lLi(z =yl < If (=) = fFWII < A+ )| Li(z =y,

ce qui montre que

1
1—¢

Lipy,a,)(fla, 0 L7") < 1+e, Lippa,y(Lio (fla,)™) <
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En utilisant le fait que f est injective, on en déduit que f(ANK) = -, f(AN 4;) dou

HE(f(ANK)) Zﬂk AﬁAi))ziH’“((f “H(Li(AN A)))

m

<S4Ry HA(L(ANA)) = (1+e) f:/%m. Jp(2) dx

i=1

(1+9) §:[¥A 2 do + (1 + ) L4 (K)

— (4o /AmK (@) do+ (1 + ) LF (K).

/AOK Ji(z)de = Z/AmAi Jr(z)de < ;/An& Jf(Zi)d,’L‘—|—5£k(K)

=§f Li(ANA)) + LK) = " HH(Lio (F1a) (AN A)) + eL5(K)
i=1 =1
< %iﬂ’“(f(AﬁAi)Heﬁ’“(K) L 0 (F(ANK)) + LM (K).

(1—eo)F = T 1—e)k
Par passage a la limite quand € — 0, on obtient
HANK) = [ (e da,
ANK

puis, en choisissant K = K, olt {K,, }nen une suite croissante de compacts tels que Un K, =U et
en passant a la limite quand n — oo, on en déduit que

WWM=A#@M

ce qui conclut la preuve de la formule de 'aire. O

Remarque 4.3.2. (i) Si k = 1, la formule de 'aire permet de retrouver la formule du calcul de la

longueur d’'une courbe
= [ 17
E

(i) Sik =N —1let f(xr) = (x,a(z)) ot a : RV~ — R est une fonction de classe C!, la formule
de l’aire permet de retrouver la formule de 'aire du graphe de a

M1 ({(z,a(2)) : = € B} :/E\/1+||Va(x)\|2dx.
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Chapitre 5

Formule de Gauss-Green

5.1 Partition de 'unité réguliere
On commence par montrer une généralisation du lemme d’Urysohn au cas de fonctions régulieres.

Lemme 5.1.1. Soit K C RY un compact et V.C RN un ouvert tels que K C V. Alors, il existe
une fonction f € C(RY) telle que 0 < f <1 dans RY, f =1 sur K et Supp(f) C V.

Démonstration. Soit d = dist(K,RY \ V) > 0, on pose
U={zxecR: dist(z,K) <d/3}, U ={zxecR: dist(z,K) < 2d/3}

de sorte que K cU cc U’ cc V.

On considere une fonction € C°(RY) telle que n > 0, Supp(n) C By et [pn n(y)dy = 1. On
pose alors 1. := e~ V(- /e) de sorte que 1. € C(RY), n. >0, Supp(ne) C Be et o ne(y) dy = 1.
On définit f. := f * 1., i.e. pour tout & € RV,

o) = [ nele =100 do

D’apres le théoréme de dérivation sous le signe intégral, on a f. € C®(RY). Par ailleurs, si = ¢
U + B, alors |z — y| > ¢ dés lors que y € U, ce qui implique que f.(x) = 0. Par conséquent, si
e < d/3, alors Supp(f.) C U + B. C U/, ce qui montre que f. € C°(RY) avec Supp(f.) C V. Par
ailleurs, si x € K et y € B.(x), alors y = (y — ) + « € B. + K C U. Par conséquent, si x € K, on
a

fe(z) —/BE(I) ne(wy)lU(y)dy—/BE(z) Ne(r —y) dy:/ n-(z)dz = 1.

RN
La fonction f := fy/¢ satisfait donc les propriétés requises. O
Le résultat suivant donne l’existence d’une partition de I'unité réguliere.

Proposition 5.1.2. Soient Vi,...,V, des ouverts de RN et K un compact tel que K C U?:l Vi.
Pour tout i = 1,...,n, il existe des fonctions ; € C(RN;[0,1]) telles que Supp(6;) C V; et
Yo 0:=1sur K.

Démonstration. Pour tout x € K, il existe il existe i € {1,...,n} et une boule ouverte B, centrée
en x et telle que B, C V;. Par conséquent, K C |J,cx Bs, et comme K est compact, on peut

49
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extraire un sous recouvrement fini K C U§:1 By;. On définit K; comme 'union des boules fermées
B,, contenues dans V;. Alors K; est un compact tel que K; C V; et K C JI_; K;.

Pour tout 1 <1 < n, soit U; un ouvert borné tel que K; C U; CC V;. D’apres le Lemme 5.1.1, il
existe une fonctions f; € C°(R™) telle que 0 < f; < 1 dans RV, f; = 1 sur U, Supp(f;) C V;. Par
conséquent, >, fi > 1sur U := |J;_, U; qui est un ouvert contenant K. En utilisant de nouveau
le Lemme 5.1.1, on peut trouver une fonction f € C°(RY) telle que 0 < f < 1 sur RY, f =1 sur
K et Supp(f) C U. Par conséquent,

1—f—|—Zfi21 dans RY
i=1

et donc la fonction

g— i
est bien définie et de classe C> sur RY. Clairement on a 0 < 6; < 1 sur RY, Supp(6;) C V; et
Y0 =1sur K. O

5.2 Ouverts a frontiere réguliere

Définition 5.2.1. Soit 2 C RY un ouvert. On dit que Q est de classe C* (k € N) si pour tout
x € 09, il existe

— un r >0,
— une base orthonormée {ey,...,ex} de RY,
— une fonction a : R¥~1 — R de classe C*
tels que, en identifiant Vect(eq,...,enx_1) avec RV~1 et Vect(ey) avec R,

QNQr(r) ={y € Qr(z): yvy <alyi,...,yn-1)},
NNQr(x) ={y € Qr(z): ynv =aly1,...,yn-1)},

ot Q.(z) = {y € RN : |y; —z;| <7 pour tout 1 <i < N}. Si k > 1, la normale unitaire extérieure
aQeny=(y,- .., yn—1,0H1,---,yn—1) = (¢, a(y’)) € 2N Q. (z) est bien définie et est donnée
par

1

W)= AN

De plus, si ¢ : RY — R, est une fonction continue dans un voisinage de 9, la formule de 1’aire
montre que l'intégrale de bord de ¢ sur 02 N Q..(x) est donnée par

/’ wﬂﬂ”:/ oy aly)VI+ Va2 dy.
A0NQ, () x/+]—rr[N -1

Va(y'),1).

Si Q est borné, alors 92 est un compact de RY. Par la propriété de Borel-Lebesgue, on peut
alors recouvrir 9§ par un nombre fini de cubes Q; = @, (x;)(pour ¢ = 1,...,m) qui satisfont les
propriétés ci-dessus. Soit 64, ..., 0, est une partition de 'unité associée a Q1,...,Qmn :

— pour tout 1 < i <m, §; € C(RY), 0 <0; <1dans RN et Supp(6;) C Qi ;

— Y, 6; =1 sur 9Q.

Alors, si ¢ : RN — R, est une fonction continue dans un voisinage de 952, on a

edHN T = / 00 dHN L.
/69 ; 20NQ;
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5.3 Formule de Gauss-Green

Le résultat suivant est une version N-dimensionnelle de la formule d’intégration par parties,
bien connue en dimension 1.

Théoréme 5.3.1. (Formule de Gauss-Green) Soient Q C RY un ouvert borné de classe Cloet
F:RYN — RN un champ de vecteurs de classe C* dans un voisinage de Q. Alors

/divF(ac)dx:/ F-vdHN~1 (5.3.1)
Q o0

Si f: RN = R est une fonction scalaire de classe C* dans un voisinage de €,
/ Vix)de= [ fodHNL. (5.3.2)
Q o0

Démonstration. Nous démontrons seulement la formule (5.3.2).

Etape 1. On suppose ici que supp(f) C Q. Soit R > 0 tel que Q2 C ] — R, R[N. Comme f est &
support dans €, on peut 1’étendre par zéro & tout | — R, R[N en une fonction (toujours notée f)
de classe C! sur | — R, R[V. D’apres le Théoréme de Fubini, on a alors que pour tout 1 < j < N,

R
/8del':/ 8de$:/ (/ 8]fdxj> dxl"'d$j71 d$j+1d$N
Q ]—R,R[N ]-R,R[N—1 -R

Or
R
/ ajfd{L‘j = f(l'l,...7:L‘j,17R,LL'j+17...,{L‘N) — f(x17...,mjfl,_R7xj+17...,xN) =0
i

car supp(f) € Q C ] — R, R[YN. Par conséquent, comme f = 0 sur 9%,

/Vfdsz:/ frdHN-L.
Q o0

Etape 2. Soit z € 9Q, r > 0, Q := Q,(z) et a € C}(RV~!;R) comme dans la Définition 5.2.1.
Plagons nous dans la base {ey, ..., ey} donnée par la paramétrisation locale de 9Q. On note alors
0;f =V f-e; la dérivée dans la direction e; de sorte que Vf = Zfil(aif)ei. Montrons que

Vi(y)dy = frdHN=!  pour tout f € CH(Q).
Q 1)

Tout d’abord, on a d’apres le Théoreme de Fubini,

a(y’)
/QaNf(y) dy:/ ot (/ aNf(y/ayN)dyN> dy'
' +]—rr[N-1 —r

=/ fWaly))dy' = / fondHN "t = [ fuydHN L
o/ +]—rr[N-1 0N o

Par ailleurs, si j # N, et y € '+ ] —r,7[V~1, on a que

a(y’)

a(y’)
9; (/ f(ylny)dyN> = f(y,a(y"))0ja(y’) +/ 0 f(y',yn) dyn.

- —r
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On intégre & présent par rapport & y' € o'+ | — r,7[V~1. Comme f = 0 sur dQ, le Théoréme de
Fubini montre que le membre de gauche s’annule et donc que

a(y’)

0= / W ety + / . (/ ajf@',yN)dyN) ay,
QE/+ —r,r N-—-1 .’,C'+ —r,r N-—-1 —r

soit
/3jf(y)dy=/ fv dHN—lz/ frjdHN L.
Q 20NQ a0
Etape 3. Soit Q1,...,Q.,, un recouvrement de 02 par des cubes satisfaisant les propriétés
de la Définition 5.2.1. Soit 6y, 01, ...,0xn une partition de I'unité subordonnée au recouvrement

{,Q1,...,Qm} de Q:
— 0y, 0m € CX(RYN), 0 < 6; <1 pour tout 0 <i < m;
— supp(fp) C Q, supp(b;) C Q; pour tout 1 < i < m;
— 3,0 =1sur Q.
Comme f =>",6;f dans Q, on a que

/QVf(x)dx:/QV(Gof)dx+; V(0;f)dx.

QNQ;

D’apres Pétape 1, du fait que supp(fpf) C 2, on en déduit que
/ V(0f) dz = 0. (5.3.3)
Q
Si 1 <i<m,comme6;f €CL(Q;), on peut appliquer 1’étape 2 pour obtenir que
/V(Qif) de= | 0;fvdHNt (5.3.4)
Q a0
En regroupant (5.3.3) et (5.3.4), il vient

/QVfdx:g;/QV(Qif)dx:i/m@ifudHN1:/8nydHN1,

ot 'on a utilisé le fait que, sur 99, 6y = 0 et donc >_1", 6; = 1. O
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