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— Durée : 3 heures
— Les notes de cours, les documents et les appareils électroniques ne sont pas autorisés

— Dans un méme exercice, pour traiter une question, on peut admettre les résultats des questions précédentes
méme s’ils n'ont pas été démontrés

— La note tiendra compte de la qualité de la rédaction

Exercice 1. (Questions de cours)
1. Enoncer le théoréme d’existence et d’unicité de la mesure de Lebesgue dans RY.

2. Démontrer 'unicité de la mesure de Lebesgue en dimension N = 1.

Exercice 2. Soit X un ensemble non vide. On définit p*(A) =1si ) # A C X et p*(0) = 0.
1. Rappeler la définition d’une mesure extérieure.
2. Montrer que p* est une mesure extérieure.

3. Rappeler la définition d’un ensemble p*-mesurable. Quelle propriété générale possede la classe
A des ensembles p*-mesurables 7

4. Montrer que A = {X,0}.

Exercice 3. Soit (X, d) un espace métrique et p* une mesure extérieure sur X telle que les Boréliens
sont p*-mesurables. Soient A et B C X tels que d = dist(A, B) > 0.

1. Montrer qu’il existe deux ouverts U et V telsque ACU, BC Vet UNV = (.

2. Montrer que
p(AUB) =p*((AUB)NU) + p*((AUB)\U).

3. En déduire que p*(AU B) = p*(A) + p*(B).

4. Interpréter ce résultat au regard d’un théoreme du cours.

Exercice 4. L’objectif de cet exercice est de construire une partie de R non Borélienne mais qui est
Lebesgue mesurable. On rappelle que I’ensemble de Cantor, noté C' C [0, 1], est un ensemble compact
de mesure de Lebesgue nulle qui peut étre caractérisé de la maniere suivante :

C= {i"g’; : {23 }een € {o,z}N}.

k=1

On définit la fonction ¢ : [0,1] — [0, 1] par (1) = 1 et, si . = > 72, 5 € [0,1],

ou Yy poy 55 désigne le développement de z en base 2.



. Montrer que ¢ est strictement croissante.

. En déduire que ¢ réalise une bijection de [0, 1] dans C'.

. Montrer que pour tout B € B([0,1]), on a ¢~ 1(B) € B([0,1]).

. Soit V' C [0,1] Pensemble de Vitali. Montrer que ¢(V') € L(R) mais que (V) € B(R).
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Exercice 5. L’objectif de cet exercice est de montrer que les notions d’intégrales de Riemann et de
Lebesgue coincident en un certain sens sur la classe des fonctions Riemann intégrables.

Soit [a, b] un intervalle compact de R. On rappelle que ¢ : [a,b] — R est une fonction en escalier
s’il existe une subdivision @ = 9 < 21 < -+ < zy = b de lintervalle [a,b] telle que ¢ = ¢; est
constante sur chaque intervalle [x;, z;1+1] pour tout 0 <i < N — 1 (on pose ¢(b) = c¢ny_1). On définit
alors I'intégrale de Riemann de ¢ par

N-1

b
/ ¢(x)dx = Z ci(Tig1 — ).

=0

1) Montrer que
b
[ owde= [ sact
a [a,b]
ou le membre de droite désigne l'intégrale de ¢ au sens de Lebesgue.

2) Soient ¢; et ¢ deux fonctions en escalier. Montrer que max{¢i, ¢2} et min{¢p;, ¢2} sont des
fonctions en escaliers.

Une fonction f : [a,b] — R bornée est intégrable au sens de Riemann s’il existe deux suites
{bn}nen et {n}nen de fonctions en escaliers telles que, pour tout n € N, ¢, < f < 1), sur [a,b] et

b b
lim On(z)de = li_)m Y (z)dz € R.

La valeur commune s’appelle I'intégrale au sens de Riemann de f sur [a, b] et est notée

/ab (@) da.

Soient donc f, {¢n}neN et {¥ntnen comme ci-dessus. On pose
o, = max = min .
n 0<k<n ¢k> Bn 0<k<n W

3) Montrer que, pour tout n € N, o, et 3, sont des fonctions en escalier satisfaisant

¢n <ap <appr < f < ﬁnJrl < Bn < 'an sur [a,b].

4) On pose a = sup,, a, et f = inf, 5,. Montrer que « et 8 sont deux fonctions Boréliennes telles
que a < f < (3 sur [a,b] et

b b
/ ¢>n(x)dxg/ adl! < Bdc! g/ V() d.
a [a’b] [Cb,b] a
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5) En déduire que
b
/ f(x)dz::/ adl! = Bdct.
a [C’«,b} [avb]

6) On pose x = 3 — . Montrer que x est une fonction Borélienne positive telle que £!({x # 0}) = 0.

7) Montrer alors qu'il existe une fonction Borélienne g : [a, b] — R telle que f = g L!-presque partout

sur [a,b] et
b
/f(m)d:c:/ gdLl.
a [a,b]



