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TD1: Mesures, mesures extérieures

Exercice 1 (Lemme d’Urysohn). Soient K un compact et V un ouvert de R tels que K C V.
1. Montrer que

d:= inf |z —yl| > 0.
zeK,yeRN\V

2. Construire un ouvert borné U tel que K CU Cc U C V.
3. En déduire I'existence d’une fonction f € C.(R¥; [0, 1]) telle que f = 1 sur K et Supp(f) C V.

Exercice 2. (Partition de I'unité continue) Soient Vi,...,V, des ouverts de RY et K un
compact tels que K C JI_, V;.
1. Construire des compacts K1, ..., K, tels que K C U?:l K; et K; CV; pour tout 1 <14 <n.
2. Construire des ouverts bornés Uy, ..., U, tels que K; C U; C U; C V;.
3. En déduire l'existence de fonctions fi, ..., fn, € C.(RY;[0,1]) telles que Supp(f;) C V; pour
tout 1 <14 <n,
n
0<> fi<1 dansRY
i=1
et
n
Z fi=1 sur K.

i=1

Exercice 3. Soit y une mesure de Radon sur RY et ¢ > 0.

1. Soit A € RY un Borélien de mesure finie. Montrer qu’il existe une fonction h € C.(R") telle

que
/ |14 — h|dp <e.
RN

2. Soit s une fonction étagée, positive, Borélienne et p-intégrable. Montrer qu’il existe une
fonction h € C.(RY) telle que

/ |s —hldp <e.
RN

3. Soit f : RY — R une fonction positive, Borélienne et p-intégrable. Montrer qu’il existe une
fonction h € C.(RY) telle que

|f —hldp <e.
RN

4. En déduire que C.(RY) est dense dans Lj,(RY).

Exercice 4. Soit p* une mesure extérieure sur un ensemble X.



1. Montrer qu'un ensemble A C X est p*-mesurable si et seulement si
W (E) 2wt (BN A) + (B A)

pour tout E € P(X) tel que p*(EF) < 0.
2. Montrer que si A C X est tel que p*(A) =0, alors A est p*-mesurable.

Exercice 5 (Méthode I de Carathéodory). Soit X un ensemble et € C P(X) une collection
de parties de X telle que ) et X € €. Soit ¢ : € — [0,+00] telle que ((#) = 0, on associe une
application d’ensembles p* : P(X) — [0, +00] en posant

pr(A) = inf{ZC(Ai) t A €€, AC U Ai}.

i€eN i€N
1. Montrer que p* est une mesure extérieure.

2. On suppose que ¢ est dénombrablement sous-additive, i.e. pour tout ensemble A € € et
toute suite d’ensembles (A;)ieny C € tels que A C ;o 4,

¢(4) < 3 ¢(Ay).
1€N

Montrer alors que p*(A) = ((A) pour tout A € ¥.

Exercice 6 (Méthode II de Carathéodory). Soit (X,d) un espace métrique, ¥ C P(X) une
collection de parties de X telle que () et X € € et § > 0. Soit ¢ : € — [0, +o0] telle (() = 0, on
associe une application d’ensembles ¢5 : P(X) — [0, +00] en posant

¢s(A) .= inf {ZC(A’) A €6, AC U A;, diam(A;) < § pour tout i € N} )
ieN ieN

1. Montrer que ¢s est une mesure extérieure.

2. Montrer que si §; < da, alors ¢s5, > ¢5,. En déduire que
¢ = sup ¢s = lim s
5>0 §—0

définit également une mesure extérieure.



