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Calcul différentiel

1 Différentiabilité

Exercice 1. Soit f : R? — R la fonction définie par

2

ﬂ) Giv£0
flz,y) = <“”4+y2 vz o
0 siy=0.

Montrer que f admet des dérivées partielles en (0,0) mais qu’elle n’est pas continue en ce point.

Exercice 2. Soient U un ouvert de R", a € U et v € R". On dit qu'une fonction f: U — R est
dérivable en a suivant v si
St t) — f(@)

t—0 t

existe.

Dans ce cas, ce nombre est appelé dérivée de f en a suivant v et est noté 0, f(a). On suppose
dans la suite que f est dérivable en a suivant v.

1. A quoi correspondent les dérivées partielles de f?

2. Supposons f différentiable en a. Montrer que, pour tout vecteur v = (vy,...,vy),

0@ = L (ayes = V(@) v,
i=1 """

3. Soit f : R? — R définie par f(z,y) = y*/x si z # 0 et f(0,y) = y, pour tout y € R.
Montrer que f est dérivable au point (0,0) suivant tout vecteur de v € R2. Calculer
0, f(0,0). L’application f est-elle différentiable ?

4. Soit S"7! = {v € R" : |v| = 1} la sphére unité de R™ pour la norme euclidienne. On
suppose que f est différentiable en a. Notons

M = sup dyf(a).

veSn—1

Que vaut M ? Pour quel vecteur v cette valeur est-elle atteinte 7 Donner une interprétation
géométrique.

5. Vous étes sur une montagne dont la surface est donnée par I’équation z = max(—ax? —

y% 41800, 0), au point A de coordonnées (20, 20, 1000). Quelle direction devez-vous choisir
pour atteindre le sommet au plus vite ?



Exercice 3. Soit g : ]0, +o0[— R une fonction de classe C2. Pour tout (z,y) € U := R?*\{(0,0)},
on pose f(z,y) = g(v/2* + y?).

1. Expliquez pourquoi f est de classe C? sur U. Calculer les dérivées partielles premiéres %,
2f *f
02> oy?-
2. On rappelle que le Laplacien de f est défini, pour tout (z,y) € U par Af(x,y) =

o 02
(‘)TJQC(:E’ y) + 5yJ2£

% et les dérivées partielles secondes

(z,y). Montrer que pour tout (z,y) € U,

Af(z,y) =g"(Va? +y?) + gl(\/— ;2:;2)

3. En déduire que Af(x,y) = 0 pour tout (x,y) € U si et seulement si %d%(rg’(r)) = 0 pour
tout » > 0.

4. Montrer alors que Af(z,y) = 0 pour tout (z,y) € U si et seulement si

f(z,y) = aln(n/22 +y?) +b pour tout (x,y) € U,
ou a et b sont des réels.

Exercice 4. On pose Q = R*\{(0,0)}. Soit f : R? — R la fonction définie par

. Q
fay) =1y Y (@) €
0 si (z,y) = (0,0).

1. Montrer que f est différentiable sur €2 et calculer sa différentielle.

2. Montrer que f est différentiable en (0,0) et que sa différentielle est nulle.
?f 0*f

et , €
oxoy oyox
calculer la valeur de ces dérivées en (0,0). Que peut-on en déduire pour la continuité de
ces dérivées partielles secondes en (0,0) 7

3. Montrer que f admet en tout point des dérivées partielles secondes t

Exercice 5. Soit f: M, (R) — R I'application définie par f(A) = det(A). Montrer que f est
de classe C* et calculer sa differentielle.

Exercice 6. Soit .Z(R") 'ensemble des applications linéaires continues de R" dans lui méme
muni de la norme d’opérateur et GL,(R) le sous-espace vectoriel de Z(R™) constitué des
¢éléments inversibles.

1. Montrer que GL,,(E) est un ouvert de .Z(R").

2. Montrer que l'application inv : v € GL,(R) — u~! est différentiable et calculer sa
différentielle.



2 Difféomorphismes, inversion locale et fonctions implicites

Exercice 7. Montrer que les fonctions suivantes sont des C!-difféomorphismes globaux

®:]0, 400 x 10,27 — R\ ([0, +0[ x{0})

(r,0) — (rcos,rsin®)

W0, 400[ x 0,27 xR — R\ ([0, +0 x{0} x R)

(r,0,z) +— (rcosf,rsinb,z).

Exercice 8. Soit f : R? — R? le champ de vecteurs défini par

flz,y) = (2° — y°, 2ay).

Montrer que f est un C!-difféomorphisme local en point de R?\{(0,0)}, mais que ca n’est pas
un C!-difféomorphisme global sur R?\{(0,0)}.

Exercice 9. (Folium de Descartes) Soit
C={(z,y) eR*: 2% + 4> — 3zy = 0}.

Cette équation définit-elle y comme fonction implicite de x 7 Si oui, calculer la dérivée de la
fonction implicite et écrire ’équation de la tangente a C.

3 Recherche d’extrema

Exercice 10. Soit : R> — R la fonction définie par f(z,y) = 22 — y? pour tout (z,y) € R2.
Montrer que (0,0) est un point critique de f, mais que ce n’est pas un extremum local.

Exercice 11. Soit f : R? — R la fonction définie par f(x,y) = 23 — 3z(1 + 3?).
1. Etudier les extrema locaux de f.

2. Soit D = {(x,y) € R? : 22 + y? < 1}. Montrer que f admet un maximum M et un
minimum m sur D.

3. Soit (z,y) € D. Montrer que si f(z,y) = M ou f(x,y) = m, alors 2% + 3% = 1.

4. Etudier la fonction ¢ — f(cost,sint). En déduire les valeurs de M et m.

Exercice 12. (Principe du maximum) Soit Q < R" un ouvert borné et u : & — R une
fonction de classe C? sur Pouvert Q et continue sur le fermé Q telle que

Au(z) =0 pour tout z € Q.

Pour tout € > 0, posons u.(z) = u(z) + e .



SANE IO

Pourquoi les fonctions u et u. atteignent-elle leur maximum sur Q?
Montrer que Au.(x) > 0 pour tout z € .
Soit z. €  un point de maximum de wu. sur Q. Montrer que z. € 0f.

En déduire que le maximum de u sur €2 est atteint sur le bord.

Montrer que si u; et ug € C(€2) N C*(£2) sont deux fonctions harmoniques sur €2 telles que

u1 = ug sur 02, alors u; = ug sur §2.

Exercice 13. Soit f : R? — R une fonction de classe C!. On s’intéresse & la recherche d’extrema
locaux de f sur la sphere S = {(x,y) e R? : 22 + y? = 1}.

1.

On considére une paramétrisation de S donnée par v : ¢t € R — (cost,sint). Rappeler
I'expression du vecteur tangent & S au point (z,y) = (cost,sint).

. Pour tout t € R, on pose g(t) = f(cost,sint). Montrer que g est de classe C! sur R et que

si (xo,90) = (costp,sinty) est un extremum local de f sur S, alors ¢'(tg) = 0.

En déduire que

f . . of .
——(costg,sintg)sintyg + = (costg,sintg) costyg = 0.
0x( 05 0) 0 ay( 0 0) 0

. Etablir alors que le vecteur V f(xo,yo) est orthogonal au vecteur tangent a S en (xq, yo).

En déduire I'existence d’un A € R tel que

Vf(zo,y0) = A (gg) :



