Chapitre 8

Annexes

Dans chapitre, on désigne par X un ensemble et par P(X) I'ensemble des parties de X.

8.1 Théoreme de Carathéodory : existence de mesures

Définition 8.1.1. Une application p* : P(X) — [0, +00] est appelée mesure extérieure si
elle vérifie

(i) (@) =0;

(ii) Pour tout A, B € P(X), on a u*(A) < u*(B);

(iii) Pour toute suite (A, )nen de P(X), on a

Iy (U An) <> (A,
neN neN

Si une mesure sur la tribu triviale P(X) est toujours une mesure extérieure, la réciproque
n’est pas forcément vraie. Toutefois il est possible de restreindre p* a une tribu sur laquelle
u* est une mesure.

Définition 8.1.2. Un ensemble A € P(X) est dit u*-mesurable si pour tout E € P(X),
on a

pH(E) = p (ENA)+p*(E\ A).

Par la sous-additivité d’'une mesure extérieure, pour vérifier qu'un ensemble A est p*-
mesurable, il suffit de montrer que

pr(E) Z p (ENA)+p (E\ A)
pour tout E € P(X) tel que pu*(E) < oc.

Théoréme 8.1.3. (de Carathéodory) Soit u* une mesure extérieure sur un ensemble
X. Alors la classe A des ensembles p*-mesurables est une tribu et la restriction de p* a
A est une mesure.

79



80 CHAPITRE 8. ANNEXES

Démonstration. Montrons tout d’abord que A est une tribu. Clairement, on a () € A car
w* (@) = 0. Par ailleurs A est stable par passage au complémentaire puisque EN (X \ A) =
E\Aet E\ (X \A) = EnN A 1 reste donc & montrer que A est stable par union
dénombrable.

Vérifions d’abord que A est stable par réunion et intersection finie (ce qui fera de A
une algebre). Si A et Ag sont p*-mesurables, par sous-additivité de p*, on a pour tout
E € P(X),

pH(E) = p(ENA)

+ut(E\ A1)
= p(ENA)+

+

U

w(
pr((E\ A1) N Az) +p*((E\ A1) \ A2)
p(EN A\ Ap) + p*(E\ (A1 U Ag))
Az)) + (B \ (A1 U Ag)),

= p'(ENA)
> (BN (4

ce qui montre que AjUAs € A. Par passage au complémentaire, on en déduit que A;NAy €
A, puis que A; \ Ay € A.

Soit maintenant (Ay)pen une suite d’éléments de A, posons A = |J,, A, et montrons
que A € A. On définit Ay = Ag puis 4;, = A, \ U,,<p, Am pour tout n > 1; A étant une
algebre, on obtient ainsi une suite (A),),en d’ensembles dans A disjoints deux a deux et
de réunion |J,, A, = ,, An = A.

Posons B, = |J;.<,, 4} € ‘A, on obtient alors pour tout £ € P(X)

p(ENBpt) = p (ENBpy1 NBy) + (BN Bpy1 \ By)
= W(EN B+ (B0 Ay,

car les Al sont deux & deux disjoints. Ceci établit par récurrence que pour tout n € N,
“(ENB,) Z“ (ENAL). (8.1.1)

Les ensembles B,, étant u*-mesurables, on a
p(E) = p* (ENBy) + p*(E\ Bn)
ce qui implique, par (8.1.1) et croissance de u* (B, C A), que
W) 2 3B 0 Ay + (B A).
k=0

Par passage a la limite quand n — 400 et sous-additivité de la mesure extérieure p*, il
vient

i (ENAL) +u*(E\A) > p*(ENA) +p*(E\ A), (8.1.2)
k=0

ce qui montre que A € A et donc que A est une tribu.
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Siles A,, sont disjoints deux & deux, alors A/, = A,, pour tout n € N. En prenant £ = A
dans (8.1.2), on obtient

S (Aw) = p(4),
k=0

ce qui montre que u* est une mesure sur A. O

8.2 Théoréme de la classe monotone : unicité de mesures

Définition 8.2.1. On appelle classe monotone toute famille € de parties de X vérfiant :
(i) X €%;
(ii) SiA, Be€ et AC B, alors B\ A€ ¢,
(iii) Si (Ap)nen est une suite croissante de P(X) (i.e. A, C A,41 pour tout n € N),
alors | J,, An € €.

Une tribu est toujours une classe monotone, mais la réciproque n’est pas forcément
vraie.

Théoréme 8.2.2. (de la classe monotone) Soit £ une famille de parties de X stable
par intersection finie et contenant X. Alors la classe monotone engendrée par £ coincide
avec la tribu engendrée par .

Démonstration. Notons € la classe monotone engendrée par € et 7 la tribu engendrée
par £. Comme J est une classe monotone contenant £, alors ¢ C 7. 1l s’agit maintenant
de montrer I'autre inclusion.

Montrons d’abord que % est stable par union finie. Par passage au complémentaire, il
suffit de montrer que % est stable par iintersection finie. Soit F € £ fixé et

¢p:={A€¥€: ANE€%}.

Comme F = X NE €&, on en déduit que X € Eg. Par ailleurs, si A, B € ¥ et A C B,
alors ANE € €, BNE € € et ANE C BN E, ce qui implique que (B\ A)NE =
(BNE)\ (ANE) € ¥ et donc que B\ A € €p. Enfin si (A,,)nen est une suite croissante
de €g, alorsona A, NE € € et A,NE C A,11 N E pour tout n € N, ce qui montre
que (U, An) NE =, (A, N E) € €, soit J,, An € €E. On en déduit que € est une
classe monotone qui contient £ puisque £ est stable par intersection finie. Par conséquent,
© C Cg pour tout E € &, i.e.

ANE €% pourtout A € % et tout E € &.
Soit maintenant B € € et
¢p:={Aec¥€: ANBec%}.

On montre de méme que % est une classe monotone qui, d’apres ce qui précede, contient
&. Par conséquent, € C ép, ce qui signifie que

ANBe% pourtout A,B€E.
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Montrons & présent que % est une tribu. On sait déja que % contient X et est stable par
passage au complémentaire. Il reste & montrer que % est stable par union dénombrable.
Soit (A )nen une suite d’éléments de €. Pour tout n € N on pose

5o ()t
k=0

Comme % est stable par réunion finie, il vient B,, € ¢ pour tout n € N. La suite (B, )nen
étant croissante et ¢ étant une classe monotone, on en déduit que | J,, B,, € ¢. Finalement,
comme |J,, A, = J,, B, on en déduit que |J,, 4, € €.

Comme % est une tribu contenant £, on obtient I’autre inclusion .7 C €. O

Corollaire 8.2.3. Soient \ et i deux mesures de Radon sur RN qui coincident sur les
cubes ouverts. Alors A = p.

Démonstration. Soit € la famille des cubes ouverts dans RY (i.e. les boules ouvertes
Boo(z,7) de RY pour la norme || - |lo). Clairement £ est stable par intersection finie.
Montrons que la tribu .7 engendrée par £ est la tribu Borélienne sur RY. En effet, on
a tout d’abord Iinclusion .7 C B(RY). Pour montrer 'autre inclusion, on considére un
ouvert U C RY et le sous ensemble dénombrable de £

Fu={(Bs(a,r) CU: acUNQY et r € Q}}

de boules de centre rationnel et de rayon rationnel, incluses dans U. Six € U et R > 0
tel que By (z,R) C U, alors il existe a € U N QYN tel que ||z — aljoo < R/4. De plus, il
existe 7 € Q% tel que R/4 < r < R/2, ce qui implique que = € By (a,r) et By(a,r) C
By (z,R) C U. On a donc montré que

U= U B
BeFy

et donc que U € 7. Comme la tribu Borélienne est engendrée par les ouverts, on en déduit
I'autre inclusion B(RY) ¢ .7.

Pour tout n € N, et tout B € B(R"), on pose
M(B) = ABN] = n,n[N),  uw(BN]—n,n[") =: pn(B).

Comme A et u sont des mesures de Radon sur RY, on en déduit que A, et p, sont des
mesures Boréliennes finies sur RY. On définit

Cn={A€BRY): Mi(4) = un(4)} € BRY).

Alors RN € €, car A\p,(RY) = A(]—n,n[Y) = u(]—n,n[N) = pn(RY) puisque | —n,n[Ve &.
Ensuite si A, B € %, sont tels que A C B, alors A\,(B\ A) = A\ (B) — M\,(4A) = pn(B) —
pin(A) = pn(B\ A) ce qui montre que B\ A € C,,. Enfin si (Aj)ken est une suite croissante
de 6, alors A\, (Ax) = un(Ag) pour tout k € N, puis passage & la limite quand k — +o0,

An (U Ak> = Jim 2 (Ag) = Tim i (Ag) = pn (U Ak> ,

keN keN
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ce qui montre que |J,, Ai € €,. On a donc établi que %, est une classe monotone. Comme
par hypothese %, contient £, alors %, contient la classe monotone engendrée par £ qui,
en vertu du théoreme de la classe monotone, coincide avec la tribu engendrée par &, i.e.
la tribu Borélienne. On a donc établi que 4, = B(RY), i.e. A\,(B) = u,(B) pour tout
Borélien B ¢ R, ou encore

MNBN] —n,n[N) = w(BN] —n,n[™).

Par passage a la limite quand n — +o0, il vient A(B) = u(B). O



