Chapitre 3

Mesures de Radon

L’objet de ce chapitre consiste a identifier le dual topologique de certains espaces de
fonctions continues. La connaissance du dual d’un espace fonctionnel est d’une importance
capitale en analyse fonctionnelle comme nous le verrons ultérieurement au Chapitre 7. Cela
permet notamment d’introduire des topologies affaiblies (par rapport & la topologie forte
de la norme) grace auxquelles on augmente le nombre de compact.

3.1 Compléments sur les espaces de fonctions continues

Dans ce chapitre,  désigne un ouvert de RY (N > 1). Si K C Q est un compact, on
note
Cx () ={f €C(Q): Supp(f) C K},
o Supp(f) ={z € Q: f(x) # 0} désigne le support de f. Il s’agit clairement d’un sous-
espace vectoriel fermé de Cy(2), ce qui en fait donc un espace de Banach. On note également

KCSQ compact

I’ensemble des fonctions continues et & support compact dans ). Cet espace n’est pas
fermé dans Cp(€2) comme le montre I’exemple suivant.

Exemple 3.1.1. En dimension N = 1, on pose Q = | — 1,1] et, pour tout n > 1, la
fonction f,, : ] — 1,1[— R définie par
0 size]—1,-1+Li[ujl-11]
foa) = 12n 1 snve][—é,;],
]
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Or Supp(f) = [0, 1] ce qui montre que f & C.(]0, 1]).

On note Cp(£2) la fermeture de l'espace C.(£2) dans Cp(2). Nous allons caractériser 'es-
pace Co(€2) comme 'ensemble des fonctions continues qui tendent vers 0 sur le bord de €.
Avant cela, il convient de rappeler le résultat suivant qui sera utile par la suite.

Lemme 3.1.2 (Urysohn). Soient K un compact et V un ouvert borné dans RN tels
que K C V. Alors il existe une fonction f € C.(RV;[0,1]) telle que f = 1 sur K et

Supp(f) C V.

Démonstration. Soit

d:= inf —y|| = inf dist ,RN V),
xGK,zl/réRN\V le =yl zng ist(z \V)
ou
dist ,RN V):= inf — .
ist(x \V) yEl N\ |z =yl

La fonction z ~ dist(z,RY \ V) étant continue (en fait elle est méme 1-Lipschitz) et K
étant compact, il existe Z € K tel que d = dist(z,RY \ V). Si d = 0, par définition de
infimum, il existerait une suite (y;);en dans RY \ V telle que ||z — y;|| — 0. L’ensemble
RV \ V étant fermé, on aurait alors £ € R™Y \ V ce qui est impossible puisque z € K C V.
Par conséquent, d > 0 et ’ensemble

U:={zxcRY: dist(z, K) < d/2},
est un ouvert satisfaisant X € U ¢ U C V. La fonction

B dist(z, RN \ U)
 dist(z, RN \ U) + dist(z, K)

convient. O

Proposition 3.1.3. Une fonction f appartient a Co(S2) si et seulement si pour tout € > 0,
il existe un compact K. C  tel que |f| < & sur Q\ K.

Démonstration. Soit € > 0 et un compact K C  tels que |f| < ¢ sur Q \ K. D’apres le
Lemme d’Urysohn, on peut trouver une fonction g € C.(€; [0, 1]) telle que g = 1 sur K.
Posons h = fg de sorte que h € C.(Q) et || f — hlloc < ¢, soit f € Co(Q).

Réciproquement, considérons une fonction f € Co(2), par définition il existe une suite
(fn)nen d’éléments de C.(€2) telle que f,, — f uniformément sur Q. Soient £ > 0 et n. € N
tels que || fn. — flloo < €/2 et définissons K := {x € Q: |f,.| > &/2}. Alors K est un sous
ensemble compact de Q et pour tout z € Q\ K, |f| < |f — fo.| + |fu.] <e. O

Proposition 3.1.4. Les espaces C.(2) et Co(§2) sont séparables.
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Démonstration. Par définition de Cp(2) comme la fermeture de C.(€2) dans Cy(12), il suffit
de montrer que C.(2) est séparable. Soit (K, )nen une famille exhaustive de compacts, i.e.
K, C Kpy1 C Qet Unen Kn = Q1. Comme Ce(Q) = U,,en Ck, (€2), il suffit de montrer
que chacun des Cg,, (2) est séparable (pour la norme uniforme sur §2).

Soit donc K C €2 un compact et w un ouvert borné tel que K C w C w C ). Comme
w est compact, 'espace C(@) est séparable d’apres le Corollaire 2.2.5. 1l existe donc une
famille {fx}ren dénombrable et dense dans C(w). Soit (r¢)sen une suite de réels positifs
qui tend vers 0. Comme Cx (w) est un sous ensemble de C(@), il existe (k,¢) € N2 tel que
Cx(w) N B(fg,r¢) # 0. Pour de tels couples (k,¢), on choisit arbitrairement une fonction
Gke € Cx(w) N B(fr,r¢) de sorte que Pensemble (dénombrable) D := {g ¢} C Cx(w) est
dense dans Cx (w) (pour la norme uniforme sur @). En effet, pour tout f € Cx(w) et € > 0
il existe £y € N tel que r7, < e/2 et kg € N tel que

sup | f = fiol < 7ep-
w
Il s’ensuit que Cx (w) N B(fk,,7e,) 7 0 de sorte que
sup |f - gk0,€0| S sup |f - fko‘ + sup |fk?o - gko,£0| S 27’(0 <eE.
w w w

Comme chacune des fonctions gy, ¢ sont a support dans K qui est un sous-ensemble compact
de w, on peut les étendre par 0 sur Q2 \ w en des fonctions gy ¢ qui sont donc dans Cx(2).
L’ensemble D = {jr¢} C Cr(Q) est donc dénombrable et dense dans Cr () (pour la
norme uniforme sur ). O

3.2 Mesures de Radon positives

On rappelle qu'une mesure de Borel sur ) est une mesure définie sur la tribu des
Boréliens B(Q) de © (la plus petite tribu contenant les ouverts de © et donc aussi les
fermés de 2). On appelle mesure de Radon positive une mesure de Borel sur € finie sur les
compacts. Toute mesure de Radon positive p définit une forme linéaire sur I'espace C.(€)
des fonctions continues a support compact dans ). En effet, I'intégrale

| s

est bien définie puisque, en notant K = Supp(f) le support (compact) de f, on a

/ Fldu < p(K) max || < +oc.
K

Par conséquent, 'application

L:f»—>/Qfdu

1. On peut par exemple consiérer K,, = {x € Q: |z| < n et dist(z, RV \ Q) > 1}
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définit une forme linéaire positive C.(2), i.e.,

L(af + Bg) = aL(f) + BL(g) pour tout f, g € C.(2) et tout o, B € R, (3.2.1)
L(f) >0 pour tout f € C.(2) avec f > 0. (3.2.2)

Nous allons en fait montrer que toute forme linéaire positive sur l'espace C.(€2) peut
étre représentée de fagon unique par une telle mesure.

Théoréme 3.2.1 (Théoréme de représentation de Riesz). Soit L : C.(2) — R une
forme linéaire positive (i.e. qui satisfait (3.2.1) et (3.2.2) ). Il existe une unique mesure de
Radon positive p sur Q telle que

L(f) = /Qfdu pour tout f € C.(Q). (3.2.3)

De plus, pour tout E C B(2),
w(E) =inf{u(V): ECV, V ouvert}, (3.2.4)
et pour tout ouvert U C Q,
w(U) =sup{u(K): K CU, K compact}. (3.2.5)
Dans la preuve de 'existence, nous utiliserons le résultat suivant.

Lemme 3.2.2 (Partition de 'unité). Soient Vi,...,V, des ouverts de RY et K un
compact tel que K C |J;_, Vi. Alors, pour tout i = 1,...,n, il existe des fonctions f; €
Ce(RY;10,1]) telles que Supp(fi) C Vi et >ory fi =1 sur K.

Démonstration. Pour tout z € K, il existe i € {1,...,n} et une boule ouverte B, centrée
en z et telle que B, C V;. Par conséquent, K C |J,cx Bz, et comme K est compact, on
peut extraire un sous recouvrement fini X C U?:l B,,;. On définit K; comme I'union des

boules fermées B;; qui sont contenues dans V;. Alors K; est un compact contenu dans V;
et K C U?Zl K;. Soit U; un ouvert borné tel que K; C U; C U; C V;, on pose alors

dist(z, RN \ U;
fi(x) = dist(z. K) + éézldi\st(;), R\, PO tout z € RV,
qui satisfait bien les propriétés souhaitées. O
Pour tout ouvert V' C 2, on définit
(V) = sup{L(f) : f € Co(%[0,1]), Supp(f) € V}. (3.2.6)

SiU C V,alors p*(U) < p*(V) de sorte que I'on peut étendre p* & n’importe quel ensemble
E C Q) en posant
p (E) = inf{x*(V): E CV,V ouvert}.

La propriété de croissance de p* reste vraie au sens ou p*(F) < p*(F) pour tout E C F.
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Lemme 3.2.3. Pour tout compact K C €2, on a
po(K) = inf{L(g) : g € Cc(2[0,1]), g =1 sur K'}.
En particulier, p*(K) < +00. De plus, pour tout ouvert U C 2,
w(U) =sup{p*(K): K C U, K compact}.

Démonstration. Soient K C € un compact et g € C.(£2; [0, 1]) telle que g = 1 sur K. Pour
tout 0 < t < 1, ’ensemble V; := {g > t}, qui est ouvert, satisfait K C V; et f <t~ g pour
tout f € C.(Q;]0, 1]) avec Supp(f) C V;. Par conséquent, la croissance de L montre que

pH(K) < (V) = sup{L(f) : [ € Cc(€;[0,1]) tel que Supp(f) C Vi} <t 'L(g) < +oc.
En faisant tendre ¢ — 17, on obtient u(K) < L(g) et donc, par passage & l'infimum en g,
P (K) <inf{L(g) : g € C.(£;[0,1]), g =1 sur K}.

L’autre inégalité se montre en considérant un ouvert arbitraire U C ) contenant K. Si
f € C.(92;]0,1]) est une fonction telle que Supp(f) C U et f = 1 sur K, il vient par
définition de p* sur les ouverts que

inf{L(g) : g € Cc(2;[0,1]), g =1 sur K} < L(f) < p*(U),
puis, par passage a l'infimum par rapport a U, que
inf{L(g): g € C.(;[0,1]), g =1 sur K} < p*(K).

Pour établir la propriété de régularité intérieure sur les ouverts, considérons un ouvert
U C Q. Alors, par définition de p* sur les ouverts, pour tout o < p*(U), il existe une
fonction f € C.(£;[0,1]) telle que Supp(f) C U et a < L(f). Soit K = Supp(f) et
g € Cc(92:]0,1]) telle que g = 1 sur K. Comme f < g sur Q, on a L(f) < L(g), puis par
passage a l'infimum par rapport & g, on obtient que L(f) < p*(K). Ceci montre I’existence
d’un compact K C U tel que a < p*(K). O

A ce stade, nous avons défini une fonction d’ensembles p* : P(2) — [0, +-00] qui est finie
sur les compacts, qui satisfait la propriété de régularité extérieure (3.2.4) (par définition)
et la propriété de régularité intérieure (3.2.5) sur les ouverts par le Lemme 3.2.3.

Lemme 3.2.4. La fonction d’ensemble pu* est une mesure extérieure.

Démonstration. On a évidemment que p*() = 0 et u* est une fonction croissante d’en-
semble, i.e. si E C E, alors p*(E) < p*(F). Il s’agit a présent de montrer que p* est
dénombrablement sous-additive, i.e., pour toute suite (E,)necn de sous-ensembles de €2,

pw (U En> <> ut(En).

n=1
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Montrons d’abord que si V7 et V5 sont des ouverts de €2,
(Vi uVa) < p (V1) + p(Va). (3.2.7)

Soit g € Cc(€; [0, 1]) avec Supp(g) C V4 UVa. D’apres le Lemme 3.2.2, il existe des fonctions
fi et fa € Ce(Q;10,1]) telle que Supp(f1) C Vi, Supp(fz) C Va et fi + fo = 1 sur Supp(g).
Par conséquent, pour i = 1, 2, f;g € C.(92;[0,1]), Supp(fi) C V; et g = fig + fag de sorte
que, par linéarité de L et la définition de u*,

L(g) = L(f19) + L(f29) < " (V1) + p*(Va).

Par passage au supremum en g, on obtient p*(V; U Vo) < p*(V1) + p*(Va).

Si u(E,) = oo pour un certain n > 1, alors le résultat suit. Sinon, si u(E,) < oo
pour tout n, alors quelque soit € > 0 il existe un ouvert V,, tel que E,, C V, et p*(V,) <
pw*(Ey)+2""e. On définit V := |J;~; V,, et on considere f € C.(€; [0, 1]) avec Supp(f) C V.
Comme Supp( f) est compact, il existe p € N tel que Supp(f) C J2_; V4. En itérant (3.2.7),
il vient

Comme cette inégalité est satisfaite quelque soit f € C.(€;]0,1]) avec Supp(f) C V, et
Us2y B, C V, on en déduit que

i <U E) <u (V) <3 (B e,
n=1

n=1
ce qui montre la dénombrable sous-additivité, le parametre € > 0 étant arbitraire. ]

D’apres le Théoreme de Carathéodory, la classe A des ensembles p*-mesurables, i.e.,
I’ensemble des parties A C € qui satisfont

u(E)=p"(ENA)+u*(E\A) pourtout E CQ

est une tribu sur Q, et la restriction p := p*|4 de pu* a cette tribu est une mesure. Nous
allons montrer que B(f2) C A.

Lemme 3.2.5. Tout Borélien est p*-mesurable. En particulier, la restriction de p a B(£2)
est une mesure de Radon positive.

Démonstration. Etape 1 : Montrons que pour tout A, B C  avec dist(A, B) > 0,
on a
p*(AUB) = p*(A) + p*(B).

Par sous-additivité de p*, il suffit de montrer que p*(A U B) > p*(A) + p*(B). Soit
W C Q un ouvert tel que AU B C W. Comme dist(A, B) > 0, il existe des ouverts U et
Vitelsque ACU, BCV,UUV C W et UNV = (. Par définition de pu* sur les ouverts,
on a

W)z p(UUV) z2 p*(U) + (V) =2 p*(A) + p*(B).



3.2. MESURES DE RADON POSITIVES 31

Par passage & I'infimum parmi tous les ouverts W O A U B, on obtient le résultat voulu.
Etape 2 : Montrons que tous les fermés de () sont p*-mesurables. Par sous-
additivité de p*, il suffit d’établir que si C' C € est fermé,
w(A) > p*(ANC)+ p* (A\C) pour tout A C Q tel que pu*(A) < +oo.

On pose pour tout n > 1,

C, = {1:6 0 dist(z,C) < 1}.

n
Comme dist(A\ Cp, ANC) > 1/n > 0, 'étape 1 montre que
P (AN Cr) +p"(ANC) = p ((A\ Cr) U (ANC)) < p*(A). (3.2.8)

Posons

1 1
= A —— i < -5
Ry, {xe P < dist(z,C) < kz}

Comme dist(R;, Rj) > 0 dés que |j —i| > 2, on a toujours d’apres Iétape 1,

> (Rox) = pi* (U R2k> < p'(A) < +oo,

k=1 i=1

ZM*(R2k+1) =" (U R2k+1> < 1 (A) < +oo,

k=1 i=1

pour tout m > 1, d’ott .19 p* (R) < 2u*(A) < +o0. Comme C est fermé, on a A\ C =
(A\ Cn) UUp>p B, et donc, par sous-additivité de p*,

H(AN Cp) < W (AN C) < p" (AN Co) + Y 1 (Ra),

k>n

puis par passage a la limite quand n — +oo, p*(A\ C,) — p*(A\ C). Enfin, en faisant
tendre n — +oo dans (3.2.8), il vient

p(A) Z p(ANC) + p (AN C)

ce qu'il fallait démontrer.

Etape 3 : Conclusion. Comme A contient les fermés de Q et que la tribu B(Q) est
engendrée par les fermés, on en déduit que B(2) C A. Par conséquent, la restriction de
pua B(Q) est une mesure Borélienne. Comme par le Lemme 3.2.3, on a u(K) = p*(K) <
+oo (puisque les compacts sont Boréliens, on en déduit que p est une mesure de Radon
positive. O
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Nous avons montré jusque la que la restriction de p* & la tribu Borélienne B(€2) est une
mesure de Radon positive qui satisfait la propriété de régularité extérieure (3.2.4) et la
propriété de régularité intérieure (3.2.5) sur les ouverts. Nous sommes & présent en mesure
de conclure la preuve du Théoreme de Représentation de Riesz.

Démonstration du Théoréme 3.2.1. Concernant ’existence, nous avons montré dans les
lemmes préliminaires 'existence d’'une mesure de Radon positive u satisfaisant les pro-
priétés de régularité (3.2.4) et (3.2.5). Il reste & établir la propriété de représentation
(3.2.3). Soit f € C.(R2), par linéarité de L, il suffit d’établir que

L) < [ £ (3.2.9)

Soit K := Supp(f) et [a, b] un intervalle compact de R qui contient f(K). Pour tout € > 0,
il existe yo,y1,---,yn E Rtels que yo < a =y <+ <yp = b et maxi<;i<n(yi —vi-1) <e.
On définit, pour tout ¢ € {1,...,n}

B = fyi-1,3]) N K.

Comme f est continue, les ensembles B; constituent une partition Borélienne de K. D’apres
la propriété de régularité extérieure (3.2.4), il existe un ouvert V; contenant B; tel que
w(Vi) < u(B;) + /n. Par ailleurs, l'ouvert W; = f~(Jy; — ,v; + €[) contenant B;, on
obtient en posant U; = V; N W, un ouvert contenant B; et satisfaisant

w(U;) < u(B;) + %, sup f <wy; +€pourtout i =1,...,n.

Comme {U;}1<i<pn est un recouvrement ouvert du compact K, le Théoréme 3.2.2 montre
I’existence d’une partition de I'unité subordonnée a ce recouvrement, i.e., on peut trouver
des fonctions h; € C.(£;[0,1]) telles que Supp(h;) C U; et Y. h; = 1 sur K. Par
conséquent, f=>""  hif et 0 < h;f < (y; + €)h; dans Q, puis par linéarité et croissance
de L, il vient

L(F) = 30 Lhif) < D (i + L) = > (Jal + i + )L (k) — lal Y L(h):

Comme Y ' | hy € Cc(2;]0,1]) est telle que > | h; = 1 sur K, le Lemme 3.2.3 montre

que
n

> L(h)=L (Z hi> > u(K).
i=1

i=1
Par ailleurs, la définition de p* sur les ouverts (et donc de p) montre L(h;) < p(U;) <
w(B;) + e/n, de sorte que

n

L(F) < 3 (lal +yi+2) (u(Bi) + =) = lalu(K).

X n
1=1
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Comme {Bjy,...,B,} est une partition de K, on en déduit que

L(f) < Y ynlBi) +ellal + [b] + & + u(K))
=1

n

> vicap(Bi) + e(lal + [b] + & + 2u(K))

i=1

i/&fduﬂ%(ld T [b] + € + 2u(K))

IN

IN

/Q fdp+ e(lal + b] + £ + 2u(K)),

ce qui prouve (3.2.9), le parametre € > 0 étant arbitraire.

Etablissons enfin 'unicité. Soient p; et o deux mesures de Radon positives satisfaisant
la conclusion du Théoreme de représentation de Riesz. Par les propriétés de régularité
(3.2.4) et (3.2.5), il suffit d’établir que p1(K) = po(K) pour tout compact K C Q. Soit
e>0et K C Q un compact. D’apres (3.2.4), il existe un ouvert V' contenant K tel que
w2(V) < p2(K)+e. Par le Lemme d’Urysohn, on peut trouver une fonction f € C.(€2;[0,1])
telle que f =1 sur K et Supp(f) C V d’ou xx < f < xv. Il vient alors

() = [ < [ Fam =00) = [ Fa < [ v din = (V) < () 4.

Donc p1(K) < p2(K) et en échangeant les roles de g et pg on en déduit que cette inégalité
et une égalité. O

3.3 Mesures de Radon bornées

Définition 3.3.1. L’espace des mesures de Radon bornées sur €2, noté M(Q), est le dual
topologique de l'espace de Banach Cy(€2).

Gréace au théoréeme de représentation de Riesz (Théoreéme 3.2.1), on peut caractériser
I’espace de mesures de Radon bornées.

Théoréme 3.3.2. Pour tout L € M(Q), il existe deux mesures de Borel finies u* et p~
sur §) telles que si i désigne la mesure signée p:= p+ — u~, alors

L(f):/Qfdu :z/Qfdqu—/Qfdu_ pour tout f € Co(Q).

De plus, en notant |p| := u™ + u~ la mesure (positive) variation de u, on a

Ll mqe) = [l(62).

Commencgons par établir que toute forme linéaire continue sur Co(€2) peut s’écrire comme
la différence de deux formes linéaires positives.
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Lemme 3.3.3. Pour tout L € M(Q), il existe des formes linéaires continues positives L™
et L™ sur Co(R2) telles que

L(f) = L*(f) = L™(f)  pour tout f € Co(%).

Démonstration. Définissons le cone CT := {f € Co(Q) : f > 0 sur Q} et pour tout f € CT,

LT (f) :=sup{L(g): geCt, g < f}.

Etape 1 : L% est positive et finie sur CT. Soit f € C*, comme 0 € C*, on a LT(f)
0. Soit maintenant g € C* telle que 0 < g < f. Par continuité de L, on a L(g)
||L||/\/I(Q)||g||oo < ||L||M(Q)||f||oo, et par passage au sup en g, on obtient que 0 < LT(f)

Ll pmee) 1 flloe < 00

Etape 2 : LT est additive sur C*. Soient fi et fo € CT et g € CT telles que 0 < g <
fi1 + f2. On décompose g comme g = min(fi, g) + max(g — f1,0), ot min(f1,g) < fi et
max(g — f1,0) < fo. Comme min(fi,g) et max(g — f1,0) € CT, alors

L(g) = L(min(f1, 9)) + L(max(g — f1,0)) < L (f1) + LT (f2),

puis par passage au supremum en g,

LT(fi+ f2) < LT(f1) + L* (fa).

ININ IV

Pour montrer 1'autre inégalité, on se donne un € > 0 . Par définition de L™, il existe g1 et
g2 € CT tels que 0 < g; < f; et LT(f;) < L(gi) +¢ pour i = 1,2. Comme 0 < g3 + go <
f1+ fo, il s’ensuit que

L¥(fi + f2) > L(g1 + g2) = L(g1) + L(g2) > L*(f1) + L (f2) — 22,
et le résultat suit par passage a la limite quand ¢ — 0.

Etape 3 : Définition et additivité de Lt sur Co(Q2). Soit f € Co(2), on décompose f
comme la différence entre sa partie positive et négative f = f+ — f~ avec f* € Ct. On
pose alors LT(f) := LT(f*) — LT(f7). Si f et g € Co(Q), alors (f +g9)" — (f+9)” =
ff—f +g"—g desorte que (f+g)"+f +g =(f+9) +f"+g". Dou, par
additivité de L™ sur CT,

LN ((f+ D)+ L)+ L (g ) =L ((f+9) )+ LT(f7)+ LT (g™),
et donc LT (f +g) = L*(f) + L*(g).

Etape 4 : LT est continue sur Co(Q). Soit f € Co(Q). Comme LT est positive, alors
LT(|f| £ f) = 0, donc par additivité de Lt sur C*, LT(|f|) > £LT(f), i.e., [LT(f)] <
L*(|f]). Soient maintenant fi et fo € Co(f2), alors les étapes 3 et 1 impliquent que,

ILF(f) = LT () = LT = I < LT(1A = f2) < 1Ll 1 = folleo:

Etape 5 : Lt est une forme linéaire sur Co(Q2). L’additivité de L™ montre que pour tout
n € N, LT(nf) = nLt(f). Comme (—f)* = fF, alors LT(—f) = —LT(f) et I'identité
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précédente a en fait lieu pour n € Z. Si r = p/q € Q avec p,q € Z et q # 0, alors
pLT(f) =Lt (pf) = Lt (qrf) = gL (rf), dot LT (rf) = rL*(f). La continuité de L™ et
la densité Q dans R implique que LT (af) = a«L*(f) pour tout o € R.

Etape 6 : L™ est une forme linéaire continue positive sur Co(€2). On définit L™ =
Lt — L. Alors L~ est clairement une forme linéaire continue sur Co(Q2). De plus, par
définition de L*, LT(f) > L(f) pour tout f € CT, ce qui montre que L~ est également
positive. ]

Démonstration du Théoreme 3.3.2. D’apres le Lemme 3.3.3, on peut décomposer L €
M(Q) comme L = Lt — L~ ot LT sont des formes linéaires continues positives sur
Co(€2). D’apres le Théoreme de Représentation de Riesz, il existe deux mesures de Radon
positives u* telles que

LE(f) = / fdu®  pour tout f € C(Q).
Q

De plus, par définition de p® sur les ouverts (voir (3.2.6)) et par définition de la norme
dans M(£2), on a

pEQ) = sup  LE(f) < ILF | o) < +oo,
feC(2;00,1])

ce qui montre que u* sont des mesures finies. Par conséquent,

L(f) = /Qfd/fr—/ﬂfdu pour tout f € C.(9).

Cette inégalité peut étre étendue & toute fonction f € Co(£2) par densité de C.(€2) dans
Co(Q2), par continuité de L et par convergence dominée.
Si f € Co(R2) est telle que || floo < 1, alors on

IL(f)| < /Q Fldll < (),

puis par passage au supremum par rapport a f, || L] apqq) < [1[(2). Réciproquement, par
définition de p* sur les ouverts, pour tout £ > 0 il existe des fonction f* € C.(;10,1])
telles que p*(Q) < LE(f*) +¢, d’ou

() = () + 7 () S LT(fT) + L7 (f7) + 2.

Par ailleurs, par définition de LT, il existe g™ € Cy(Q) telle que 0 < gt < fHet LT(fT) <
L(g") + e. Par ailleurs, comme

L™ (f7)=L"(f7) - L(f) = sup L(h) = L(f7) = sup  {-L(g)},

heCo(Q),0<h< f 9€Co(2),0<g<f~
il existe g~ € Cp(2) telle que 0 < g~ < f~ et L™(f~) < —L(g9~) + ¢. Par conséquent,

() < Lg" —g7) +4e
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et comme —1< —f~ < —¢g~ <gt—¢g <g" < ft <1, onen déduit que
() < [|Ll|me) + 4

et la conclusion vient du fait que € > 0 est arbitraire. O



