Chapitre 6

Convergence faible*

Nous introduisons ici un autre mode de convergence, appelée convergence faible* dans le
dual E’ d’un espace de Banach (E, ||-||g). Ce mode de convergence s’appliquera notamment
aux espaces de Lebesgue LP(X) pour 1 < p < oo qui sont le dual de LI(X) (avec ¢ =
p/(p—1)sip < ooetqg=1sip=o00)ouencore de 'espace des mesures de Radon bornées
M(Q) qui est le dual de Cp(2).

6.1 Définitions et premieres propriétés

Définition 6.1.1. Une suite (f,)nen d’éléments de E’ converge faible* vers f dans E’, et
on note f, — f, si
(fn,xy = (f,x) pour tout = € E.

La limite faible* est toujours unique car si f et g sont deux limites faible* de (f,)nen,
alors (f — g,z) = 0 pour tout « € E, puis par passage au sup en z, il vient d’apres la
définition de la norme dans E’ que ||f — g||g = 0, soit f = g.

Exemple 6.1.2. 1. Si (H,(-,-)), d’apres le Théoreme de Riesz (Théoreme 5.1.3), la
convergence faible* z,, — z dans H signifie que

(Xn,y) — (x,y) pour tout y € H.

2. Si (X, A, i) est un espace mesuré o-fini et 1 < p < oo, d’apres le Théoreme 5.2.3, la
convergence faible* f,, = f dans LP(X) s'écrit

/ fngdu — / fgdu, pour tout g € LY(X)
X X

ong=p/(p—1)sip<ocetqg=1sip=oc.

3. Si Q est un ouvert de RV, la converge faible* vers A, = X dans M(Q) signifie que

/fd)\n—>/fd)\ pour tout f € Co(Q).
Q Q
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Le résultat suivant montre que la convergence faible* fournit effectivement une notion
plus faible de convergence que celle pour la topologie de la norme.

Proposition 6.1.3. Si (f,)nen est une suite de E' qui converge (fortement) vers f, i.e.,
I fn = fllzr — 0, alors f,, = f faible* dans E'.

Démonstration. Si x € E, par définition de la norme dans E’,

[(frs ) = (fo) = [(fu = ;2| < | fo = fllellzlle — 0,
ce qui établit le résultat. O

Comme le montre le résultat suivant, la réciproque est en général fausse.

Définition 6.1.4. Soit H un espace de Hilbert. On dit que la famille {e,},en est une
base Hilbertienne de H si elle est
i) orthornormée : pour tout i # j, (e;, €j) = 0i;;
ii) totale : Vect({en }nen) est dense dans H, i.e., tout élément de H est la limite d’une
suite de combinaisons linéaires d’éléments de Vect({e,, }nen).

Notons que le principe d’orthogonalisation de Gram-Schmidt montre que tout espace
de Hilbert séparable admet une base Hilbertienne.

Proposition 6.1.5. Soit (H,(-,-)) un espace de Hilbert séparable et (en)nen une base
Hilbertienne de H. Alors ||en||g = 1 pour tout n € N et z,, = 0 faible* dans H.

Démonstration. Le fait que ||ey||m = 1 pour tout n € N résulte du fait que la base est
orthonormée.

Notons F,, := Vect(eg,...,e,) qui est un sous espace fermé (car de dimension fini) de
E. Par conséquent, la projection orthogonale P,(x) d’un élément € H sur F), est bien

définie. Par ailleurs, on a
n

P,(z) = Z(w, €i)€;.

=0

En effet, P,(z) € F), et pour tout 0 < j < n, on a
(& = Pa(@),¢5) = (z,¢5) + ) (x,e5){ei ej) =0
i=0

car (ej,e;) = 0;5. Ceci montre que (x — P,(x),y) = 0 pour tout y € F, et d’apres la
Proposition 5.1.2, que P,(z) = >.7" ,(x, e;)e;. Par ailleurs, le fait que la base {eq, ..., e}
est orthonormée montre que

1Pa(@)l? =) [, e
1=0
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Une nouvelle application de la Proposition 5.1.2 montre que x = P,(x) + = — P,(x) avec
P.(z) € F, et x — P,(x) € F;- et, d’aprés Pythagore, on a que

2] = 1P (@)|* + llz = Pa(@)[* = D [{, e
1=0

Par passage a la limite quand n — +o00, on obtient I'inégalité de Bessel

“+oo
21> > [(, en) .
n=0

La série précédente étant convergente, son terme général tend vers zéro, soit (x,e,) — 0,
. . * .
ce qui montre bien que e, — 0 faible* dans H. ]

Le résultat précédent nous fournit un cas de suite faiblement convergente qui ne converge
pas fortement. Toutefois, en dimension finie, les deux notions de convergence coincident.

Proposition 6.1.6. Soient E un espace de dimension finie et (fn)nen une suite de E'.
Si fn = f faible* dans E', alors f, — f fortement dans E'.

Démonstration. Soit d = dim(F) = dim(E"), B = (ex,...,eq) une base de E et (ef,...,e})
la base de E' duale de B (i.e. (e, e;) = d;; pour tout 1 <4, j < d). Toutes les normes étant
équivalentes en dimension finie, on considere la norme suivante sur E’ :

d d
I =D 12, ou f=) fie.
=1 i=1

Comme f,, = f faible* dans E’, on a en particulier que (fn)i = (fn,e:) — (f, &) = f;
pour tout ¢ =1,...,d, et donc

d
1= FIP =D 1(fadi = fil? = 0
i=1
car la somme est finie. ]

6.2 Propriétés de compacité

Nous nous intéressons a présent aux propriétés de bornitude et compacité. Rappelons
un résultat classique des espaces métriques complets.

Théoréme 6.2.1 (Baire). Soit (X, d) un espace métrique complet.
(i) Pour toute suite d’ouverts (Uy)nen denses dans X, (), ey Un est dense dans X ;
(i) Pour toute suite de fermés (Fy)nen d’intérieurs vide dans X, U, .nFn est
d’intérieur vide dans X.

neN
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Démonstration. 1énoncé (ii) suit de (i) par passage au complémentaire. On montre donc
(). Notons G := (), . Un, il s’agit de montrer que G = X, i.e., pour tout zg € X et tout
ro > 0,

neN

B(xg,70) NG # . (6.2.1)

Puisque Up est un ouvert dense, il existe un x1 € B(xg,r9) N Up et, ce dernier ensemble
étant ouvert, il existe un 0 < r; < ro/2 tel que B(z1,7r1) C B(xo,7r0) NUy. Par récurrence,
on construit deux suites (2, )nen dans X et (r,)nen dans |0, +o0o[ ayant les propriétés

r
B(xni1,n+1) C B(xp,rn) NUp, 0<rpy1 < ?n, pour tout n € N.

En particulier, si n > m, alors z,, € B(xy,,mn) et donc d(zp,xm) < rym < 19/2™. Par
conséquent (,,)nen est une suite de Cauchy dans (X, d) complet, et donc il existe un z € X
tel que z,, — x. Or x,, € B(xy,7,) pour tout n > m et donc € B(xy,, ) C Uy par
construction. Finalement, on obtient que x € (), oy Un = G et donc (6.2.1) est vérifié. [

Les résultat suivant permet de passer d’une majoration ponctuelle a une majoration
uniforme.

Théoréme 6.2.2 (Banach-Steinhaus). Soit E un espace de Banach et F' un espace
vectoriel normé. Si (T;)ier est une famille dans L(E, F) telle que

sup |T;(2)||F < o0 pour tout x € E,
i€l
alors
sup || ;|| z (e, ) < +o00.
el

Démonstration. Pour tout n € N, on pose X,, := {z € E : sup;c; ||Ti(z)||r < n}. Comme
T; est continue, x — [|T;(z)||r Pest également et donc {z € E : ||T;(x)||r < n} est fermé
pour tout ¢ € I. En écrivant que X,, = ();c;{z € £ : ||T;(z)||r < n}, on obtient ainsi que
X, est fermé. Par ailleurs, par hypothése, on a

E=|]JX.
neN

L’ensemble E étant complet, le théoreme de Baire assure I'existence d'un indice ng € N
tel que X,, n'est pas d’intérieur vide. Il existe donc un zog € E et r9 > 0 tels que
B(z0,70) C Xpg, soit | Ti(x)||r < ng pour tout = € B(zg,70) et tout i € I. Si z € B(0,1),
alors wg + roz € B(wg,70) et donc

1 1
[T5(2) [P < —(no + | Ti(xo)l[r) < — <7”Lo + sup ||Ti($0)||F) :
70 70 il
Par passage au sup en x dans le membre de gauche, il vient
1
Tilewr < o (no+ sup ITao)le).
To iel

d’ou le résultat. ]
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Proposition 6.2.3. Si (f,)nen est une suite de E' telle que f,, = f faible* dans E', alors
i) la suite (fn)nen est bornée dans E';
ii1) si Ty, — x fortement dans E, alors (fn,xn) — (f,x).

Démonstration. Si f, = f faible* dans E’, alors pour tout z € E, (f,,z) — (f,z) et donc
la suite numérique ({f,, z))nen est bornée dans R :

sup |(fn,z)| < 00  pour tout z € E.
neN

Le Théoreme de Banach-Steinhaus montre alors que

sup || fnllpr < +o0,
neN

ce qui établit i). En ce qui concerne ii), on écrit que pour tout = € E,

. i o
(f,2) = T (o) <l inf || foll 2]

On divise ensuite par ||z| g puis on passe au sup en z € E,

fix .
e = s LD < it | f)s.
veBaz0 |T]|E — notoo

Enfin, si z,, — x fortement dans F, alors

[(frrzn) = (f2)] < [(foyzn — )| + [{fn = [ 2)
< Nfallzllzn = zlle + 1(fn = f,2)]-

D’apres i), la suite (fy,)nen est bornée dans E’ par une constante M > 0 (indépendante
de n), donc

[{frs 2n) = (fs )] < Ml — 2|5+ [(fo = f,2)] =0,

ce qui montre iii) et conclut la preuve de la Proposition. ]

Le résultat suivant est 'un des résultats fondamentaux sur la convergence faible*. Il as-
sure, dans le dual d’un espace séparable, que toute suite bornée est faible* séquentiellement
relativement compacte.

Théoréme 6.2.4. Soit (E, ||-||g) un espace de Banach séparable. Si (fn)nen est une suite
bornée de E', i.e.,

sup || fullpr < 400,
neN

alors on peut en extraire une sous-suite (fo'(n))nGN qui converge faible* vers un élément
fer.
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Démonstration. Soit D = {x}}ren un sous-ensemble dénombrable dense dans E. Nous al-
lons appliquer un principe d’extraction diagonale. Comme la suite numérique ({fy, o) )nen
est bornée, le Théoreme de Bolzano-Weierstrass assure ’existence d’une extraction oy :
N — N strictement croissante et d’un réel L(zg) € R, tels que

(foo(n), o) — L(wo).
Par récurrence, on suppose avoir a notre disposition des extractions og,...,0 : N = N
strictement croissantes et des réels L(zg), ..., L(zg) € R, tels que pour tout 0 < j < k,

<faoo---oaj(n)7 x]> - L(x])
Comme la suite ((fy;o..004 (n)s Th+1))nen est bornée, une nouvelle application du Théoréme
de Bolzano-Weierstrass assure l’existence d’une extraction opy; : N — N strictement
croissante et d'un réel L(xyy1) € R, tels que
<faoo~~oa'koak+1(n)7mk+1> - L(xk+1)'

On définit ¢ : N — N par o(n) := gp o --- 0 o,(n) de sorte que la sous-suite diagonale
('To'(n))nZk est une sous-suite de (xaoo...ogk(n))nzk. Par conséquent, pour tout k € N, on a

(fon)s Tk) = L)

Montrons que, pour tout z € E et pour la sous-suite sélectionnée précedemment, il
existe un n(x) € N tel que la suite ({fo(n); Z))n>n() converge. Soit donc z € E, pour tout
e > 0, il existe un xy, tel que ||z — zx||p < . Par conséquent, pour tout m, n > k,

[(fom), ) = (fomm), T < [ fom), ® — 2i)| + [(fom) Tr) — (Fomm), Te)l + [{fo@m)> T — i)
< (M fommlle + 1ozl = zkllE + 1{fom)s Th) = (Fom) Tk)|-

Comme la suite (fy,)nen est uniformément bornée par une constante M > 0,

‘<f0(n)71‘> - <fo‘(m)a$>| <2Me + |<fo‘(n)7xk> - <fo-(m)axk>|
Comme la suite ((fy(n), Tx))nen étant convergente, elle est de Cauchy et donc il existe un

N € N tel que pour tout m, n > Ni, [(fo(n)s Tk) = (fo(m), Tk)| < €. On en déduit donc
que pour tout m, n > n(x) := max(Ng, k),

|<fa(n)7x> - <f0(m)7x>‘ < (2M + 1)57

ce qui prouve que la suite ({fo(n); Z))n>n(x) est de Cauchy dans R et donc qu’elle converge
vers un réel noté L(x).
On montre enfin que I'application z — L(x) est linéaire et comme

(@) = Tim [{foy 2] < Mlz],
elle est continue et donc L € E’, ce qui montre que Jon) X L faible* dans E'. ]

Si © est un ouvert de RY, le résultat précédent s’applique en particulier aux espaces
de Lebesgue LP(Q)) pour tout 1 < p < oo car il s’agit de l'espace dual de LI(€2) pour un
certain 1 < ¢ < oo qui est séparable en vertu de la Proposition 4.4.1. Il en est de méme de
I'espace des mesures de Radon bornées M(€2) qui est le dual de l'espace séparable Co(£2)
d’apres la Proposition 3.1.4.
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6.3 Convergence faible

On suppose ici que (X, A, 1) est un espace mesuré o-fini. L’espace L'(X) n’étant pas
un espace dual, la notion de convergence faible* ne s’applique pas dans cet espace. On lui
préférera la notion de convergence faible dont voici la définition dans un espace de Banach
général E.

Définition 6.3.1. Une suite (zy,)nen d’éléments de E' converge faiblement vers = € E, et
on note x,, — x, si
(f,xn) — (f,x) pour tout f € E'.

Une limite faible, quand elle existe, est toujours unique comme conséquence du théoreme
de Hahn-Banach sous forme analytique qui permet de calculer la norme dans F par dualité :

x|l = max  (f,x).

FEE | fllpr <1

Par ailleurs, nous avons des propriétés similaires & la convergence faible* résumées dans
la proposition suivante dont la démontration est similaire & celle de la proposition 6.2.3.

Proposition 6.3.2. Si (z,)nen est une suite de E telle que x, — x faiblement dans E,
alors :

i) la suite (xy)nen est bornée dans E ;

it) ||z|| g < liminf, ||z, £ ;

iii) si fn, — f fortement dans E', alors (fn,xn) — (f, ).

Le cas qui nous intéressera particuliement ici est celui de E = L'(X) (dont le dual peut
étre identifié & L°°(X)), une suite (f,)nen d’éléments de L!(X) converge faiblement vers
feLY(X)si

/fngd,u—>/fgd,u pour tout g € L*=(X).
X X

Il est immédiat de voir ici que la limite faible est unique car si fi et fo € L'(X) sont deux
limites faibles, on a pour tout g € L°(X) que

/ (f1 = f2)gdu =0,
X

puis en prenant g = %X{flyéfé} € L>(X) que ||f1 — fall1x) = 0, soit f1 = fa.

Dans 'espace L', il n’y a pas d’espoir d’avoir un résultat général de compacité faible,
similaire au théoreme 6.2.4, comme cela peut étre le cas dans LP pour p > 1.

Exemple 6.3.3. Soit (f,)nen la suite de L(]0,1]) définie par

n si()gscgl,
fn(l'): -1 "
0 siz<z<l
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alors on a || fn|l1 = 1. Supposons, par 1’absurde, que pour une sous-suite toujours notée
(fn)nen, fn — f faiblement dans L'([0, 1]). Comme en particulier, 1 € L>([0,1]), il vient

que
1 1
1:/ fndx—>/ fdx,
0 0

ce qui montre que fol fdxz = 1. Par ailleurs, si I est un intervalle fermé contenu dans |0, 1],
alors il existe un ng € N tel que f, = 0 p.p. sur I, pour tout n > ng. En choisissant
g = xr1 € L*([0,1]) comme fonction test, il vient

Oz/lfndx%/lfdx.

En choisissant I = [1/k, 1], on obtient que f11/k fdx = 0 pour tout k > 1, puis par passage

a la limite quand & — +o00 et par convergence dominée, fol fdx =0, ce qui est impossible.

L’obstruction typique & la convergence faible dans L' est le fait que les suites ont
tendance a se concentrer pour former a la limite une mesure a la place d’une fonction
intégrable. Pour éviter de type de phénomene, on introduit la notion suivante d’équi-
intégrabilité qui assure que la suite ne se concentre pas sur des ensembles de mesure
arbitrairement petite.

Définition 6.3.4. Soit (X, A, 1) un espace mesuré tel que u(X) < oo et (f)nen une suite
d’élements de L'(X). On dit que (fn)nen est équi-intégrable si pour tout € > 0 il existe
un & > 0 tel que
AcA py<s = s [ Iflduse
neNJ A

Pour simplifier, nous nous plagons dans le cadre d’un espace mesuré de mesure finie. Si
(X)) = +o0 (ce qui est par exemple le cas pour la mesure de Lebesgue dans RY), il faut
de plus s’assurer que la masse de la suite de fonctions ne s’échappe pas a l'infini, i.e., pour
tout € > 0 il existe un ensemble E C X tel que u(E) < +0oo et

op [ itz
X\E

neN
Le résultat suivant caractérise les suites faiblement convergentes dans L.

Théoréme 6.3.5 (Dunford-Pettis). Soient (X, A, u) un espace mesuré tel que p(X) <
00 et (fn)nen une suite bornée d’élements de L'(X).
(i) Si fn — f faiblement dans L*(X) pour une fonction f € L'(X), alors la suite
(fn)nen est équi-intégrable.
(i) Si (fn)nen est équi-intégrable, alors il existe une sous-suite (fy(n))nen et une
fonction f € LY(X) telle que Jom) — [ faiblement dans LY(X).

Remarquons toutefois que 'espace L!(€2) s’identifie & un sous-espace de M(Q2) en iden-
tifiant f € L'(Q) avec la mesure i = fL£V. Par conséquent, si ( f,)nen est une suite bornée
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de fonctions dans L'(£2), alors il existe une sous-suite extraite ( fo(n))nen C (fn)nen et une
mesure de Radon bornée p € M() telle que pour tout g € Cy(2),

/fg(n)gdwﬁ/gdu-
Q Q

Notons si §2 est borné et la suite (f,,)nen est équi-intégrable, la mesure p est absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue, et le Théoreme de Radon-Nikodym assure
I'existence et 1'unicité d’une fonction f € L'(Q) telle que u = fLV. Dans ce cas, on en
déduit que pour tout g € Cy(£2),

/fa(n)gdx%/fgdx.
Q Q
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