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Chapitre 1

Quelques rappels sur la compacité

La compacité est une notion fondamentale en analyse. A titre d’exemple elle est a
la base de résultats d’existence en théorie des équations aux dérivées partielles, ot ’'on
cherche souvent & approcher les (éventuelles) solutions d’une équation par celles d’un
probleme approché. Celui-ci peut étre obtenu, par exemple, par discrétisation de type
différences finies, éléments finis ou volumes finis (c’est 'objet de I'analyse numérique de
rendre rigoureux ce type d’approches) ou par des méthodes de régularisation. On cherche
ensuite a faire converger les solutions approchées vers des solutions du probleme de départ
en établissant des propriétés de compacité.

L’objet de ce premier chapitre est de rappeler des résultats connus sur la compacité dans
les espaces métriques et les espaces vectoriels normés. On s’attachera a pointer du doigt
les limites d’application de la notion classique de compacité notamment dans les espaces
de dimension infinie.

1.1 Topologie dans les espaces métriques

On rappelle qu'un espace métrique (X, d) est un ensemble X muni d’une distance d qui
est une application d : X x X — [0, +o0o[ satisfaisant les trois propriétés suivantes :
i) Symétrie : d(z,y) = d(y,z) pour tout z, y € X ;
i) Séparation : d(x,y) = 0 si et seulement si x = y;
iii) Inégalité triangulaire : d(x, z) < d(x,y) + d(y, z) pour tout z, y, z € X.

On notera B(z,r) := {y € X : d(z,y) < r} la boule ouverte de centre z et rayon r et

B(z,r) :={y € X : d(z,y) <r} la boule fermée.
Définition 1.1.1. Un ensemble U C X est dit ouvert si pour tout x € U, il existe un

r > 0 tel que B(x,r) C U. Par convention, I’ensemble vide () est ouvert.

Définition 1.1.2. Un ensemble F' C X est dit fermé si son complémentaire /' = X \ F
est ouvert.

Dans un espace métrique, certaines propriétés topologiques peuvent étre caractérisées
séquentiellement, i.e., en terme de suite. Il convient donc de rappeler la définition d’une
suite convergente.



6 CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS SUR LA COMPACITE

Définition 1.1.3. Soient (X, d) un espace métrique et (x,)nen une suite d’éléments de
X. On dit que la suite (x,)nen converge vers x € X si, pour tout € > 0, il existe un rang
N € N tel que d(z,z,) < € pour tout n > N.

Le résultat suivant permet de caractériser séquentiellement le fait qu'un ensemble est
fermé.

Proposition 1.1.4. Un sous ensemble F de X est fermé si et seulement si pour toute
suite (xpn)nen d’éléments de F' telle que x, — x, alors x € F.

Démonstration. < : Il s’agit de montrer que F est fermé, autrement dit que U := X \ F
est ouvert. Si U = () il n’y a rien & montrer. Sinon, soit z € U et supposons que pour tout
r >0, on a B(z,r) ¢ U. En prenant = 1/n, on construit ainsi une suite (z,)n>1 telle
que d(z,x,) < 1/n et x, € X \ U = F pour tout n > 1. Par conséquent, x,, — = et notre
hypotheése montre que = € F' ce qui est absurde. Il existe donc r > 0 tel que B(x,r) C U,
ce qui montre que U est ouvert et donc que F est fermé.

— : Supposons F' fermé de sorte que son complémentaire U := X \ F est ouvert.
Considérons une suite (z,,)neny d’éléments de F telle que x,, — z. Si x € U, celui-ci étant
ouvert, il existe un 7 > 0 tel que B(x,r) C U. Par définition de la limite, il existe un
N € N tel que d(zy,x) < r pour tout n > N. En particulier xx € B(x,r) C U, ce qui est
absurde puisque zx € F'. Par conséquent, = € F. O

Dans ce qui suit, (X7,dy) et (Xo,ds) désignent deux espaces métriques.

Définition 1.1.5. Une fonction f : X; — X5 est continue au point x € X si pour tout
g > 0, il existe § > 0 tels que

di(z,y) <6 = do(f(2), f(y)) <e.

On dit que f est continue sur une partie A de X si elle est continue en tout point de A.

Dans un espace métrique, la continuité en un point est équivalente a la continuité
séquentielle.

Lemme 1.1.6. Une fonction f : X1 — Xa est continue au point x € X si et seulement si
pour toute suite (rp)nen telle que x, — x dans X1, alors f(x,) — f(x) dans Xs.

Démonstration. Si f est continue en x et z,, — x dans X7, alors il existe ng € N tel que
dy(z,x,,) < 0 pour tout n > ng, de sorte que dao(f(x), f(x,)) < & pour tout n > ny.
Réciproquement, si f n’est pas continue en x, alors il existe €9 > 0 tel que pour tout § >
0, on peut trouver un y5 € X satisfaisant di(x,ys) < d et da(f (), f(ys)) > €o. En prenant
d=1/n (n € N*) et en posant x,, := yy/p, alors z, — x dans X; et da(f(z), f(zn)) = €0,
ce qui montre que f(z,) 4 f(x). O

De méme, dans les espaces métriques, on retrouve la caractérisation des fonctions conti-
nues pour les espaces topologiques.
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Proposition 1.1.7. Une fonction f : X1 — Xo est continue si et seulement si [’image
réciproque de tout ouvert de Xo est un ouvert de Xy (resp. limage réciproque de tout
fermé de Xy est un fermé de X1 ).

Démonstration. On démontre seulement la premiere assertion, la seconde suit par passage
au complémentaire.

Soit f continue et U un ouvert de Xs, on pose Uy := f~1(Us). Si Uy = 0, il n’y a rien
a montrer. Sinon on considere un élément = € U;. Alors f(x) € Uy qui est ouvert, donc il
existe € > 0 tel que Ba(f(x),e) C Us. Par continuité de f en z, il existe un § > 0 tel que
f(Bi(z,6)) C Ba(f(z),e) C Us, soit By(x,8) C f~1(Us) = Uy ce qui prouve que Uj est
ouvert dans Xj.

Réciproquement, soient € X et € > 0. L’ensemble Uy = Ba(f(z),€) est ouvert dans
Xy, donc f~1(Us) est ouvert dans X; et x € f~1(Us). Par conséquent, il existe § > 0 tel
que Bi(z,0) C f~1(Us), soit f(Bi(z,d)) C Ba(f(x),€)) ce qui montre que f est continue
en . 0

1.2 Compacité dans un espace métrique

Nous introduisons ci-dessous deux notions, I’'une topologique, ’autre séquentiellement,
de compacité.

Définition 1.2.1 (Propriété de Borel-Lebesgue). Un espace métrique (X, d) est dit
compact si de tout recouvrement de X par une famille d’ouverts {U; }cy, i.e.

x clJu,
el

on peut extraire un sous recouvrement fini : il existe i1, ...,%,, € I tels que

m
X C U Uik-
k=1

Définition 1.2.2 (Propriété de Bolzano-Weierstrass). Un espace métrique (X, d) est
dit séquentiellement compact si de toute suite (x,)pen d’éléments de X, on peut extraire
une sous-suite convergente.

Il s’avere que ces deux notions coincident dans les espaces métriques.

Théoréme 1.2.3. Soit (X,d) un espace métrique. Alors X est compact si et seulement
s’il est séquentiellement compact.

Démonstration. Etape 1 : compact —> séquentiellement compact. Soit (zp)nen
une suite de X. Si la suite ne prend qu'un nombre fini de valeurs, alors on peut clairement
extraire une sous-suite convergente. Dans le cas contraire, supposons, par ’absurde qu’elle
ne possede aucune valeur d’adhérence. Alors pour tout x € X, il existe un r; > 0 tel
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que B(z,7;) ne contient qu'un nombre fini d’éléments de (z,),en. On obtient alors un
recouvrement ouvert
X C U B(z,ry)
zeX

du compact X, dont on peut extraire un sous-recouvrement fini

m
X C U B(:L’k,rxk).
k=1

Comme chaque boule ne contient qu’'un nombre fini d’élements de la suite, alors X
également ce qui est absurde.

Etape 2 : séquentiellement compact —> compact. Soit {U; };c; un recouvrement
ouvert de X.

Montrons qu'’il existe un p > 0 tel que pour tout x € X, il existe i(z) € I tel que
B(z,p) C Uj(y). Dans le cas contraire, on pourrait trouver une suite (r,)nen d’éléments
de X telle que B(zp, %) ¢ U; pour tout i € I. On peut alors extraire une sous-suite
(xa(n))neN, ol ¢ : N — N est une extraction strictement croissante, qui converge vers un
x € X. Par conséquent, il existe un 7 € I tel que = € U;, et U; étant ouvert, il existe un
r > 0 tel que B(x,r) C U;. Or pour n assez grand on a que B(Z,(y), ﬁ) C B(z,r) CU;
ce qui est impossible.

Montrons a présent que X peut étre recouvert par un nombre fini de boules de rayon
p. Dans le cas contraire, pour tout z¢p € X, la boule B(zg,p) ne recouvre pas X. Il
existe donc un z; € X tel que d(zg,z1) > p. Par récurrence, on suppose que pour un
certain n € N, il existe des éléments z1,...,2, € X tels que z; ¢ B(z;,p) pour tout
1 <i,j < ntels que ¢ # j. Comme |J;_; B(z;, p) ne recouvre pas X, on peut trouver un
Tni1 € X\Ui_; B(wi, p). On construit ainsi une suite (z,,)nen d’éléments de X qui satisfait
d(zp, xm) > p pour tout n # m, et qui ne possede donc aucune sous-suite convergente ce
qui est absurde.

On a donc montré l'existence de z1,...,x, € X tels que

m
X C U B(x;, p)
k=1

et donc a fortiori un sous-recouvrement fini issu de {U; };er puisque, pour k = 1,...,m on
a B(zy, p) C Ui(ay)- O

Corollaire 1.2.4. Les parties compactes d’un espace métrique sont fermées et bornées.

Démonstration. Soit (zy)nen une suite d’éléments de X qui converge vers z. Comme X
est séquentiellement compact, on peut extraire une sous-suite qui converge vers un & € X.
Par unicité de la limite, on en déduit que x = Z € X ce qui montre que X est fermé.

Si X n’est pas borné, on peut alors construire une suite (x,)nen d’éléments de X telle
que d(zp,x9) > n pour tout n € N. Alors il n’existe pas de sous-suite convergente. ]

Noter que la réciproque est fausse en général comme 'atteste ’exemple suivant.
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N

Exemple 1.2.5. On se place dans I'espace métrique (C([—1,1]),d) ou

d(f,g) = sup |f(z)— g(z)|

z€[—-1,1]

est la distance uniforme entre f et g € C([—1,1]). Soit

-1 si —1<z<-1
foize[-L1] = fu(z):=¢nz s —i<a<l
1 sil<a<l

Il s’agit d’une suite de fonctions (fy)n>1 dans C([—1, 1]) qui est bornée puisque d(f,,0) <1
pour tout n > 1. Si une sous suite (fy(5))n>1 de (fn)n>1 converge dans C([—1,1]) vers une
fonction f, alors on a nécessairement que f,,)(z) — f(x) pour tout = € [~1,1] avec

-1 s1i—-1<x<0
flx)=<X0 siz=0
1 si0<zx<1,

ce qui est impossible puisque f n’est pas continue en 0. Cet exemple montre que la boule
unité fermée de C([—1, 1]) n’est pas (séquentiellement) compacte.

Nous verrons toutefois a la section suivante que les parties fermées bornées décrivent
tous les compacts d’un espace vectoriel normé de dimension finie.

La proprété suivante exprime le fait que les ensembles compacts sont stables par image
continue.

Proposition 1.2.6. Soient (X1,d1), (Xo,d2) deuz espaces métriques et f : (Xi,d1) —
(Xa,ds2) une fonction continue. Si K C X1 est compact dans X1 alors f(K) est compact
dans Xo.

Démonstration. Soit (yn)nen une suite d’éléments de f(K). Par définition, il existe une
suite (zp)neny d’éléments de K tels que y, = f(z,,) pour tout n € N. L’ensemble K étant
compact, il existe une sous-suite (JTU(n))neN et z € K tels que x,(,,) — x. Par continuité
de f, il vient y,(n) = f(Tom)) — f(z) € f(K) ce qui montre effectivement que f(K) est
compact. ]

Dans le cas des fonctions a valeurs réelles, on peut exprimer la Proposition 1.2.6 de la
facon suivante.

Proposition 1.2.7. Si (X, d) est un espace métriqgue compact et f : X — R une fonction
continue, alors f atteind ses bornes.

Démonstration. Montrons que f atteint son supremum sur X. Par définition du supre-
mum, pour tout n € N* il existe une suite (x,)nen d’éléments de X tels que f(z,) —
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supy f. L’espace métrique X étant compact, il existe une sous-suite notée (7, (n))nen et
r € X tels que z,(,) — 2 dans X et, par continuité de f, f(24(,)) — f(z). Par conséquent

f(z)= lm f(z, ): lim f(xn)—supf

n—-+0o00 n——+00
On procede de méme pour I'infimum. O

Une autre notion topologique importante est la notion de séparabilité que nous intro-
duisons maintenant.

Définition 1.2.8. Un espace métrique (X,d) est dit séparable s’il contient un sous-
ensemble dénombrable dense.

Les espaces métriques compacts représentent un exemple important d’espace séparable.
Proposition 1.2.9. Si (X,d) est un espace métrique compact, alors il est séparable.

Démonstration. Pour tout & € N*, on a

X c |J B 1/k).

zeX

Par compacité, on peut extraire un sous-recouvrement fini : il existe donc des points

m’f, e 7355% € X tels que
k
= J Bt 1/k).
7j=1
L’ensemble
ng
= U U=l
keN* j=1
est dénombrable et dense dans X. O

1.3 Compacité dans un espace vectoriel normé

On rappelle qu'un espace vectoriel normé (E, || -||) est un espace vectoriel E muni d’une
norme qui est une application ||-|| : E — [0, +oo[ satisfaisant les trois propriétés suivantes :
i) Séparation : ||z|| = 0 si et seulement si z = 0;
ii) Homogénéité : | \x|| = |\|||z|| pour tout A € R et tout =z € E;
iii) Inégalité triangulaire : ||z + y|| < |[z|| + [|y|| pour tout =, y € E.

Un exemple typique est I'espace R? muni de la norme “produit”

|2]| oo = rilag(d]xz\ pour tout z = (z1,...,24) € R,

Le résultat fondamental suivant permet de caractériser toutes les parties compactes de
R4,
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Théoréme 1.3.1 (Bolzano-Weierstrass). De toute suite bornée (z,)nen de (R, ||-[/00),
on peut extraire une sous-suite convergente.

Démonstration. Etape 1 : Le cas d = 1. Soit (2, )nen une suite bornée de R, il existe
M > 0 tel que |z,,| < M pour tout n € N. On pose, pour tout k € N
Y == sup iy, € [—M, M]
n>k
de sorte que la suite (yx)ren, étant décroissante et minorée par —M, converge vers une

limite notée /.
Soit k(1) € N tel que

[Yey — £ <

| =

Par définition du sup, il existe un entier o(1) > k(1) tel que
1

Zo(1) < Yk(1) S To(1) T >

ce qui implique que

2oy = €] < |21y — Yn)| + |y — € < 1.

Soit p € N* et supposons qu'il existe des entiers o(1) < --- < o(p) tels que
1
\%(k) —{ < T pour tout 1 < k < p.

Comme yj, — ¢, il existe k(p+ 1) > o(p) + 1 tel que

1

< .
Par ailleurs, par définition du sup, il existe un entier o(p+ 1) > k(p + 1) tel que
1
To(pt+1) S Yk(p+1) < To(pr1) T 1 1)
ce qui montre que
1
Zo(pr1) — U < |Zopr1) — Yrrn)| + W1y — 4 < ST

On a donc montré par récurrence 'existence d’une extraction o : N* — N strictement
croissante telle que

1
[Zop) — 4 < ’ pour tout p € N,

ce qui donne, par passage a la limite, que z4(,) — £.

Etape 2 : Le cas d > 2. Soit (,,)nen une suite bornée de (R?, || ||s), il existe un M > 0
tel que ||zn|loo < M. En particulier, comme |(zy,)i| < ||n||co pour tout 1 < i < d, on en
déduit que chacune des suites numériques ((x,,);)nen sont bornées dans R. Par conséquent
elles admettent chacune une sous-suite convergente. Plus précisément :
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— pour ¢ = 1, il existe une extraction o1 : N — N strictement croissante et a; € R
tels que
('Tol(n))l — ai1;
— pour i = 2, la suite ((Z,(n))2)nen étant bornée dans R, il existe une extraction
09 : N — N strictement croissante et as € R tels que

(Zoyoma(n)))2 — 23

— On suppose qu’il existe des extractions o1,...,04-1 : N — N strictement crois-
santes et des réels ai,...,aq_1 € R tels que pour tout 1 <+ <d—1on a

(x010~~-oai(n))i — Q.

La suite ((%4,0...004_;(n))d)neN étant bornée dans R, il existe une extraction o4 : N —
N strictement croissante et ag € R tels que

(Toyomoog(n))d — ad-

Posons ¢ := g1 0---004 : N = N qui est strictement croissante. De plus, pour tout
1 <i < d, la suite ((Zy(n))i)nen est une sous-suite de ((Z4,o...00;(n))i)nen. Comme cette
derniére converge vers a; dans R, on en déduit que (x,,(n))i — a; dans R et donc z4,) — a
dans R%. O

Corollaire 1.3.2. Les parties compactes de (R?, || - ||oo) sont les parties fermées bornées.

Démonstration. D’apres le Corollaire 1.2.4, toute partie compacte de (R, ||-||o) est fermée
et bornée dans cet espace. Réciproquement si K est fermé et borné dans (R?, | - ||«), et
(Zn)nen est une suite d’éléments de K, le théoreme de Bolzano-Weierstrass montre que
(2 )neny admet une sous-suite qui converge vers un certain z € R?. Comme K est fermé,
la Proposition 1.1.4 montre que x € K, et donc K est compact. O

Dans la suite de ce paragraphe, nous considérerons un espace vectoriel £ de dimension
finie égale a d € N. Si B = {ey,...,eq} désigne une base de E, alors tout élément = € F
s’écrit de facon unique sous la forme

d
T = inei avec (x1,...,zq4) € R
=1
On définit la quantité
|||« = lngllagxdp:i] pour tout z € E, (1.3.1)

et on montre aisément qu’il s’agit effectivement d’une norme sur E.
On considere 'application

(B ) — R )
x — (1,...,2q).
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On vérifie sans difficulté que ® est une application linéaire bijective et que ||®(2)||cc = |||«
pour tout x € E. Par conséquent, ® est un isomorphisme isométrique de (E, || - ||«) sur
R Nloo)-

La caractérisation des parties compactes de R¢ obtenue au Corollaire 1.3.2 s’étend aux
espaces vectoriels de dimension finie. Pour ce faire, il convient de remarquer que le choix
de la norme n’influe pas sur la topologie et donc sur la description des compacts.

Théoreme 1.3.3. Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toutes les normes
sont équivalentes.

Démonstration. Soient E un espace vectoriel de dimension finie d et N une norme sur F.
Nous allons montrer que les normes N et || - ||« sont équivalentes.

Etape 1 : Montrons que 'application
N:(E|-ll) — R

x — N(z)

est Lipschitzienne. En effet, pour tout = et y € E, d’apres 'inégalité triangulaire et
I’homogénéité de N, on a

\M@—MWSN@—MZN<
<

T — yi)ei) = Z |2 — il N(ei) < Lllz — ylls,
=1

d
Z(wz‘ - yz‘)@;)
. p
N((
=1

i
ou l'on a noté L := Zgzl N(e;).

Etape 2 : Montrons que lensemble S := {z € E : ||z|[s = 1} est compact dans
(E,| - |l+)- Le Corollaire 1.3.2 montre que ’ensemble

S = {(1‘17...71'61) GRd: H(.’Bl,-~-7$d)Hoo = 1}

est un compact de (R?, || - ||oo) car il est fermé (comme image réciproque du fermé {1} de
R par la fonction continue (z1,...,2q) = [[(z1,...,Z4)[) et borné. Grace a la continuité
de ®~!, la Proposition 1.2.6 montre que S = ®~1(S) est compact dans (E, || - [|+).

Etape 3 : Comme N est continue sur E, elle 'est en particulier sur le compact S. La
Proposition 1.2.7 montre alors 'existence d’un minimum a € S et d’'un maximum b € S
tels que

lall« = ||b]l« =1, N(a) < N(x) < N(b) pour tout xz € S.

Notons m = N(a) et M = N(b). Comme ||a|l. = 1, on en déduit que a # 0 et donc que
N(a) > 0. Par conséquent, m > 0, M > 0 et pour tout y € E (y # 0), on a y/|ly[l« € 5,

ce qui implique
m§N<y>§M
[yll«
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Par la propriété d’homogénéité de la norme N, on en déduit que
mllylls < N(y) < Mlly|l« pour tout y # 0. (1.3.2)

Cette inégalité reste bien évidemment vraie si y = 0, ce qui montre que les normes || - ||,
et N sont équivalentes.

Enfin si Nj et Ny sont deux normes quelconques sur E, en combinant les inégalités (1.3.2)
appliquées a N7 et Ny, on en déduit que N7 et Ny sont effectivement équivalentes. ]

En dimension finie, les parties compactes sont exactement les parties fermées et bornées
par le théoreme de Bolzano-Weierstrass.

Théoréme 1.3.4. Les parties compactes d’un espace vectoriel normé de dimension finie
sont les parties fermées bornées.

Démonstration. Soient (E,|| - ||) un espace vectoriel de dimension finie d et K C E un
ensemble fermé et borné dans (E, || -||). D’apres le Théoréme 1.3.3, K est également fermé
et borné dans (F, || - ||«). Par continuité de &1, I'ensemble ®(K) = (&)1 (K) est fermé
dans (R%, || ||oo). Comme @ est une isométrie ®(K) est également borné dans (R?, || - [|oo)-
L’ensemble ®(K) est donc un compact de (R?, || - ||s) en vertu du Corollaire 1.3.2. La
continuité de @' et la Proposition 1.2.6 montrent alors que K = ®~(®(K)) est compact

dans (E, ||-||«) puis également de (E, ||-||) par une nouvelle application du Théoreme 1.3.3.
Réciproquement, d’apres le Corollaire 1.2.4, toute partie compacte de (E, | - ||) est fermée
et bornée. O

Cette caractérisation est fausse en dimension infinie, comme ’atteste le résultat suivant.

Théoréme 1.3.5 (Riesz). Soit (E,|| -||) un espace vectoriel normé. Alors la boule unité
fermée est compacte si et seulement E est de dimension finie.

Démonstration. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie. Comme la boule
unité fermée B = {z € E : ||z|| < 1} est fermée et bornée, elle est compacte en vertu du
Théoreme 1.3.4.

Réciproquement, notons B := {z € E : ||z|| < 1} la boule unité fermée de E que nous
supposons compacte. Par la propriété de Borel-Lebesgue, pour tout € > 0, il existe un
nombre fini de points z1,...,zxy € B tels que

N
B c | B(aie). (1.3.3)
=1

Soit F' = Vect{z;}1<i<y qui est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Si
F = E, alors le résultat suit. Dans le cas contraire, on peut trouver un z € E'\ F'. Notons
d = dist(z, F) = infyecp |# — y|. Comme F est de dimension finie, F est fermé dans E et
donc d > 0. On peut alors trouver un y. € F tel que

d < — < .
<o —pell < T
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Posons 2z, = H;%gi\\ € B. Alors pour tout y € F,
o —ye —llo —wellyll S 1=
|z — el d

llze —yll =

car Y. + ||x — ye||ly € F, ce qui montre que
dist(ze, F) > 1 —e.

Par ailleurs, d’apres (1.3.3), il existe un ¢ € {1,...,N} tel que z. € B(x;,¢) et donc,
puisque z; € F,
dist(ze, F) < ||ze — ]| < e.

On aboutit & une contradiction en choisissant ¢ < 1/2. O

Remarque 1.3.6. Cette propriété est propre aux espaces vectoriels normés. Il existe en
particulier des espaces métriques de “dimension infinie” pour lesquels les parties fermées
et bornées sont compactes. C’est notamment le cas de I'espace des fonctions holomorphes
sur un ouvert connexe de C, ainsi que de ’espace des fonctions de classe C*° sur un ouvert
de RY (pour lesquels il convient de définir une distance).

La topologie dite “forte” de la norme d’un espace vectoriel normé de dimension infinie
contient donc trop d’ouverts pour permettre aux parties fermées et bornées d’étre com-
pactes. L’un des objets de ce cours sera d’'une part de montrer des criteres de compacité
dans des espaces fonctionnels particuliers (espace de fonctions continues, espaces de Le-
besgue) qui requierent plus d’hypotheses que seulement d’étre bornés, et d’autre part de
définir une topologie dite “faible” en retirant des ouverts de la topologie forte, ce qui par
la méme augmentera le nombre de compacts.
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CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS SUR LA COMPACITE



Chapitre 2

Espaces de fonctions continues

Dans ce chapitre, nous nous attacherons a montrer des propriétés topologiques d’espaces
de fonctions continues d’un espace métrique (X, d) dans R. On notera

C(X) :={f:X — R continue}
et
Cp(X) :=={f : X — R continue et bornée}.

Les espaces C(X) et Cp(X) sont clairement des espaces vectoriels et la quantité
[ flloo := sup | f(z)]
reX

est finie quelque soit f € Cp(X). On montre aisément qu’il s’agit d’une norme sur C(X),
ce qui fait de (Cp(X),| - |loo) un espace vectoriel normé.

2.1 Complétude de Cy(X)

Proposition 2.1.1. L’espace Cp(X) est un espace de Banach.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que Cy(X) est complet. Pour ce faire, considérons une
suite de Cauchy (f,)nen dans Cp(X) et montrons qu’elle converge uniformément sur X
vers une fonction f € Cp(X). D’apres le critere de Cauchy, pour tout £ > 0, il existe un
rang N € N tel que pour tout m, n > N et pour tout = € X,

[fm(2) = fo(2)] < lfm = fullo < e

Il s’ensuit que la suite numérique (f,,(z))nen est de Cauchy dans R complet, ce qui assure
I'existence d’un nombre réel f(z) € R tel que f,(x) — f(z) dans R. Par passage a la
limite quand m — 400 dans I'inégalité précédente, puis par passage au sup en z, il vient
pour tout n > N,

Hf - fTLHOO < €,

ce qui assure que f, converge uniformément vers f sur X. De plus, 'inégalité précédente
montre que ||f|lcc < ||fn]loo +€ < 00, ce qui assure que f est bornée. Il reste & montrer

17
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que la fonction f est continue. Pour ce faire, on utilise la continuité de fn qui assure,
I'existence d'un 6 > 0 tel que si y € X et d(z,y) <9, alors |fxn(z) — fn(y)| < e. Dou

[f(@) =l < [f(@) = (@) + v () = In@)] + v (y) — FY)
< 2llf = fnlloo + [N (@) = fn(y)] < 3,

ce qui montre bien la continuité de f en x et donc que f € Cp(X). O

Remarque 2.1.2. En vertu de la Proposition 1.2.7, si (X,d) est un espace métrique
compact, on a que C(X) = Cy(X). Dans ce cas, C(X) est un espace de Banach.

2.2 Séparabilité de C(X)

Le Théoreme de Weierstrass qui affirme que toute fonction continue sur un intervalle
compact de R peut étre approchée uniformément par une suite de fonctions polynémiales.
Le Théoreme de Stone-Weierstrass donne une généralisation de ce résultat au cas des
fonctions continues C(X) sur un espace métrique compact (X, d), vu comme une algebre
de Banach muni du produit ponctuel des fonctions. Ce résultat de portée générale donne
une caractérisation des sous-algebres A de C(X) qui sont denses dans C(X). Nous nous
concentrons ici juste sur la condition suffisante.

Théoréme 2.2.1 (Stone-Weierstrass). Soient (X,d) un espace métrique compact et A
une sous-algébre de C(X). On suppose que

— A contient les constantes;

— A sépare les points, i.e., pour tout x, y € X tels que x # y, il existe une fonction

f e Atelle que f(z) # f(y).
Alors A est dense dans C(X).

Nous commencgons par montrer le résultat suivant d’approximation polynémiale de la
fonction racine carrée.

Lemme 2.2.2. [] existe une suite de fonctions polynémiales qui converge uniformément
sur [0, 1] vers la fonction racine carrée.

Démonstration. On définit la suite (P, )nen en posant pour tout x € [0, 1],
P()((L') = 0,
Pyii(z) = Py(z) + & (z — Py(2)?)  pour tout n € N.

Il est clair que pour tout n € N, la fonction P, est polynémiale. Montrons par récurrence
que 0 < P,(x) < y/z pour tout = € [0,1]. En effet, cette propriété est claire pour n = 0.
Supposons que pour un certain n € N, on ait 0 < P,(x) < y/x pour tout z € [0,1]. Alors,
Poi1(z) > 0et

Paie) = Pala) + 5(V3 — Pa(@))(V + Pa(a))
(

Po(z) + (VI — Py())
vz,

IN A
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car \/x — P, (z) > 0 et \/z+ P,(x) < 2¢/x < 2 pour tout x € [0,1]. On en déduit que, pour
tout x € [0, 1], la suite (P, (x))nen est croissante en majorée. Elle converge pontuellement
vers une limite £(z) > 0 qui satisfait £(z) = £(z) + 3(z — £(2)?), i.e. {(z) = \/z.

Montrons a présent que la convergence est uniforme. Pour ce faire, on remarque que
x — \/x — Pp(x) est continue sur [0, 1]. D’apres la Proposition 1.2.7, il existe z, € [0, 1]
tel que

max (Vz — Po(2)) = v/Bn — Palan).

z€[0,1]

Comme [0, 1] est compact, il existe une sous suite (T, () )nen et T € [0, 1] tels que z4(,,) — 7.
En utilisant le fait que la suite de fonctions (v/- — P, )nen est décroissante, il vient pour
tout m € N|

nggloo xrén[%)i (f B (1‘)) - nggloo ( To(n) — Pa(n) (:L'a(n)))
< (v o)

Par passage a la limite quand m — +o0, on obtient que

lim  max (v — Pyy)(z)) = 0.

n—+00 z€[0,1]

Enfin, en utilisant de nouveau le fait que la suite de fonction (/- — Py, )nen est décroissante,
il vient |[v/* — Py|loc — 0. O

On montre & présent que toute sous-algebre (fermée) de fonctions continues est stable
par passage au maximum et minimum.

Corollaire 2.2.3. Sous les mémes hypothéses que dans le Théoréme 2.2.1, si f et g € A,
alors max(f,g) et min(f,g) € A.

Démonstration. Par continuité de la somme et du produit, on en déduit que si A est une
algebre, il en est de méme pour A. Si ||f — g|lcc = 0, alors max(f,g) = min(f,g9) = f =
g € A. On suppose donc désormais que ||f — g||oc > 0. On remarque tout d’abord que, du
fait que

max(f,9) = 3(7 + g+ |f ~ gl) et min(f,9) = 3(F + - 1 ~ g}

il suffit de montrer que |f — g| € A. Soit (P,)nen la suite de fonctions polyndomiales
construite au Lemme 2.2.2. Comme A est une algebre, il vient

(f—9) B —
P<||f r|2)'f lloo € A

et d’apres le Lemme 2.2.2,

P, <H(J{ gH)2 > lf —glloc = |f —g| uniformément sur X.



20 CHAPITRE 2. ESPACES DE FONCTIONS CONTINUES

Comme A est fermée, on en déduit que |f — g| € A et donc que max(f, g) et min(f,g) €
A. O

Nous sommes a présent en mesure de démontrer le Théoreme de Stone-Weierstrass.

Démonstration du Théoreme 2.2.1. La preuve est divisée en quatre étapes.

Etape 1 : Pour tout z, y € X et tout «, § € R, il existe une fonction f € A
telle que f(z) = a et f(y) = 5.

En effet, si « = S, il suffit de considérer la fonction constante égale & o = (3. Par ailleurs,
si a # 3, alors par hypothese, il existe une fonction g € A telle que g(z) # g(y). Dans ce
cas, la fonction

8-«

9(y) —g(x)
appartient a A et satisfait f(z) = a et f(y) = .

f=a+ (9 —g()),

Etape 2 : Pour tout h € C(X), x € X et € > 0, il existe une fonction f* dans
A telle que f%(x) = h(x) et f*(z) < h(z) + ¢ pour tout z € X.

En effet, d’apres I'étape 1, pour tout y € X, il existe une fonction f; € A telle que
fy () = h(z) et f;7(y) = h(y). Comme h et f; sont continues, il existe ry > 0 tel que pour
tout z € B(y,ry),

G = fWl<5 et Ihy) —h(:)] < 5.

Du fait que fy(y) = h(y), on en déduit que f;(z) < h(z) + & pour tout z € B(y,ry).
Comme
X C U B(y,ry),
yeX
par compacité de X, on peut extraire un sous-recouvrement fini { B(y;, Tzi)}lgigl- D’apres
le Corollaire 2.2.3, la fonction

appartient & A et elle satisfait f%(x) = h(z) et f¥(z) < h(z) + € pour tout z € X.

Etape 3 : Pour tout h € C(X) et tout ¢ > 0, il existe une fonction f € A telle
que h(z) —e < f(2) < h(z) + ¢ pour tout z € X.

En effet, soient x € X et f* la fonction construite a I’étape 2. Les fonctions f* et h
étant continues, il existe 77, > 0 tel que pour tout z € B(x, 1)),

£ €

[f7(2) = fP@)l <5 et |h(z) = h(@)] < 3.

Comme f*(x) = h(x), on en déduit que f*(z) > h(z) —e pour tout z € B(z, 7). On utilise

de nouveau la compacité de X pour extraire du recouvrement ouvert {B(z,7,)},ex de X
un sous-recouvrement fini {B(z;, 75 )} 1<j<m. On introduit la fonction

= max f7
= f
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qui appartient & A en vertu du Corollaire 2.2.3, et qui satisfait h(z) —e < f(2) < h(z) +¢
pour tout z € X.

Etape 4 : D’apres 'étape 3, pour tout h € C(X) il existe une suite (f,)n,eny dans A
telle que f,, — h uniformément sur X. Comme A est fermé, on en déduit que h € A et
donc A = C(X). O

Nous donnons a présent quelques conséquences du théoreme de Stone-Weierstrass.

Corollaire 2.2.4. Soit K un compact de R . Pour toute fonction f € C(K), il existe une
suite de fonctions polynomiales (Pp)nen a coefficients réels qui converge uniformément
vers [ sur K.

Démonstration. L’algebre R[X] des fonctions polynoémiales a coefficients réels contient les
fonctions constantes et sépare clairement les points. En effet, si zg et yo € RY sont tels
que o # Yo, alors la fonction affine f : x — (z —x0) - (zo — yo) + (z — o) - (xo — yo) est un
élément de R[X] et satisfait f(z0) = ||xo—yol* # —|lwo—voll? = f(yo) (car ||zo —yol| # 0).
La conclusion suit du Théoreme de Stone-Weierstrass. O

Corollaire 2.2.5. Soit K un compact de RY. Alors lespace C(K) est séparable.

Démonstration. D’apres le Corollaire 2.2.4, 'ensemble R[X] des polynémes a coefficients
réels est dense dans C(K). Il suffit donc de montrer que R[X] est séparable pour la topologie
de C(K). On note P,, (resp. Q,,) 'ensemble des polynémes & coefficients réels (resp. ration-
nels) de degré inférieur ou égal a n. L’espace P,, étant un R-espace vectoriel de dimension
finie d = dim(P,,), on en déduit que P,, est isomorphe & R?. Comme Q¢ est dénombrable et
dense dans R? et Q,, est isomorphe & Q%, il s’ensuit que Q,, est dénombrable et dense dans
P,, pour la topologie de C(K) (on utilise ici le fait que toutes les normes sont équivalentes
en dimension finie). Enfin comme R[X]| = |J,, P, et Q[X] := U,, Qn, on en déduit que
Q[X] est dénombrable et dense dans R[X]| pour la topologie de C(K). O

En général I'espace Cp(X) n’est pas séparable comme 'atteste 'exemple suivant.

Exemple 2.2.6. Soient —0o < a < b < +00, on considere Iespace Cy(]a, b[). Nous allons
montrer que Cy(]a, b]) n’est pas séparable. Soit (an)nen une suite décroissante telle que
an — a et (by)nen une suite croissante telle que b, — b. On pose x,, = Antntl of on
considere une fonction ¢, € C.(]a,b[) telle que 0 < ¢, < 1, pu(zn) = 1 et Supp(pn) C
lan+1, an]. En notant P(N) I'ensemble des parties de N, on pose pour tout A € P(N)

Pai=) on

neA

Comme Supp(p,) N Supp(pm) = 0 dés que n # m, la somme définissant ¢ 4 est toujours
localement finie méme si A est infini. Par conséquent, ¢4 est continue et 0 < p4 < 1, ce
qui montre que @4 € Cy(]a, b[).

Supposons que Cy(]a, b[) est séparable est considérons une famille D = { fi }ren qui est
dénombrable et dense dans Cy(]a, b[). Pour tout A € P(N), on considére le plus petit entier

ka € N tel que
1

loa — fralloo < 3
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On définit ainsi une application ® : P(N) — N qui a toute partie A de N associe ®(A) :=
k4. Notons que si A et B € P(N) sont tels que A # B, alors (quitte a échanger les roles
de A et B) il existe ng € A\ B et donc

o4 = @Blloc 2 [0a(2ne) = wB(Tng)| = Pa(Tny) = 1.

Par conséquent, si k4 = kp, on aurait par inégalité triangulaire

lpa = ¢Blloo < lloa = frallo + llen = frplloo <1,

ce qui est absurde. On a donc montré que si A # B, alors k4 # kp ce qui établit I'injectivité
de l'application @, et donc que P(N) s’injecte dans N ce qui est impossible car P(N) est
infini non dénombrable. !

2.3 Critere de compacité

Nous établissons pour finir un critére de compacité dans I’espace C(X).

Théoréme 2.3.1 (Ascoli-Arzela). Soient (X,d) un espace métrique compact et (fn)nen
une suite de fonctions de C(X) telle que

i) (bornitude) pour tout x € X, il existe M (x) > 0 telle que sup,, | fn(z)| < M(z);

it) (uniforme équi-continuité) pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout x,

yeX,

dz,y) <0 = suplfu(z) — fuly)] <e.
neN
Alors, il existe une sous-suite (fy(n))nen et une fonction f € C(X) telles que f () converge
uniformément vers f sur X.
Réciproquement, si (fn)nen est une suite de fonctions de C(X) uniformément conver-

gente, alors elle est bornée et uniformément équi-continue.

Démonstration. L’espace métrique (X, d) étant compact, la Proposition 1.2.9 assure qu’il
est séparable. Il existe donc un sous-ensemble D dénombrable et dense dans X.

Etape 1 : Définition de la fonction f sur D. L’ensemble D étant dénombrable,
on peut énumérer ses éléments en une suite (a;);jen. D’apres la propriété de bornitude
i), pour tout j € N, la suite numérique (fy,(a;))nen est bornée. Nous allons appliquer un
principe d’extraction diagonal de sous-suite. Pour j = 0, d’apres le Théoreme de Bolzano-
Weierstrass, il existe une sous-suite (fy,(n)(a0))nen et f(ao) € R tels que fo ) (a0) —
f(ap). Pour un certain k& € N, on suppose avoir a notre disposition des extractions
00, -..,0% : N — N strictement croissantes et des réels f(ap),..., f(ax) € R tels que

fUOO...on(n)(aj) — f(a;) pour tout 0 < j < k.

1. Si P(N) était dénombrable, il existerait une bijection ¥ : N — P(N). Soit E={n € N: n & ¥(n)}.
Par surjectivité de ¥, il existe no € N tel que ¥(ng) = E. Si ng € E, alors par définition de E on
aurait ng € W(ng) = F ce qui est impossible. Si ng ¢ E, alors toujours par définition de F, on aurait
no € ¥(no) = E ce qui est de nouveau impossible.
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La suite (fogo...004 (n) (@k+1))nen étant bornée, le Théoreme de Bolzano-Weierstrass permet
de nouveau d’extraire une sous-suite notée (fyyo...o,00y, +1(n)<ak+1))n€N qui converge vers
un f(ag4+1) € R. Pour tout n € N, posons

fa(n) = faoo~~~oan(n)

de sorte que (fo(n)(ak))n>k est une sous-suite de (fopo...00,(n)(ak))n>k pour tout k € N.
Par conséquent,
lim f,)(ar) = f(ax) pour tout k € N. (2.3.1)
n——+0o00
Etape 2 : Convergence simple. Montrons que pour tout € X, la suite (f;(n)())nen
est de Cauchy dans R. Soient ¢ et § comme dans la définition de 'uniforme équi-continuité.
Par densité de D dans X, il existe un a € D tel que d(z,a) < §. Par conséquent, pour
tout n et m € N,

| fo) (@) = fo(m)(@)]
< Nfotm) (@) = fom) (@) + | fom)(@) = foum)(@)] + | fom) (@) = foum)(@)]
<2+ |fom)(a) = fomy(a)l-
Comme a € D, d’apres I'étape 1, la suite numérique (fy(n)(a))nen converge et donc est de

Cauchy. Il existe donc un N € N tel que pour tout m, n > N, on a | f5 () (@) = foim)(a)| <,
ce qui implique que

8]

| o) (@) = fomm) (@) < 3e.
Ceci montre effectivement que (fo(5)(7))nen est de Cauchy dans R et donc il existe un
f(z) € R tel que f,mm)(z) = f(x).
Etape 3 : Uniforme continuité de f. D’apres la propriété d’uniforme équi-continuité

de f,, pour tout £ > 0, il existe un § > 0 tel que pour tout z, y € X avec d(z,y) < 6,

’fd(n)(x) - fa(n)(y)‘ <e.

Par passage a la limite quand n — +o00, on obtient que

[f(z) = Fly)l <e,

ce qui montre bien 'uniforme continuité de f sur X.
Etape 4 : Convergence uniforme. Soient ¢ et § donnés par la propriété ii). Par

compacité de X, il existe un entier N; € Net ay,...,an. € X telsque X C vajl B(a;,9/2).
Donc si z € X, il existe i € {1,..., N.} tel que z € B(a;,0/2) et

o) (2) = f(z)] [fom)(®) = fom)(@i)] + | fom) (@i) = fai)| +f(ai) = f(z)]

<
< 2+ 1%%3(\[5 ’fcr(n) (az) - f(al)‘v

ou l'on a utilisé 'uniforme équi-continuité de la suite (fy(,))nen et 'uniforme continuité
de f établie a I'étape 3. D’apres I'étape 2, on en déduit que |f,(,)(a;) — f(a;)| < e des lors
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que n > n; (qui ne dépend que de € et de a;). En notant n. := max{n,...,nn.}, il vient :
pour tout € > 0, il existe n. € N tel que |fy(,)(2) — f(2)| < 3¢ pour tout n > n. et tout
r € X. On en déduit la convergence uniforme de f,(,) vers f sur X.

Etape 5 : Réciproque. Soit (fy,)nen est une suite de fonctions de C(X) qui converge
uniformément vers une fonction f € C(X). Alors (fn)nen est bornée dans C(X). Par
ailleurs, pour tout £ > 0 il existe un rang N € N tel que || f, — fllo < €/3 pour tout
n > N. Comme les fonctions f, fo,..., fn sont continues sur le compact X, elles sont
uniformément continues d’apres le Théoreme de Heine. Par conséquent, il existe n > 0 et
do,--.,0n > 0 tels que pour tout z,y € X

dlz,y) <n=|f(z) - fy)| <3
d(z,y) < 6 = |filz) — fily)| <§, pour tout 0 <i < N.

)

On définit 0 := min(n, dp, . ..,0n) de sorte que si z et y € X, alors

d(w,y) <6 = |f(z) ~ f)| < 5 et [filw) = fily)| <5 pour tout 0<i < .

Wl M

Par ailleurs, pour tout n > N et pour tout z,y € X

[fn(@) = fa(y)] < |fu() = F(@)] + [f(2) = FW)] + £ () = fuly)]
<2lf = fulloo + 1f(2) = f(y)[ <e.

On obtient finalement que (f,,)nen est bien uniformément équi-continue. O



Chapitre 3

Mesures de Radon

L’objet de ce chapitre consiste a identifier le dual topologique de certains espaces de
fonctions continues. La connaissance du dual d’un espace fonctionnel est d’une importance
capitale en analyse fonctionnelle comme nous le verrons ultérieurement au Chapitre 6. Cela
permet notamment d’introduire des topologies affaiblies (par rapport a la topologie forte
de la norme) grace auxquelles on augmente le nombre de compact.

3.1 Compléments sur les espaces de fonctions continues

Dans ce chapitre, Q désigne un ouvert de RY (N > 1). Si K C Q est un compact, on
note

Cx () ={f €C(Q): Supp(f) C K},
ou Supp(f) ={z € Q: f(x) # 0} désigne le support de f. Il s’agit clairement d’un sous-
espace vectoriel fermé de Cp(€2), ce qui en fait donc un espace de Banach. On note également

@ U k@

KCSQ compact

I’ensemble des fonctions continues et a support compact dans 2. Cet espace n’est pas
fermé dans Cp(€2) comme le montre I’exemple suivant.

Exemple 3.1.1. En dimension N = 1, on pose Q = | — 1,1] et, pour tout n > 1, la
fonction f, : | — 1,1[— R définie par
0 sixe]— +ifull-1 1]
1 sixe[— %, %]
€Tr) =
fn() Z(z—1+21) sizeli1-1],
n2($+1—7) size]— —1—% %[
Clairement f, € C.(]0,1[) et f,, — f uniformément sur [0, 1] ou
1 siz€[—3, 3],
fle)=q2(1—2) sizels 1]
2@ +1) size]—1,—1
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Or Supp(f) = [0, 1] ce qui montre que f ¢& C.(]0,1]).

On note Cp(£2) la fermeture de 1'espace C.(2) dans Cp(€2). Nous allons caractériser 1'es-
pace Co(€2) comme l’ensemble des fonctions continues qui tendent vers 0 sur le bord de (2.
Avant cela, il convient de rappeler le résultat suivant qui sera utile par la suite.

Lemme 3.1.2 (Urysohn). Soient K un compact et V un ouvert borné dans RY tels
que K C V. Alors il existe une fonction f € C.(RV;[0,1]) telle que f = 1 sur K et

Supp(f) C V.

Démonstration. Soit

d:= inf — = inf dist ,RN V),
xEKJIJGRN\L Hw yH "TIEK 8 (x \ )
ou
dist ,]RN V):= inf r —vy|.
18 ($ \ ) yel M || y||

La fonction z ~ dist(x, RY \ V) étant continue (en fait elle est méme 1-Lipschitz) et K
étant compact, il existe T € K tel que d = dist(z,RY \ V). Si d = 0, par définition de
infimum, il existerait une suite (y;);jeny dans RY \ V telle que ||Z — y;|| — 0. L’ensemble
RN\ V étant fermé, on aurait alors z € RV \ V ce qui est impossible puisque z € K C V.
Par conséquent, d > 0 et I’ensemble

U:={zecRY: dist(z, K) < d/2},
est un ouvert satisfaisant K ¢ U ¢ U C V. La fonction

- dist(z, RV \ U)
~ dist(z, RN \ U) + dist(z, K)

x— f(x):
convient. OJ

Proposition 3.1.3. Une fonction f appartient a Co(Q2) si et seulement si pour tout € > 0,
il existe un compact K. C §Q tel que |f| < e sur Q\ K..

Démonstration. Soit € > 0 et un compact K C Q tels que |f| < e sur Q\ K. D’apres le
Lemme d’Urysohn, on peut trouver une fonction g € C.(€; 0, 1]) telle que g = 1 sur K.
Posons h = fg de sorte que h € C.(2) et || f — hl| < €, soit f € Co(©).

Réciproquement, considérons une fonction f € Cy(€2), par définition il existe une suite
(fn)nen d’éléments de C.(Q2) telle que f,, — f uniformément sur Q. Soient € > 0 et n. € N
tels que || fn. — flloo < €/2 et définissons K :={z € Q: |fn.| > ¢/2}. Alors K est un sous
ensemble compact de Q et pour tout x € Q\ K, |f| < |f — fa.| + | fn.| < e. O

Proposition 3.1.4. Les espaces C.(Q2) et Co(Q2) sont séparables.
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Démonstration. Par définition de Cy(€2) comme la fermeture de C.(€2) dans Cp(€2), il suffit
de montrer que C.(2) est séparable. Soit (K}, )nen une famille exhaustive de compacts, i.e.
Kp C Knt1 € Q et U,y Kn = Q1. Comme Co(Q) = U, e Cr,, (), il suffit de montrer
que chacun des Cg,, (€2) est séparable (pour la norme uniforme sur 2).

Soit donc K C 2 un compact et w un ouvert borné tel que K C w C w C 2. Comme
w est compact, 'espace C(w) est séparable d’apres le Corollaire 2.2.5. Il existe donc une
famille {fx}ren dénombrable et dense dans C(w). Soit (1/)seny une suite de réels positifs
qui tend vers 0. Comme Cg (w) est un sous ensemble de C(@), il existe (k, /) € N? tel que
Cx(w) N B(fx,re) # 0. Pour de tels couples (k, ), on choisit arbitrairement une fonction
9ke € Crx(w) N B(fk,re) de sorte que I'ensemble (dénombrable) D := {g; ¢} C Cx(w) est
dense dans Ck (w) (pour la norme uniforme sur @). En effet, pour tout f € Cx(w) et € >0
il existe £y € N tel que ry, < /2 et kg € N tel que

sup [ f — fio| <740
w
Il s’ensuit que Cx (w) N B(fry,7e,) # O de sorte que
Sup | f = Go,tol < SUP|f = fio| +5UP | frg = Gro,to] < 21y <e.
w w w

Comme chacune des fonctions gy, o sont a support dans K qui est un sous-ensemble compact
de w, on peut les étendre par 0 sur © \ w en des fonctions g ¢ qui sont donc dans Cx (2).
L’ensemble D = {grs} C Cx(Q) est donc dénombrable et dense dans Cx(Q) (pour la
norme uniforme sur ). O

3.2 Mesures de Radon positives

On rappelle qu'une mesure de Borel sur €} est une mesure définie sur la tribu des
Boréliens B(2) de Q (la plus petite tribu contenant les ouverts de € et donc aussi les
fermés de Q). On appelle mesure de Radon positive une mesure de Borel sur (2 finie sur les
compacts. Toute mesure de Radon positive p définit une forme linéaire sur 1’espace C.(£2)
des fonctions continues a support compact dans 2. En effet, 'intégrale

/Qfdu

est bien définie puisque, en notant K = Supp(f) le support (compact) de f, on a

/ |f’dM§M(K)mI§(lX|f’ < +o0.
K

Par conséquent, ’application

L:f+—>/QfdM

1. On peut par exemple consiérer K, = {z € Q: |z| < n et dist(z, R \ Q) > 1}
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définit une forme linéaire positive C.(2), i.e.,

L(af + Bg) = aL(f)+ BL(g) pour tout f, g € C.(Q) et tout o, B € R, (3.2.1)
L(f) >0 pour tout f € C.(02) avec f > 0.

Nous allons en fait montrer que toute forme linéaire positive sur l'espace C.(€)) peut
étre représentée de fagon unique par une telle mesure.

Théoréme 3.2.1 (Théoréme de représentation de Riesz). Soit L : C.(Q2) — R une
forme linéaire positive (i.e. qui satisfait (3.2.1) et (3.2.2)). Il existe une unique mesure de
Radon positive p sur £ telle que

L(f) = /Qfdu pour tout f € C.(£2). (3.2.3)

De plus, pour tout E C B(Q2),
p(E) =inf{u(V): ECV,V ouvert}, (3.2.4)
et pour tout ouvert U C (Q,
w(U) =sup{u(K): K CU, K compact}. (3.2.5)
Dans la preuve de I’existence, nous utiliserons le résultat suivant.

Lemme 3.2.2 (Partition de I'unité). Soient Vi,...,V, des ouverts de RN et K un
compact tel que K C |J;_, Vi. Alors, pour tout i = 1,...,n, il existe des fonctions f; €
Ce(RY;10,1]) telles que Supp(f;) C Vi et S0 fi =1 sur K.

Démonstration. Pour tout x € K, il existe ¢ € {1,...,n} et une boule ouverte B, centrée
en z et telle que B, C V;. Par conséquent, K C |J,cx Bz, et comme K est compact, on
peut extraire un sous recouvrement fini K C U§=1 ij. On définit K; comme 'union des
boules fermées Bixj qui sont contenues dans V;. Alors K; est un compact contenu dans V;
et K C U?Zl K;. Soit U; un ouvert borné tel que K; C U; C U; C V;, on pose alors

ist(z, RN ;
fila) L.

. tout z € RV
dist(z, K) + >_7_, dist(z, RV \ Uj) pour tout z € RY,

qui satisfait bien les propriétés souhaitées. O
Pour tout ouvert V' C €2, on définit
p*(V) == sup{L(f) : f € Cc(][0,1]), Supp(f) C V}. (3.2.6)

SiU C V,alors u*(U) < p*(V') de sorte que I'on peut étendre p* & n’importe quel ensemble
E C Q en posant
w(E) :=1inf{p*(V): E CV,V ouvert}.

La propriété de croissance de p* reste vraie au sens ou p*(E) < p*(F') pour tout E C F.
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Lemme 3.2.3. Pour tout compact K C 0, on a
w (K)=inf{L(g): g € Cc(;[0,1]), g =1 sur K}.
En particulier, u*(K) < +00. De plus, pour tout owvert U C €,
p*(U) =sup{p*(K) : K C U, K compact}.

Démonstration. Soient K C  un compact et g € C.(€2;[0,1]) telle que g = 1 sur K. Pour
tout 0 < t < 1, 'ensemble V; := {g > t}, qui est ouvert, satisfait K C V; et f <t"'g pour
tout f € C.(2;]0,1]) avec Supp(f) C V;. Par conséquent, la croissance de L montre que

pH(K) < (V) = sup{L(f) : [ € Ce(2:[0,1]) tel que Supp(f) C V;} < t7'L(g) < +oc.
En faisant tendre t — 17, on obtient pu(K) < L(g) et donc, par passage a I'infimum en g,
p(K) <inf{L(g) : g € C.(92;]0,1]), g =1 sur K}.

L’autre inégalité se montre en considérant un ouvert arbitraire U C € contenant K. Si
f € C.(92;]0,1]) est une fonction telle que Supp(f) C U et f = 1 sur K, il vient par
définition de p* sur les ouverts que

inf{L(g) : g € Cc(2]0,1]), g =1sur K} < L(f) < p*(U),
puis, par passage a l'infimum par rapport a U, que
inf{L(g) : g € Cc(2]0,1]), g =1 sur K} < p*(K).

Pour établir la propriété de régularité intérieure sur les ouverts, considérons un ouvert
U C Q. Alors, par définition de p* sur les ouverts, pour tout a < p*(U), il existe une
fonction f € C.(2;]0,1]) telle que Supp(f) C U et o < L(f). Soit K = Supp(f) et
g € Cc(€2;]0,1]) telle que g = 1 sur K. Comme f < g sur Q, on a L(f) < L(g), puis par
passage a l'infimum par rapport a g, on obtient que L(f) < p*(K). Ceci montre 'existence
d’un compact K C U tel que a < p*(K). O

A ce stade, nous avons défini une fonction d’ensembles p* : P(Q) — [0, +00] qui est finie
sur les compacts, qui satisfait la propriété de régularité extérieure (3.2.4) (par définition)
et la propriété de régularité intérieure (3.2.5) sur les ouverts par le Lemme 3.2.3.

Lemme 3.2.4. La fonction d’ensemble p* est une mesure extérieure.

Démonstration. On a évidemment que p*(0) = 0 et p* est une fonction croissante d’en-
semble, i.e. si E C E, alors p*(E) < p*(F). Il s’agit a présent de montrer que p* est
dénombrablement sous-additive, i.e., pour toute suite (F,)n,en de sous-ensembles de €2,

on a
[eS) o)
(U)o
1 n=1

n=
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Montrons d’abord que si Vi et V5 sont des ouverts de €2,
,u*(V1 U Vg) < /L*(V1) + /L*(Vg). (3.2.7)

Soit g € Cc(€; [0, 1]) avec Supp(g) C V1UVa. D’apres le Lemme 3.2.2, il existe des fonctions
fi et f2 € Cc(§2[0,1]) telle que Supp(f1) C Vi, Supp(fz) C Vz et fi + fo =1 sur Supp(g).
Par conséquent, pour i = 1, 2, f;g € C.(2;[0,1]), Supp(fi;) C Vi et g = f1g + fag de sorte
que, par linéarité de L et la définition de u*,

L(g) = L(f19) + L(f2g9) < p* (V1) + p* (Va).

Par passage au supremum en g, on obtient p*(V3 U Va) < p* (Vi) + p*(V2).

Si u(E,) = oo pour un certain n > 1, alors le résultat suit. Sinon, si u(E,) < oo
pour tout n, alors quelque soit € > 0 il existe un ouvert V,, tel que E,, C V,, et u*(V, )
pw*(Ep)+2""e. On définit V := [ J;2 , V;, et on considere f € C.(€; [0, 1]) avec Supp(f
Comme Supp( ) est compact, il existe p € N tel que Supp(f) € ! _; V;,. En itérant (
il vient

) C
3.2 )
L(f) <u’ (U Vn) <Y W (Va) Y i () +e

n=1

n=1 n=1

Comme cette inégalité est satisfaite quelque soit f € C.(92;[0,1]) avec Supp(f) C V, et
U.2, En CV, on en déduit que

(o] o0
w (U En> <p (V) <D pi(En) +e
n=1 n=1
ce qui montre la dénombrable sous-additivité, le parametre € > 0 étant arbitraire. O

D’apres le Théoreme de Carathéodory, la classe A des ensembles p*-mesurables, i.e.,
I’ensemble des parties A C ) qui satisfont

p(E)=p(ENA)+u*(E\A) pourtout E CQ

est une tribu sur €2, et la restriction p := p*| 4 de p* a cette tribu est une mesure. Nous
allons montrer que B(f2) C A.

Lemme 3.2.5. Tout Borélien est u*-mesurable. En particulier, la restriction de pn a B(2)
est une mesure de Radon positive.

Démonstration. Etape 1 : Montrons que pour tout A, B C 2 avec dist(A, B) > 0,
on a

§* (AU B) = i (A) + pu*(B).

Par sous-additivité de p*, il suffit de montrer que p*(AU B) > p*(A) + p*(B). Soit
W C Q un ouvert tel que AU B C W. Comme dist(A, B) > 0, il existe des ouverts U et
Vitelsque ACU,BCV,UUV CW et UNV = (). Par définition de u* sur les ouverts,
on a

W)z pr(UUV) = p™(U) +p*(V) 2 @ (A) + 1 (B).
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Par passage & I'infimum parmi tous les ouverts W O A U B, on obtient le résultat voulu.

Etape 2 : Montrons que tous les fermés de () sont p*-mesurables. Par sous-
additivité de p*, il suffit d’établir que si C' C 2 est fermé,

w(A) > p (ANC)+ " (A\C) pour tout A C Q tel que p*(A) < 4o0.

On pose pour tout n > 1,

1
Cp= {:L’ € Q: dist(z,C) < }

n
Comme dist(A\ Cp, ANC) > 1/n > 0, 'étape 1 montre que
WA\ o) + 1 (AN C) = (A Ca) U (AN C)) < i*(A). (3.28)

Posons

1 1
= P — i < =5,
Ry, {JJEA /{:+1<d18t($70)_k}

Comme dist(R;, R;) > 0 des que |j —i| > 2, on a toujours d’apres I'étape 1,

m

> (Rog) = (U R%) < pt(A) < +oo,
=1

k=1

ZM*(R%H) =p* (U R2k+l> < W' (A) < +oo,

k=1 i=1

pour tout m > 1, d'ott 372 p*(R) < 2u*(A) < +00. Comme C est fermé, on a A\ C =
(A\ Cn) UUgsy, Rk, et donc, par sous-additivité de p*,

WA\ C) < p* (AN C) < p*(A\Co) + ) 1 (Ry),

k>n

puis par passage a la limite quand n — 400, p*(A\ C) — p*(A\ C). Enfin, en faisant
tendre n — 400 dans (3.2.8), il vient

pr(A) 2 p (AN C) + (AN C)

ce qu’il fallait démontrer.

Etape 3 : Conclusion. Comme A contient les fermés de €2 et que la tribu B(2) est
engendrée par les fermés, on en déduit que B(2) C A. Par conséquent, la restriction de
p a B(2) est une mesure Borélienne. Comme par le Lemme 3.2.3, on a u(K) = p*(K) <
+oo (puisque les compacts sont Boréliens, on en déduit que p est une mesure de Radon
positive. ]



32 CHAPITRE 3. MESURES DE RADON

Nous avons montré jusque la que la restriction de p* & la tribu Borélienne B(£2) est une
mesure de Radon positive qui satisfait la propriété de régularité extérieure (3.2.4) et la
propriété de régularité intérieure (3.2.5) sur les ouverts. Nous sommes a présent en mesure
de conclure la preuve du Théoreme de Représentation de Riesz.

Démonstration du Théoréeme 3.2.1. Concernant l’existence, nous avons montré dans les
lemmes préliminaires 'existence d’une mesure de Radon positive u satisfaisant les pro-
priétés de régularité (3.2.4) et (3.2.5). Il reste a établir la propriété de représentation
(3.2.3). Soit f € Cc(Q?), par linéarité de L, il suffit d’établir que

L(f) < /Q fdp. (3.2.9)

Soit K := Supp(f) et [a, b] un intervalle compact de R qui contient f(K). Pour tout € > 0,
il existe yo,y1,...,yn € Rtels que yo <a =y <+ <y, =bet maxi<i<n(yi —¥i-1) < €.
On définit, pour tout i € {1,...,n}

B; == f '(Jyi—1,ui)) N K.

Comme f est continue, les ensembles B; constituent une partition Borélienne de K. D’apres
la propriété de régularité extérieure (3.2.4), il existe un ouvert V; contenant B; tel que
w(Vi) < u(B;) + €/n. Par ailleurs, I'ouvert W; = f~'(Jy; — &,y; + €[) contenant B;, on
obtient en posant U; = V; N W, un ouvert contenant B; et satisfaisant

w(U;) < w(B;) + %, sup f <wy; +¢ pour tout i =1,...,n.

7

Comme {U;}1<i<n est un recouvrement ouvert du compact K, le Théoreme 3.2.2 montre
I’existence d’une partition de I'unité subordonnée a ce recouvrement, i.e., on peut trouver
des fonctions h; € C.(£2;[0,1]) telles que Supp(h;) C U; et > ;h; = 1 sur K. Par
conséquent, f =" hif et 0 < h;if < (y; +¢)h; dans , puis par linéarité et croissance
de L, il vient

n

L(f) =) L(hif) <Y (yi+e)L(hi) = Y (lal + i+ &) L(hi) — [a] Y L(hi).
i=1 i=1 =1 =1
Comme Y ' | h; € Cc(2;]0,1]) est telle que > 7 ; h; = 1 sur K, le Lemme 3.2.3 montre

que
n

» L(h)=1L (Z hi) > u(K).
i=1 i=1

Par ailleurs, la définition de p* sur les ouverts (et donc de pu) montre L(h;) < pu(U;) <
w(B;) + ¢/n, de sorte que

€

L(F) < Y (lal + i +2) (w(Bi) + =) = lalu(K).

; n
=1
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Comme {Bjy,...,B,} est une partition de K, on en déduit que

n

L(f) < D win(Bi) +e(lal + [b] + & + p(K))
=1

> vimiu(Bi) + e(|al + bl + & + 2u(K))
i=1

IN

IN

d b K
;/Bf pote(lal + b + € + 2u(K))

- /Qfdu+€(\a| + |b] 4 € + 2u(K)),

ce qui prouve (3.2.9), le parametre € > 0 étant arbitraire.

Etablissons enfin 'unicité. Soient u; et p2 deux mesures de Radon positives satisfaisant
la conclusion du Théoreme de représentation de Riesz. Par les propriétés de régularité
(3.2.4) et (3.2.5), il suffit d’établir que p;(K) = po(K) pour tout compact K C Q. Soit
e>0et K C Q un compact. D’apres (3.2.4), il existe un ouvert V' contenant K tel que
p2(V) < pa(K)+e. Par le Lemme d’Urysohn, on peut trouver une fonction f € C.(£2; [0, 1])
telle que f =1 sur K et Supp(f) C V d'ott xx < f < xy. Il vient alors

/~L1(K)=/Q><Kd/~b1S/QfdulZL(f)Z/QfdMS/QXVduz:M(V)<M2(K)+€-

Donc p1(K) < p2(K) et en échangeant les roles de up et g on en déduit que cette inégalité
et une égalité. O

3.3 Mesures de Radon bornées

Définition 3.3.1. L’espace des mesures de Radon bornées sur €2, noté M(2), est le dual
topologique de I'espace de Banach Cy(€2).

Grace au théoreme de représentation de Riesz (Théoreme 3.2.1), on peut caractériser
I’espace de mesures de Radon bornées.

Théoréme 3.3.2. Pour tout L € M(Q), il existe deuz mesures de Borel finies u* et p~
sur Q telles que si u désigne la mesure signée p = pu™ — u~, alors

L(f) = / fdp = / fdp® —/ fdu~  pour tout f € Co(Q).
Q Q Q
De plus, en notant |p| := p+ + u~ la mesure (positive) variation de p, on a

Ll mee) = [l ().

Commengons par établir que toute forme linéaire continue sur Cy(2) peut s’écrire comme
la différence de deux formes linéaires positives.
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Lemme 3.3.3. Pour tout L € M(R), il existe des formes linéaires continues positives L+
et L™ sur Co(Q2) telles que

L(f)=L*(f) = L™(f) pour tout f € Co(9).

Démonstration. Définissons le come Ct := {f € Co(Q) : f > 0 sur Q} et pour tout f € CT,

LT(f) :==sup{L(g): geC*, g < f}.

Etape 1 : L™ est positive et finie sur C*. Soit f € CT, comme 0 € CT, on a L*(f)
0. Soit maintenant g € C* telle que 0 < g < f. Par continuité de L, on a L(g)
1Ll ame lglloe < Ll at()ll.f[lsos €t par passage au sup en g, on obtient que 0 < L*(f)
Ll pm [ flloe < o00.

Etape 2 : L' est additive sur CT. Soient f1 et fo € CT et g € CT telles que 0 < g <
f1 + f2. On décompose g comme g = min(f1,g) + max(g — f1,0), ou min(f;,g) < fi et
max(g — f1,0) < fo. Comme min(f, g) et max(g — f1,0) € C*, alors

L(g) = L(min(f1, 9)) + L(max(g — f1,0)) < LT(f1) + Lt (f2),

puis par passage au supremum en ¢,

LY(fi+ f2) S LT(f1) + LT (f2).

ININ IV

Pour montrer 1’autre inégalité, on se donne un € > 0 . Par définition de LT, il existe g; et
g2 € CT tels que 0 < g; < fiet LT(fi) < L(g;) + & pour i = 1,2. Comme 0 < g1 + g2 <
f1+ fa, 1l s’ensuit que

LT(fi+ f2) = L(g1 + g2) = L(g1) + L(g2) = L™ (f1) + L*(f2) — 2,

et le résultat suit par passage a la limite quand ¢ — 0.

Etape 3 : Définition et additivité de LT sur Co(Q2). Soit f € Co(£2), on décompose f
comme la différence entre sa partie positive et négative f = f+ — f~ avec f* € C*t. On
pose alors LT(f) := LT(ft) — LT(f7). Si f et g € Co(R), alors (f +9)" — (f +9)” =
fr—=f"+g"—g desorte que (f +9)* +f +g = (f+g)” +f"+g". Dot par
additivité de Lt sur CT,

LN+ )+ L)+ LT g ) =L ((f +9)) + LT(fT) + LT (g7),

et done L*(f +g) = L*(f) + L™ (g).

Etape 4 : LT est continue sur Co(2). Soit f € Co(R2). Comme LT est positive, alors
L*(|fl + f) > 0, donc par additivité de LT sur C*, LT(|f|) > £LT(f), i.e., |[LT(f)] <
L*(|f]). Soient maintenant f1 et fo € Co(2), alors les étapes 3 et 1 impliquent que,

ILE(f) = L ()l = LT (A = )l < LF( = o) < Iy 11 = Folloo-

Etape 5 : L™ est une forme linéaire sur Co(€2). L’additivité de L™ montre que pour tout
n € N, L*(nf) = nL*(f). Comme (—f)* = fF, alors LT (—f) = —L*(f) et l'identité
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précédente a en fait lieu pour n € Z. Sir = p/q € Q avec p,q € Z et q # 0, alors
pLt(f) =Lt (pf) =Lt (qrf) = qLT(rf), dott LT (rf) = rL*(f). La continuité de LT et
la densité Q dans R implique que L™ (af) = aL™(f) pour tout o € R.

Etape 6 : L™ est une forme linéaire continue positive sur Co(€2). On définit L~ :=
Lt — L. Alors L~ est clairement une forme linéaire continue sur Cy(f2). De plus, par
définition de L*, LT(f) > L(f) pour tout f € C*, ce qui montre que L~ est également
positive. ]

Démonstration du Théoréeme 3.3.2. D’apres le Lemme 3.3.3, on peut décomposer L €
M(Q) comme L = LT — L™ ou LT sont des formes linéaires continues positives sur
Co(Q2). D’apres le Théoreme de Représentation de Riesz, il existe deux mesures de Radon
positives u telles que

LE(f) = / fdu™  pour tout f € Ce(9).
Q

De plus, par définition de u* sur les ouverts (voir (3.2.6)) et par définition de la norme
dans M(2), on a

pEQ) = sup  LE(f) < [ILF || pmq) < 400,
FECL(20,1))

ce qui montre que pu* sont des mesures finies. Par conséquent,

L(f):/ﬂfd,tﬁ—/gfdu_ pour tout f € C.(9).

Cette inégalité peut étre étendue a toute fonction f € Cy(f2) par densité de C.(2) dans
Co(Q2), par continuité de L et par convergence dominée.
Si f € Cp(R) est telle que || f]loo < 1, alors on

L(f)| < /Q Fldlul < [ul(9),

puis par passage au supremum par rapport a f, ||L| sy < |#/(€2). Réciproquement, par
définition de p* sur les ouverts, pour tout ¢ > 0 il existe des fonction f* € C.(;[0,1])
telles que u= () < LT (f*) + ¢, dott

ul(Q) = 1 (Q) + = () S LF(T) + L7(f7) +2e.

Par ailleurs, par définition de LT, il existe gt € Cy(Q) telle que 0 < g™ < ft et LT(f1) <
L(g™) + €. Par ailleurs, comme

L™(f7)=L"(f7) - L(f) = sup L(h) = L(f) = sup  {-L(g)},

heCo(£2),0<h<f~ 9€Co(£2),0<g<f~
il existe g~ € Cp(Q2) telle que 0 < g~ < f~ et L™ (f7) < —L(g~) + &. Par conséquent,

lul(Q) < L(g" —g7) +4e
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et comme —1< —f~ < —¢g~ <g" —g <g" < fT <1, on en déduit que
1l(Q2) < ([ Ll + 4

et la conclusion vient du fait que £ > 0 est arbitraire. ]



Chapitre 4

Espaces de Lebesgue

On rappelle qu’une tribu (ou o-algébre) sur un ensemble X est une famille A de parties
de X vérifiant :
(i) D e A;
(ii) si A€ A, alors X \ A€ A,
(iii) si (An)nen est une suite d’éléments de A, alors (J,,cn An € A.
Le couple (X, A) est appelé espace mesurable.
Une mesure (positive) est une application p : A — [0, 400] qui satisfait
(i) u(0) =0

(ii) si (An)nen est une suite d’ensembles dans A deux a deux disjoints,
+oo
2 (U An) = Z/’L(A?’L)
neN n=0
Le triplet (X,.A, u) est appelé espace mesuré.

Pour les fonctions f : (X,.4) — R on munit implicitement P'espace d’arrivée R de la
tribu Borélienne B(R). Ainsi, f est A-mesurable si f~1(B) € A pour tout B € B(R) ce
qui est encore équivalent & f~(U) € A pour tout ouvert U C R.

4.1 Premieres définitions et propriétés
Définition 4.1.1. Soit 1 < p < oo, on définit

LP(X):={f: X = R A-mesurable : | fl|zpx) <400},

ou
1/p
([ 1span S1<p<oo
1 fllzr(xy = b
esssup |f(z)| =inf{C >0: pu({|f| >C}) =0} sip=oc.
reX

Commencons par établir deux inégalités fondamentales en théorie de 'intégration.

37
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Proposition 4.1.2 (Inégalité de Hélder). Soient 1 < p < co et p' > 1 son exposant
conjugué défini par 1/p+1/p' =1 (par convention p' =1 sip =00, et p =00 sip=1).
Si f € LP(X) et g € LV (X) alors fg € LYX) et

1fgllercxy < NFllerx)llgll 2o -
(X)

Démonstration. Par concavité du logarithme sur ]0, +oo|, pour a,b > 0 et 1 < p,p’ < oo
avec 1/p+1/p' =1, on a

1 1 / 1 1
log(ab) =log(a) +log(b) = — log(a”) + — log(a”) < log (ap + 0P ) .
D p b p
Par passage a ’exponentielle, on obtient 1'inégalité de Young
1 1
ab S —aP + 7/bp
p p

qui reste vraie pour tout a > 0 et b > 0. En prenant a = [f(2)|/|fllzr(x) et b =
lg(@)|/|gll (x) et en intégrant sur X, on obtient I'inégalité voulue.

Dans 'un des cas p = 1 ou p = o0, le résultat est immédiat par définition du sup-
essentiel. O

Proposition 4.1.3 (Inégalité de Minkowski). Pour 1 < p < oo et pour tout f, g €
LP(X), on a
If +9llzecxy S N fllerxy + gl crix)-

Démonstration. On commence par le cas p = co. Par définition du sup-essentiel, |f(x)| <
£l oo x) et [g(2)] < [|gll oo (x) POUr p-presque tout x € X, d’on

[f (@) + g(o)] < | f@)] + lg(@)] < 1 Fllzoex) + 119l )

pour p-presque tout x € E, et donc [|f + gl oo (x) < [[fllzoo(x) + 9]l 2o (x)-
Sip=1,0na

rv+m0uyaéqustAﬂf+mowsumguuwmmmy

Enfin, si 1 < p < oo, 'inégalité de Holder implique que

1f+ 97y = [ [f+gPdu= [ |f+allf +9P"du
(X) 5 ¥

A

< /Ifo+9|”1du+/ gl1f + gl du
X X
(p—1)/p

A

< (Ifllercy +ll9llerx)) (/X(If+g|1?—1)p/(p—1) du)

= (Ifllesix) + lgllereo)lIF + 9l

ce qui conclut la preuve de ce résultat. ]
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L'inégalité de Minkowski montre que I'application LP(X) > f = |[[f|lzr(x) satisfait
I'inégalité triangulaire. Par ailleurs, |Af|l, = |A|||f|l, pour tout A € Ret f € LP(X) et
0]l zr(xy = 0. Malheureusement, ||f||z»(x) = 0 n'implique pas forcément que f = 0, ce
qui montre que I'application LP(X) > f + [|f]|zr(x) ne définit pas une norme sur LP(X)
(c’est en fait une semi-norme). En effet, on a le résultat suivant qui caractérise toutes les
fonctions de semi-norme nulle :

Proposition 4.1.4. Soit f : X — [0, +00[ une fonction A-mesurable telle que

/deuzo.

Alors f(z) = 0 p-presque pour tout v € X.

Démonstration. On considere les ensembles mesurables E,, := {f > 1/n}. La suite d’en-
sembles (Ey)nen est croissante et {f > 0} = (Jo2, E,. Par conséquent,

iu(En)g/EnfduS/EfdM:Ua

et donc, p(FE,) = 0 pour tout n € N. On en déduit par passage a la limite que

n—o0

N({f > 0}) =H (U En) = lim p(E,) =0,

n=1
ce qui montre bien que f =0 p-p.p. dans X. O

Etant données deux fonctions A-mesurables f et g : X — [—o0,+0o0], on dit que
f ~ g, st f(x) = g(z) p-presque pour tout x € X. On peut montrer que ~ définit
une relation d’équivalence (réflexive, symétrique et transitive) dans la classe des fonctions
A-mesurables. Les espaces L£P(X) peuvent étre rendus normés en considérant I’espace quo-
tient £P(X)/ ~ noté dorénavant LP(X). Si f € LP(E), on notera (temporairement) [f] sa
classe d’équivalence et par définition de la norme dans un espace quotient, on a

I e x) = fiél[g] [ fllzecxy = Ifllcoxy  pour tout f € [f].

Par abus de notation, nous identifierons systématiquement une fonction avec sa classe
d’équivalence.

Définition 4.1.5. Soit f € LP(X), on note

</ 1/p
|fpdu> sil<p< oo,
1fllp = fllzex) = X

esssup | f(x)] si p = oo.
reX

Les inégalités de Holder et Minkowski restent vraies dans les LP(X).
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Proposition 4.1.6 (Inégalité de Holder). Soient 1 < p < co et p' > 1 son exposant
conjugué défini par 1/p+1/p' =1 (par convention p' =1 sip =00, et p =00 sip=1).
Si f e LP(X) et g€ LV (X) alors fg € L'(X) et

gl < W[ fllpllgll-

Proposition 4.1.7 (Inégalité de Minkowski). Pour 1 <p < oo et tout f, g € LP(X),
on a

1+ glly < [1fllp + [lgllp-

Proposition 4.1.8. Pour tout 1 < p < oo, lapplication LP(X) > f — ||f|lp, définit une
norme sur LP(X). De plus, pour p = 2, Uapplication

(£,9) € LA(X) x LA(X) o (f,g) = / fgdp.
X

définit un produit scalaire sur L?(X).

Démonstration. D’apres la Proposition 4.1.4, si || f||, = 0, alors f = 0 p-p.p. dans X, et
donc f = 0 dans LP(X). Par ailleurs, ||Af||, = |A|||f|l, pour tout A € R et f € LP(X).
Enfin I'inégalité triangulaire n’est autre que l'inégalité de Minkowski.

Si p = 2, l'inégalité de Holder (Cauchy-Schwarz dans ce cas) assure que l'intégrale
Jx fgdu est bien définie pour f et g € L?(X). De plus, il s’agit clairement d’une forme
bilinéaire (par linéarité de l'intégrale) symétrique définie positive (d’apres la Proposition
4.1.4) ce qui assure que (-, -) est effectivement un produit scalaire sur L?(X). O
4.2 Complétude
Théoréme 4.2.1 (Riesz-Fischer). Pour tout 1 < p < oo, l'espace LP(X) est complet.

Démonstration. Supposons d’abord que 1 < p < c0. Soit (fy)nen une suite de Cauchy
dans LP(X). Grace a la propriété de Cauchy, on construit par récurrence une sous-suite

(fn;)j>1 de (fn)nen ayant la propriété
Iy = fosllp < 277 pour tout j > 1.
Soit uy = Z?:l |fn; 1 — fn;|, alors la suite (ug)r>1 est croissante et

k
lugll, < 277 < 1.
j=1

Par conséquent, le théoreme de la convergence monotone assure que

/]u\pd,u: lim /\uk\pd,ugl,
X k—+oc0 X
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ou l'on a posé u := limu;, = 2]21 |fn; 1 — fn;l, ce qui montre que u(x) < oo pour
u-presque tout x € X. On pose

f(l‘) — {fn1 ($) + ijl (f”j+1(x) - fnj (‘T)) si ZjZI |fnj+1(x) - fnj ($)‘ < +00,
0 si 2321 |fnj+1(x) - fnj (z)] = +o0

La fonction f ainsi définie est A-mesurable et comme la somme

fn1 (x) + Z (fnj+1 (x) - fnj (x))

Jj=1

se téléscope, on en déduit que fn; — f p-p.p. dans X. De plus, le lemme de Fatou assure
que

Jurduns [ gulans [ tmint P da< [ grde1 <o,
X X X k=0 X

ce que assure que f € LP(X). Comme [f,,| < |fn,| +u € LP(X), le théoreme de la
convergence dominée montre que f,; — f dans LP(X). Montrons que toute la suite f, — f
dans LP(X). Soit € > 0, d’apres le critere de Cauchy, il existe un rang N € N tel que pour
tout m, n > N, || fn, — fm|lp < €. Soit j assez grand de sorte que nj > N, alors il vient que

1 = fllp < [1fn = s llp + [1fn; = Fllp < €+ W fny = fllp-

En faisant tendre j — +o00 puis € — 0, on obtient la convergence souhaitée.
Pour p = o0, si (fn)nen est une suite de Cauchy dans L>°(X), alors il existe un ensemble
p-négligeable A € A tel que

pour tout z € X \ A et tout m,n € N. (4.2.1)

Doncsiz € X\ A, (fn(z))nen est une suite de Cauchy dans R complet, elle admet donc une
limite notée f(x). Par ailleurs, on pose f(z) = 0 si x € A. La fonction f ainsi définie est
A-mesurable comme limite d’une suite de fonctions mesurables. De plus, comme (fy,)nen
est de Cauchy dans L*°(X) elle est bornée. Donc il existe M > 0 tel que ||fn|lco < M
et donc par passage a la limite dans la premiere inégalité de (4.2.1), il vient |f(z)| < M
p-presque pour tout x € X soit f € L°°(X). Enfin d’apres le critere de Cauchy, pour tout
e > 0, il existe un rang N € N tel que pour tout m, n > N, ||fn — fimllco < €. Donc par
passage a la limite dans la deuxieme inégalité de (4.2.1), il vient |f,(x) — f(z)| < € pour
tout n > N et p-presque tout = € X, soit || f,, — f|lco < € pour tout n > N, ce qui montre
que f, — f dans L (X). O

Corollaire 4.2.2. Pour tout 1 < p < 00, les espaces LP(X) sont des espaces de Banach
et L?(X) est un espace de Hilbert.
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4.3 Résultats de densité

Théoreme 4.3.1. Pour tout 1 < p < oo [’ensemble des fonctions étagées est dense dans
LP(X).

Démonstration. Soit f € LP(X), en décomposant f = fi — f_, on peut supposer sans
restreindre la généralité que f > 0. Soit (f,)nen la suite de fonctions étagées définies de
la fagon suivante : pour tout n € N et k € {0,...,n2" — 1}, on définit les ensembles
A-mesurables

k k+1
E, = {xEX:zngf(x)< on }, FE,:={f >n}.
et pour tout x € X,
n2"—1
Fal@)i= Y 5oXE (@) + X, (@),
k=0

On vérifie que la suite (f,,)nen est croissante et qu’elle converge u-presque partout vers f.
Si p = oo, alors pour tout n > |[|f|le, on a |frn(x) — f(x)| < 27" presque pour tout
x € X, et donc [|fp, — flloc <277 — 0.
Sil < p < oo, comme fp(x) / f(x) pour presque tout = € E, on en déduit que
|f(z) = fu(@)|P — 0 et |f(x) — ful(x)P < 2Pf(x)P p-presque pour tout x € X, d’ou par le
théoréme de la convergence dominée ||f — fp||, = 0. O

Dans la suite, nous allons nous restreindre au cas de la mesure de Lebesgue, notée
LN, Afin de montrer un résultat de densité des fonctions continues dans les espaces de
Lebesgue, nous aurons besoin d’une propriété de régularité de la mesure de Lebesgue.

Proposition 4.3.2. Soit E C RN un ensemble Borélien, alors
LY(E) =inf{LN(U): U owvert avec E C U} =sup{LN(K): K compact avec K C E}.
Démonstration. La régularité extérieure

LN(E) =inf{LN(U) : U ouvert avec E C U}

est une conséquence immédiate de la construction de la mesure de Lebesgue.
Montrons maintenant la régularité intérieure

LYN(E) = sup{LN(K) : K compact avec K C E}.

On a toujours que LV (E) > sup{LY(K) : K compact avec K C E}. Pour établir la
deuxiéme inégalité, on applique la régularité extérieure & 1'ensemble borné B(0,n) \ E,
ott n € N. Pour tout n € N, il existe alors un ensemble ouvert V;, D B(0,n) \ E tel que
LN (V) < LN(B(0,n)\E)+e. Soit F,, := V¢ qui est un fermé satisfaisant F,, ¢ EUB(0,n)°
et

LY ((E\F,)NB(0,n)) = LN (V,\(E)NB(0,n)) = LN (V,nB(0,n))— LN (B(0,n)\E) < ¢.
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On pose K, = F,, N B(0,n) qui est un ensemble compact satisfaisant K, C E et
LY(ENBO,n) = LYN(E\F,)NB0,n)+ LN (K,) < LN(K,) +¢
< sup{LN(K): K compact avec K C E} + €.

Comme par ailleurs, LV (ENB(0,n)) — LY (E) on obtient la deuxieme inégalité en faisant
tendre n — +o0o0 puis € — 0. O

Cette propriété de régularité de la mesure de Lebesgue permet de montrer la densité
des fonctions continues dans les espaces de Lebesgue pour p < co.

Théoréme 4.3.3. Soit Q C RY un ouvert et 1 < p < co. Alors lespace Co(Q2) est dense
dans LP(9Q).

Démonstration. Soit f € LP(Q). D’apres le Théoreme 4.3.1, pour tout € > 0, il existe une
fonction étagée g telle que || f —g|[, < e. On est donc ramené a montrer que toute fonction
étagée a support compacte peut étre approchée par une fonction de C.(€2) pour la norme
LP(Q).

Soit (K, )nen une suite exhaustive de compacts telle que K, C .[O{n+1 pour tout n € N et
Q = Upen K- Le Théoreme de la convergence dominée assure que ||g—xx, g|l, — 0 quand
n — +o00. On peut donc supposer sans restreindre la généralité que g = 0 au voisinage de
o9.

Par linéarité, il suffit de considérer la fonction caractéristique d’un ensemble mesurable
A tel que A est compact et A C Q (autrement dit x4 est & support compact dans Q).
En particulier, comme A est borné, on a £V (A) < 4o00. Par conséquent la Proposition
4.3.2 assure, pour tout € > 0, lexistence d’un ouvert U et d’un compact K tels que
K CcAcCUet LN(U\K) < ¢e. Le Lemme d’Urysohn donne alors l'existence d’une fonction
h € C.(92;1]0,1]) telle que h =1 sur K et Supp(h) C U. D’ou1, comme xx < h < xy,

[ = xapds < Y@\ K) <,
Q
ce qui conclut la preuve du résultat. O

Nous allons & présent améliorer le résultat précédent en montrant que ’ensemble des
fonctions régulieres et a support compact est dense dans les espaces de Lebesgue. Si 2 est
un ouvert de RY TI’espace C2°(f2) est I'ensemble des fonctions f : Q — R admettant des
dérivées partielles a tout ordre et telles que Supp(f) est un compact inclu dans €.

Définition 4.3.4. Soit p € C3°(RY) telle que p > 0, Supp(p) C B(0,1) et [pn p(z)dz = 1.
Pour tout n € N, on pose p,(z) := n® p(nz) de sorte que [pn pn(z)dz =1 et Supp(pn) C
B(0,2). On dit que (pn)nen est une suite régularisante.

A titre d’exemple, on peut vérifier que la fonction p : RN — R définie par
1
lz)2—1 1
(@) = ¢ e si [lz]] < 1,
0 si[jz]] > 1,

L -1
oll la constante ¢ := | [, B(0.1) el=I?=1 dx , satisfait les propriétés requises ci-dessus.
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Définition 4.3.5. Si f : RY — R est une fonction localement intégrable (i.e. dans L'(K),

pour tout compact K C RY, et on note f € L%OC(RN )) on définit le produit de convolution

£ pulz) = /R (e~ ) () dy = /R = y)pal)dy  pour tout z € BV,

Remarque 4.3.6. Notons que 'intégrale est bien défnie car y — p,(x — y) s’annule en
dehors de B(z, %), elle est bornée sur cet ensemble et f est intégrable sur cet ensemble.

Lemme 4.3.7. Si f € LL (RY), alors f * p, € C*(RY). De plus
— si f € C(RN), alors f * p, € C(RY), Supp(f * p,) C Supp(f) —i—E(O,%) et
f* pn — f dans LP(RN) pour tout 1 < p < 0o
— si f € LP(RN), alors f % p, — f dans LP(RN) pour tout 1 < p < oo.

Démonstration. Montrons d’abord que f * p,, est de classe C°°. On montre par convergence
dominée que f * p, est continue sur RY. Montrons & présent qu’elle admet des dérivées
partielles d’ordre 1. Soit A € R avec |h| < 1, en notant {ey,...,ex} la base canonique de
RV, on calcule

[ @ he)) — frpn(@) [ pule+hei—y) — polz — )
: - /RN ; f () dy.

n hi —Fn —
Pour presque tout y € R, on a 2 (z+ y})l on(z y)f(y) — Oy, pn(x—vy) f(y) quand h — 0 car
pn est différentiable sur RY. Par ailleurs, le Théoréme des accroissements finis montre que

pnlothes PommE) ()| < magy [Or, pul X,z ()1 ()
car pp(x +y — he;) = pp(r —y) = 0si |y — x| > 2. Notons que 0y, py, étant également
C*(RY) elle est bornée sur RY ce qui montre que maxgy |8x¢pn|X§(x72)|f| € LYRM). Le
Théoreme de la convergence dominée montre alors que

. fHpn(x+he) — f*pp(x
lim
h—0 h

pour presque tout y € RV, on a

) _ /R (e = 9)f () dy,

ce qui montre que f * p,, admet des dérivées partielles d’ordre 1 et Oy, (f * pn) = f*(0z,pn)
pour tout 1 < ¢ < N. On montre de nouveau par convergence dominée que toutes les
dérivées partielles d’ordre 1 sont continues sur RY, ce qui établit que f * p,, est de classe
C! sur RY. Par récurrence, on montre ainsi que f * p, est de classe C* sur RV,

Si f € C.(RY), alors il existe R > 0 tel que Supp(f) C B(0, R). Comme f est continue
sur le compact B(0, R) (et donc bornée) et nulle & I'extérieur de B(0, R), f € L (RY).

loc

De plus si = ¢ Supp(f) + Supp(pn) et y € Supp(p,), alors © — y & Supp(f) et donc
f(x —y) = 0. Par conséquent,

pemi)= [ 1e-votiiy= [ f@-otay=o

ce qui montre que le support de f*p,, (qui est toujours un fermé) est inclu dans Supp(f)+
Supp(pn) = Supp(f) + B(0,1) et en particulier que f € C(RY). Comme f est uni-

‘n
formément continue, pour tout £ > 0 il existe un § > 0 tels que ||z — 2| < ¢ implique
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|f(z) — f(2')| < e. Soit ng € N assez grand de sorte que 1/n < ¢ pour tout n > ng. Donc
pour tout y € B(0,1), on a |f(z) — f(z — y)| < e. On multiplie alors cette inégalité par

pn(y) > 0, puis on integre sur RY,

[f (@) = [ palz)] =

| @) = £ = uonlw) dy
< [ @) - s plmw iy <. (4.3.1)
RN

ot Pon a utilisé le fait que [pn pn(y)dy = 1. On a donc montré que, pour tout & > 0, il
existe un ng € N (qui ne dépend que de § donc ¢) tels que pour tout n > ng et pour tout
r €R, |f(x) — f*pn(x)] < &, ce qui montre que f * p, — f uniformément sur RV et donc
dans L°(RV). Si 1 < p < oo, comme f(z) = f x py(2) = 0si |z| > R+ 1, on peut élever
I'expression (4.3.1) a la puissance p, puis par intégration,

/ (@)~ frpu(@)P? dz = / (@) — frpo(@) P dz < LN (B(0, R+1)), (4.3.2)
RN B(0,R+2)

ce qui montre également que f * p, — f dans LP(R™) pour tout 1 < p < oo.

Supposons enfin que f € LP (RN ), pour 1 < p < co. D’apres l'inégalité de Holder, pour
tout compact K C RV,

/K F@) da < [ fllp £ (K)77 < oo,

ce qui prouve que f € LL (RY), et donc que le produit de convolution f * p, est bien
défini. D’apres le Théoréme 4.3.3, pour tout £ > 0 il existe une fonction g € C.(RY) telle
que ||f — g|l, < €. Par ailleurs, d’apres (4.3.2), on a ||g — g * pu||p, < € pour n assez grand.

Par conséquent,

1f = Fxpnllp <IIf=gllp+ 19— g*pnllp +11(g = f) * pullp < 22 +[[(g — ) * pullp-
Or, d’apres l'inégalité de Holder et le fait que [pn pn(y)dy =1,

p

(g = ) * pul)” =

/RN(g(w —y) — f(x—y))pn(y) dy

/RN (9(x = y) = S (2 = 1) pa(m) 7 pu(y) 7 dy‘

< [ lote =)= fa = n)Poulo)d,

puis, en intégrant par rapport a x et en appliquant le théoréeme de Fubini-Tonelli, il vient
que

o= o< [ ([ late =)= fe =l i) o) dy = I - 11

Par conséquent, ||f — f * ppl[p < 3¢, ce qui conclut la preuve du lemme. O
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Corollaire 4.3.8. Soit Q C RY un ouvert et 1 < p < co. Alors l’espace C°(§2) est dense
dans LP(Q).

Démonstration. D’apres le Théoreme 4.3.3, pour tout f € LP(Q) et tout € > 0, il existe
un g € C.(Q) tel que ||f — g|[p < e. On étend g par zéro en dehors de € et on note g cette
extension. Alors § € C.(RY) et Supp(§) C Q. D’apres le Lemme 4.3.7, on peut choisir ng €
N suffisamment grand de sorte que pour tout n > ng, Supp(g*p,) C Supp(g)+B(0, %) cQ
et [|§ * pn — gl|p < €. Finalement, on obtient que f,, := g * py|o € C°(2) et

1f = Fallo < WF = 9gllp + lg = g pnllp < 2,

ce qui conclut la preuve du corollaire. O

4.4 Séparabilité

Nous somme a présent en mesure de discuter la séparabilité des espaces de Lebesgue.

Proposition 4.4.1. Soit Q un ouvert de RY et 1 < p < oco. Alors I'espace LP(Q) est
séparable.

Démonstration. Soit (K,)nen une suite exhaustive de compact, i.e., K, C IO(nH pour
tout n € N et Q = (J,,cy Kn. D’apres le Corollaire 2.2.5, C(K,) est séparable par rapport
a la norme uniforme sur K,. Or les ensembles K,, étant bornés, la convergence uniforme
sur K, implique la convergence dans LP(K,) pour tout 1 < p < oo car

/ |f —g|Pdx < EN(Kn) Sll(lp |f —g|P pour tout f,g € C(K,).

n

Par conséquent, 'espace C(K,) est séparable pour la convergence dans LP(K,,). Pour tout
n € N, il existe donc un ensemble D,, dénombrable dense dans C(K,,) pour la convergence
dans LP(K,,).

Posons D := J,, Dy, qui est par conséquent dénombrable. Si I'on énumere les éléments
de D en une suite (f;)ien, chacune des fonctions f; est une fonction continue sur un sous-
ensemble compact de . On étend alors f; par zéro sur €2, et on note f; cette extension
qui n’est a priori plus continue mais toutefois dans LP(£2). L'ensemble D := {f;}icn est
alors un sous-ensemble dénombrable de LP(2). Montrons qu’il est dense dans LP(€2). Pour
ce faire, soit f € LP(Q) et € > 0. D’apres le Théoreme 4.3.3, il existe g € C.(Q2) tel que
Ilf = gller(@) < €. Ensuite il existe un n € N tel que Supp(g) C Kp. Donc il existe un
h € Dy tel que ||g — Al 1p(k,) < €. Soit h Pextension par zéro de h sur Q. Alors h € D et
comme g = 0 sur \ K,, il vient

/|ﬁ—g|pdx:/ |h — g|P do < &P,
Q Ky

Finalement, on a que || f — EHLP(Q) < |f = gllzr) +1lg — iL”Lp(Q) < 2e, ce qui montre la
densité de D dans LP(Q). O
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Proposition 4.4.2. Soit Q un ouvert de R . L’espace L™ () n'est pas séparable.

Démonstration. Soit X := {Xp,) : B(z,7) C 2} qui est une famille non dénombrable
de L>®(Q). Si x, X' € X sont telles que x # X/, alors ||[x — X|lcc = 1. Supposons qu’il
existe un sous-ensemble D = {f,},en de L>(2) dénombrable et dense. Soit ® : X — N
lapplication qui & chaque x € X associe le plus petit entier n € N tel que ||x — fnllco < 1/3.
Cette application est bien définie par densité de D dans L°°(2). Supposons maintenant
que ®(x1) = ®(x2) = n, alors || x1 — fulloo < 1/3 et [[x2 — fulloo < 1/3, ce qui implique par
I'inégalité triangulaire que ||x1 — X2/l < 2/3 < 1. Comme Y1 et y2 € X sont des fonctions
caractéristiques, alors nécessairement y; = y2 dans L>°(£2) ce qui montre l'injectivité de
®. L’ensemble X étant non dénombrable, on aboutit & une contradition. O

4.5 Critere de compacité
Pour finir, nous établissons un critére compacité dans les espaces de Lebesgue.

Théoréme 4.5.1 (Riesz-Fréchet-Kolmogorov). Soit (fn)nen une suite de fonctions
dans LP(RY), avec 1 < p < oo, telle que

(i) sup || full oy < +o00;
neN
(i) sup sup/ |fr(x +y) — fu(z)]P dez — 0 quand § — 0.
RN

lyl|<é neN

Alors, pour tout compact K C RN la suite (fn\K)neN admet une sous-suite convergente
dans LP(K).

Démonstration. Soit (pk)ken une suite régularisante comme dans la Définition 4.3.4. Pour
tout k € N, on considere la suite (fy * p|, Jnen de fonctions dans C(K). Nous allons
montrer que pour tout k € N, la suite (f, * Pk|K)n€N admet une sous-suite convergente
dans C(K). Pour faire, nous allons appliquer le théoreme d’Ascoli-Arzela. Tout d’abord
d’apres l'inégalité de Holder, pour tout x € K, on a

[Fux pr(@)] < /}R Atz = 9)lox(®) dy < W all oyl owl ey < Cie

ou, d’apres 'hypothese (i), la constante C, > 0 est indépendante de n et de x. Par ailleurs,
sizet 2z € K,

furonla) = furppl)| < [ 1o =9) = Sule! = wln(o) dy
= [ M=+ 2) = faelnla’ ) dz

1/p
< ||pkuLp/(RN)< sup  sup /RN!fn(Zer)—fn(Z)lde)

lyll<[le—a’|| n€N

= wi(flz —2'])),
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ou, d’aprés I'hypothese (ii), wi(t) — 0 quand t — 07, ce qui montre 'uniforme équi-
continuité de la suite (f, * Pk| 1 Jnen- Le Théoreme d’Ascoli-Arzela combiné avec un prin-
cipe d’extraction diagonal assure I'existence d'une sous-suite (f, () * Ple)neN qui converge

dans C(K) pour tout k& € N. Comme K est borné on en déduit que (fq(n) * Ple)neN

converge dans LP(K).

Nous allons & présent montrer que la sous-suite (f,(,))nen est de Cauchy dans LP(K)
ce qui montrera qu’elle converge dans cet espace par le Théoreme de Riesz-Fisher. Pour
ce faire, on écrit grace a l'inégalité triangulaire que

||f0(n) - fa(m)HLP(K) < ||fo(n) - fa(n) * pkHLP(K)
+ o) * Pk = foim) * Pl Loy + 1 fom) = fotm) * Prllrx)-  (4.5.1)

Comme Supp(px) C B(0, ) et [ pr(y) dy = 1,
o) = Lo 21N < [ Uotf@) = frtur(o = lon0) dy
B(0,1)

En élevant I'inégalité précédente a la puissance p, en intégrant par rapport a x € K et en
appliquant 'inégalité de Holder et le Théoreme de Fubini-Tonelli, il vient

/|fa’n fo'n)*pk( )’pdw < /B(Ol) </ |f0'(n)(x)_fa(n)(x_y)‘pdx)pk(y)dy

< sup sup/ |fn(z) = fulz —y)|P du.

lyll<1/kneN

D’apres I'hypothese (ii), on en déduit alors que

li )P dz = 0.
GAmsup / | fo(n) (@) n) * pr(2)[P d

Par conséquent, si € > 0, on peut donc trouver un ky € N tel que

sup/ ot () — Fotoy * ko ()] dz <

neN

C.O\(“)

La suite (fy(n) * pk0|K)n6N étant convergente dans LP(K), elle y est de Cauchy et on peut
trouver un Ny € N tel que pour tout m, n > Ny,

OJ\(T)

[ fo(n) * Pro — Fo(m) * ProllLr (i) <

Donc si m, n > Ny, (4.5.1) donne || fo(n) — fom)llLr(x) < €, ce qui montre que (f,(n))nen
est Cauchy dans LP(K), et donc qu’elle converge dans cet espace. ]



Chapitre 5

Dualité dans les espaces de
Lebesgue

5.1 Le cas Hilbertien de L2

5.1.1 Quelques rappels sur les espaces de Hilbert

On rappelle qu’un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d un produit scalaire
(,-) : Hx H — [0,400] qui est une
(i) forme bilinéaire : u — (u,v) est linéaire pour tout v € H et v — (u,v) est linéaire
pour tout v € H ;
(ii) symétrique : (u,v) = (v,u) pour tout u, v € H ;
(iii) définie positive : (u,u) > 0 pour tout u € H \ {0};
et qui est complet pour la norme Hilbertienne ||u|| g := /(u,u) associée au produit sca-
laire.

Les résultats suivants sont spécifiques aux espaces de Hilbert et y jouent un roéle fonda-
mental.

Théoréme 5.1.1 (Projection orthogonale). Soit (H, (-,-)) un espace de Hilbert et C
un sous-ensemble de H convexe, fermé et non vide. Pour tout u € H, il existe un unique
élément Po(u) € C, appelé la projection orthogonale de u sur C, tel que

e — min ||u — v||g.
lu = Po(u)lla = minflu — vl
De plus, Po(u) est caractérisé par
Po(u) € C;  (u— Po(u),v — Po(u)) <0 pour tout v € C. (5.1.1)
Démonstration. On considere le probleme de minimisation
= inf |lu—v]|? 5.1.2
a:= inf Jlu—olly (5.1.2)

49
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Comme C # 0, on a « € [0, +00[. On considere alors une suite (vy,),>1 d’éléments de H
telle que pour tout n > 1,

1
v €C, a<|lv,—ull} <a+—. (5.1.3)
n

Par convexité de C, (v, + v;,)/2 € C pour tout m, n > 1, et donc l'inégalité du pa-
rallélogramme montre que

2

Um, + Un, . Unm — U  Up—U
="z Y, T 2 2 ||,
— e U — U vy — u|?
= 2 +2 — —
2 I 2 I 2 2 "
< 1<a+1>+1<a+1>—1\|vm—vn\\%{.
- 2 m 2 n 4
Par conséquent,
o — vl < 2+ 2
nm

ce qui montre que la suite (vy)p>1 est de Cauchy dans H. Il existe donc un élément v € H
tel que v, — v. L’ensemble C étant fermé, on en déduit que v € C et par passage a la
limite dans (5.1.3) que @ = |[v — u||%. Ceci montre I'existence d'une solution au probléme
de minimisation (5.1.2). Quant & l'unicité, si v; € C et v € C sont deux solutions, alors
par convexité de C, on a (v1 4 v2) € C, d’olt

a <

2
V1 + U2 1 1 1 1
| = gl =l o~k Gl = el = a = Gl - el

ce qui montre que ||v; — va||g = 0 et donc que vy = va.

Montrons & présent que I'unique solution de (5.1.2) est caractérisée par (5.1.1). Si Po(u)
est I'unique solution de (5.1.2), alors Po(u) € C et, par convexité de C, Po(u) + t(v —
Pc(u)) € C pour tout t € ]0,1] et tout v € C. Donc

a < |lu— Po(u) = t(v = Po(u))|lf = @ = 2t{u — Po(u),v — Pe(u)) + *|lv — Pe(u) |4

En divisant par ¢ puis en passant & la limite quand ¢ — 0, il vient (u— Po(u),v—Po(u)) <0
comme attendu. Réciproquement, supposons (5.1.1), alors pour tout v € C|

lv —ul? = llv = Po(u) + Pe(u) —ull}
= llv — Po(u)|7 + 2{v — Po(u), Po(u) — u) + [[Po(u) — ullf > | Pe(u) — ullf,

ce qui montre, avec Po(u) € C, que Po(u) est la solution au probléme de minimisation
(5.1.2). O

Dans le cas particulier ot C' est un sous espace vectoriel fermé de H, le théoreme de la
projection orthogonale permet de décomposer 'espace H en la somme directe de C' et de
son orthogonal.
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Proposition 5.1.2. Soit F' un sous espace vectoriel fermé de H et u € H. Alors la
projection orthogonale Pp(u) de u sur F est caractérisée par

Pr(u) € F, (u— Pp(u),v) =0 pour tout v € F.

De plus, en notant F+ = {v € H : (v,u) = 0 pour tout u € F} l’orthogonal de F, on a la
décomposition

H=FoF*-
Démonstration. Comme F est un sous espace vectoriel de H, il est non vide (car il contient
lorigine) et convexe. La projection orthogonale Pr(u) de u sur F' est donc bien définie et
est caractérisée par

Pp(u) € F, (u— Pp(u),w — Pr(u)) <0 pour tout w € F.
Si v € F est arbitraire, alors w = Pp(u) £ v € F car F est un sous espace vectoriel, et
donc £(u — Pr(u),v) <0, autrement dit (v — Pp(u),v) = 0. L’implication réciproque est
immédiate.
Tout élément v € H peut donc s’écrire u = Pr(u) + (u — Pp(u)), ou Prp(u) € F et
u — Pp(u) € F+ d’aprés la caractérisation de la projection orthogonale sur F établie
précédemment. Par ailleurs, comme F+ N F = {0}, alors on a bien que H = F® F+. O

Un corollaire du résultat précédent est l'identification du dual d’un espace de Hilbert
H avec H lui méme.

Théoréme 5.1.3 (Riesz). Soit (H,(-,-)) un espace de Hilbert et L € H'. Il existe un
unique élément f € H tel que

L(u) = (f,u) pour tout u € H.
De plus, || L] ar = || f]l -

Démonstration. Si L = 0, on prend f = 0. Sinon, on pose M = Ker(L) qui est un sous
espace vectoriel fermé de H. Comme d’aprés la Proposition 5.1.2, H = M @ M*, on en

déduit que M+ # {0} et il existe donc un élement e € M+ avec e # 0. Alors L(e) # 0 (car

sinon e € M et donc e = 0). On en déduit que u — %e € M donc (u,e) = ﬁ((z)) lle]|%;, soit

L(u) = <$e,u> pour tout u € H, d’ou l'existence. Quant a 'unicité, si f1 et fo € H
H

sont deux représentants de L, alors (f1 — f2,u) = 0 pour tout u € H, en particulier le

choix de u = f; — f donne ||fi — f2||% = 0 soit f; = fo. Enfin en prenant u = f/| f| #,

on obtient ||L|| g > || f|lz, Vautre inégalité vient de I'inégalité de Cauchy-Schwarz. O

5.1.2 Application & L?

En tant qu’espace de Hilbert, le Théoréme de Riesz (Théoréme 5.1.3) permet d’identifier
le dual de L? avec lui méme.

Théoréme 5.1.4. Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Pour tout L € [L*(X)], il existe un
unique f € L*(X) tel que pour tout g € L*(X),

L(g) = /X fodu Loy = I1f]:
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5.2 Lecas [, 1 <p< o

Le cas général est plus difficile. Il repose sur le théoreme de Radon-Nikodym lui méme
conséquence du Théoreme 5.1.4. Nous donnons ici une version loin d’étre optimale, mais
toutefois suffisante pour la suite.

Théoréme 5.2.1 (Radon-Nikodym). Soient (X,.A) un espace mesurable et X et v deux
mesures finies sur (X, A) telles que A est absolument continue par rapport a v : si A € A
est tel que v(A) = 0, alors \(A) = 0. Alors, il eviste une unique fonction f € L'(X,v)
avec f > 0 v-p.p. telle que

:/fdu pour tout A € A.
A

Démonstration. Etape 1 : On suppose ici que A < v. Soit u : X — R une fonction A-
mesurable, d’apres le Théoreme 4.3.1 de densité des fonctions étagées, il existe une suite
croissante (uy)nen de fonctions positives étagées telles que u, — u simplement dans X.
Comme u,, est étagée, c’est une combinaison linéaire de fonctions caractéristiques, donc

/und/\g/undu,
X X

puis, par convergence monotone, on obtient que

/ud)\g/udy.
X X

En prenant u = |f|? avec f € L?(X,v), on obtient que

Jrkaxs [ ipan

Ensuite, A étant une mesure finie, I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(X,\) montre

que )
1/2
[ 1niav< vam) (/mwﬁ ,

de sorte que L?(X,v) C L'(X,\). Ceci montre alors que I'application ® : L?(X,v) — R

donnée par
®(g) = / gdh,
X

est bien définie et que c’est une forme linéaire continue sur L?(X,v). Le Théoréme 5.1.4
nous donne alors I'existence et 'unicité d’une fonction f € L?(X,v) telle que

:/ngduz/xgd)\.

Comme la mesure v est finie, pour tout A € A, on a que xa € L*(R,v) et donc

Mm:Afw
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ce qui est 'inégalité demandée. Montrons de plus que f(z) € [0, 1] pour v-presque tout
x € R. Pour tout n > 1, on a

0SAUF -1 = [ i< —u({f < -Unp <o,

{f<=1/n}

ce qui montre que v({f < —1/n}) = A{f < —1/n}) = 0. Comme {f < 0} =, {f <
—1/n} et que I'union est croissante, il vient que v({f < 0}) = 0. De méme

v({f21+1/n}) 2 A{f 21+ 1/n}) = /{f>1+1/ }

ce qui montre que v({f > 14 1/n}) =0. Comme {f > 1} = J,{f > 1+ 1/n}) et que
I'union est croissante, il vient que v({f > 1}) = 0.

fdv> (1 + 711) v({f >1+1/n}),

Etape 2 : On suppose maintenant que A est absolument continue par rapport a v. Il
s’ensuit que les mesures A et v + A sont finies et A < A + v, de sorte qu’on peut appliquer
la conclusion de I’étape 1. Il existe donc une fonction A-mesurable f € L'(X, v + \) telle
que f(z) € [0,1] pour (v + A)-presque tout x € R et

)\(A):/Afdz/+/Afd)\,

/Afdy = /A(1 — f)d. (5.2.1)

Comme v < v+ Xet A < v+ A alors f prend ses valeurs dans [0, 1] v-p.p. et A-p.p. Par
approximation (voir la Proposition 4.3.1) et convergence monotone, on obtient également
que

pour tout A € A, soit

/ngdV:/X(l—f)gd)\ (5.2.2)

pour toute fonction A-mesurable g : X — RT. En notant Z = {f = 1}, on a d’aprés
(5.2.1) que v(Z) = 0 et donc que A\(Z) = 0. Définissons alors f = %XZC qui est A-

mesurable et positive, il vient donc en prenant g = XIA_\fZ dans (5.2.2)

AA) = A4\ 2) = [ (- pte

Le fait que f € L'(R,v) vient du fait que A est une mesure finie. O

d)\:/fdu pour tout A € A.
A

Nous aurons également besoin de décomposer n’importe quelle forme linéaire continue
sur LP comme la dfférence entre deux formes linéaires continues positives.

Lemme 5.2.2. Soient (X, A, p) un espace mesuré et 1 < p < oco. Pour tout L € [LP(X)],
il existe des formes linéaires continue positives Lt et L™ sur LP(X) telles que

L(f)=L"(f) = L™ (f) pour tout f € LP(X).
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Démonstration. Définissons le cone CT := {f € LP(X): f >0 pu-p.p. sur X} et pour tout
fect,
L*(f) :=sup{L(g): g€ CT, g < f}.

Etape 1 : LT est positive et finie sur C*. Soit f € C*. Comme 0 € C*, LT(f) > 0. Soit
maintenant g € C* telle que 0 < g < f. Par continuité de L, on a L(g) < ||L|[iLrx ) l9llp <
ILllize (x| f I, et par passage au sup en g, on obtient que 0 < L*(f) < |||l io oy | fllp
0.

VAN

fi + f2. On décompose g comme g = min(f1,g) + max(g — f1,0), ou min(f;,g) < fi et
max(g — f1,0) < fo. Comme min(fi,g) et max(g — f1,0) € CT, alors

L(g) = L(min(f1, 9)) + L(max(g — f1,0)) < L*(f1) + L™ (f2),

Etape 2 : LT est additive sur CT. Soient f et fo € CT et g € CT telles que 0 < g <

puis par passage au sup en g,
LY (fi+ f2) SLT(f1) + L7 (f2).

Pour montrer ’autre inégalité on se donne un € > 0 . Par définition de LT, il existe g et
g2 € CT tels que 0 < g; < fi et LT(f;) < L(g;) +¢& pour i = 1,2. Comme 0 < g; + g2 <
f1 + fo, il s’ensuit que

LT (fi+ f2) = L(g1 + g2) = L(g1) + L(g2) > L™ (f1) + L*(f2) — 2e,

et le résulltat suit par passage a la limite quand € — 0.

Etape 3 : Définition et additivité de Lt sur LP(X). Soit f € LP(X). On décompose f
comme la différence entre sa partie positive et négative f = f+ — f— avec f* € C*t. On
pose alors Lt (f) := LT (fT) — L*(f7). Si fet g € LP(X), alors (f +g9)" — (f+9) =
ffT—f4+9g"—g desorteque (f+9)"+f +g =(f+9) +f"+g". Dou, par
additivité de LT sur CT,

LY(f4+9))+ L)+ LT (g ) =L ((f+9) )+ LTSN+ LT (g,

et donc L (f +g) = L(f) + L*(g).
Etape 4 : Lt est continue sur LP(X). Soit f € LP(X). Comme L est positive, alors

LT(|f| £ f) > 0, donc par additivité de L™ sur C*, L*(|f]) > £LT(f), i.e., [LT(f)] <
L*(|f]). Soient maintenant f; et fo € LP(X), alors les étapes 3 et 1 impliquent que,

IL7(f1) = LH ()l = ILT (= )l < (1 = f2D) S I Lloxyp 2 = Lol

Etape 5 : L™ est une forme linéaire sur LP(X). L additivité de L™ montre que pour tout
n € N, L*(nf) = nLT(f). Comme (—f)* = fF, alors LT (—f) = —L*(f) et I'identité
précédente a en fait lieu pour n € Z. Si r = p/q € Q avec p,q € Z et q # 0, alors
Lt(qrf) =qL*(rf) = LT (pf) = pL*(f), dou L*(rf) = rLT(f). La continuité de LT et
la densité Q dans R impliquent que LT (af) = aL™(f) pour tout a € R.
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Etape 6 : L™ est une forme linéaire continue positive sur LP(X). On définit L™ :=
Lt — L. Alors L™ est clairement une forme linéaire continue sur LP(X). De plus, par
définition de L*, LT (f) > L(f) pour tout f € C*, ce qui montre que L™ est également
positive. ]

Venons en maintenant a la caractérisation du dual de LP.

Théoréme 5.2.3. Soit (X, A, u) un espace mesuré o-fini, i.e., il existe une suite crois-
sante (Ep)nen d’éléments de A tels que

w(Ey) < 400 pour tout n € N, X = U E,.
neN

Soit1 < p < oo etp Uexposant conjugué donné par 1/p+1/p' = 1. Pour tout L € [LP(X)],

il existe une unique fonction f € LP (X) telle que

L(g) = / fgdu  pour tout g € LP(X)
X
et
ILllize oy = 11w (x)-
Par conséquent, le dual de LP(X) est isométriquement isomorphe ¢ LP (X).

Avant de procéder a la preuve du Théoréme 5.2.3, remarquons que celui-ci s’applique
a la mesure de Lebesgue qui est o-finie puisque RY = J,,~; B(0,n) et, £ étant finie sur
les compacts, LY (B(0,n)) < +oco pour tout n > 1.

Démonstration. Posons Fy = Ey et pour tout n > 1, F,, = E, \ E,_1 de sorte que
p(Fy) < 400 pour tout n € N, X = J, oy Fn et les F}, sont deux a deux disjoints.

Etape 1 : Supposons tout d’abord que L et une forme linéaire continue positive. Soit
n € N, pour tout A € A, on pose

vn(A) = W(ANFy),  An(A) == L(xanr,)-

Alors v, est une mesure finie sur (X, .4). Quant a A, on a clairement que A, (0)) = L(0) = 0.
Par ailleurs, si (A;) en est une suite d’ensembles dans A deux a deux disjoints, alors

k
XUjen 45 = kginoo XUty A = kEToo z% Xx4; dans X
]:
et
k
0 < XUjen 45nFn — ZXAijn = XUjop AjNFn < XF, € LP(X).

J=0
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Le Théoreme de la convergence dominée montre alors que ) ?:0 XAjNF0 = XU, on A30F,
J
dans LP(X). Donc, par continuité et linéarité de L,

An U Aj =L <XUjEN Aijn)
jEN

k

k
= Jim L{> xaok | = lim Y L(xanm) = An(4)),
j=0 §=0 jeN

ce qui montre que A, est également une mesure sur (X, .A). De plus comme
An(A) = L(xanr,) < | Ll ooy (A 0 E)YP = || L[ (10 0y vn (A) P

pour tout A € A, on constate d’une part que A, est absolument continue par rapport a
Vn, et d’autre part que A, est une mesure finie. Le Théoréme de Radon-Nikodym montre
alors I'existence d’une fonction f,, € L'(X,v,) telle que f, > 0 v,-p.p. et

An(A) = /Afn dvy, :/A . fndp  pour tout A € A.
NEn

Par linéarité de L, on en déduit que si g est une fonction étagée positive,

L(gxr,) = /F fngdp,

puis par approximation (voir la Proposition 4.3.1) et convergence monotone, 1’égalité
précédente s’'étend a toute fonction positive g € LP(X). En posant f = j{i% fnXF,, une
nouvelle application du Théoreme de la convergence dominée montre que Z]:L:o gXF, — 9
dans LP(X), et donc par linéarité et continuité de L et convergence monotone,

+00 +o00
L) -1 (zgm> 5[ o= [ o
n=0 n=0 n

Montrons enfin que g € L¥ (X). Sip=1, alors pour tout A € A et tout k € N,
| Fdu< Ll coprtan B,
ANEy
En choisissant A = {f > [|L||(z1(x)) +€} ot e > 0, on obtient que (AN E}) = 0 pour tout

k € N, soit u(A) = 0 en faisant tendre & — +oo. Ceci montre que || f[loc < |[L|{z1(x)y +€
pour tout & > 0, soit f € L®(X) et ||fllooc < ||L][[z1(x)y- Sien revanche 1 < p < oo, on

pose gnk = [P X{r<nyn,- Vérifions que g, € LP(X) :

/ gnal? dp = / 10 gy = / 1P dp < 0 () < +oc.
X {f<n}nEy {f<ninEy
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Par ailleurs,

1/p
/ |FIP" dpe = L(gn) < | Ll ooy |9nkllp = 1Ll ey (/ Fiid du) ,
{f<n}NE}

{f<n}nEy
1/p’
(/ | fIP du) < Lllrxyy -
{f<n}NE

Par passage a la limite quand n — +oo puis k — 400 et par application du Théoreme de
la convergence monotone, il vient

ce qui implique que

11l < Il pe oy

ce qui montre bien que f € L¥' (X).
On a donc montré Pexistence d’'une fonction positive f € LV’ (X) telle que

L(g) = / fgdu  pour toute fonction g € LP(X), g > 0.
X

Si g € LP(X) est de signe quelconque, 1’égalité précédente reste vraie en décomposant g
comme la différence entre sa partie positive et négative, et en utilisant la linéarité de L.

Etape 2 : D’apres le Lemme 5.2.2, on peut écrire que L = Lt — L™ ot L* sont des
formes linéaires continues et positives sur LP(X). En appliquant I’étape 1, on obtient des
fonctions f* € LP' (X) telles que

L*(g) :/ ffgdu  pour tout g € LP(X).
X
On pose f:= fT — f~ ¢ Lp/(X) de sorte que
L(g)=L"(9) - L™ (9) = /}(f*gdu—/ngdu = /ngdﬂ pour tout g € LP(X).

Par I'inégalité de Holder, on a que

Il ey < 11l

Pour montrer I'inégalité opposée, on procede de méme que dans ’étape 1. Si p = 1, alors
pour tout A € A, on choisit g := f{qXAm{f;éo}mEn € L'(X) de sorte que

/ |fldp = / fgdp = L(g) < |Lllirxyllgll < (Ll oy p(A N Er).
ANE, X

En choisissant A = {[f| > || L|[;z1(x)y + €} olt € > 0, on obtient que u(A N E,) = 0 pour
tout n € N, puis que p(A) = 0. Ceci montre que || f[joc < || L{z1(x) + € pour tout € > 0,
soit f € L>®(X) et

[ flloo < LN zr )y
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Sil<p<oo,onprend g = f|f|p/_2X{f¢0}. Notons que g € LP(X) car

[ arn= [ 107 dp = [ 177 d < o
X X X
Par ailleurs,
/ / 1/p
J 10V du= L) < Wellaspoplol = 12liuscoy ( [ du)

ce qui implique que
[ fllpr < 1Ll zr )y

Quant & 'unicité, si f1 et fo € Lpl(X ) satisfont
L(g) =/ frgdp =/ f2gdp pour tout g € LP(X),
b's b's

alors on a

/X(fl—f2)gd,u—0 pour tout g € LP(X).

Le choix g = |£:§§\X{f1#f2}ﬂEn € LY(X) pour p = 1 montre que

/ |fi — foldu =0 pour tout n € N,
En

puis par passage a la limite quand n — +o00 par convergence monotone, || f1 — fa||1 = 0, soit

fi = fo p-presque partout. Si1 < p < oo, alors on pose g = (f1— fo)|(f1— f2|P” “2X(f1 45} €
LP(X) et on obtient ||f; — fal, =0 d’ou f1 = f2 p-presque partout. O

Remarque 5.2.4. Le Théoréme 5.2.3 ne couvre pas le cas p = co. En particulier, L!(X)
est un sous-espace strict du dual de L*°(X). On peut montrer (et ¢a n’est pas forcément
tres difficile!) que si (X, A, u) est un espace mesuré, n’importe quel élément L € [L>(X)]’
dans le dual de L*>°(X) s’identifie avec un unique élément de I’espace ba(X, A, 1) qui sont
les applications bornées et additives d’ensembles A : A — R satisfaisant

— A0)=0;

— MAUB) = A(A4) + \(B) pour tout A, Be Aavec ANB=1;

— la quantité

IA|(X) :=sup {Z IA(A3)] : {Aiti<i<m C A partition finie de X}
i=1

est finie;
— MA)=0siAec Aet u(A) =0;
via la dualité !

L(f) :/de/\ pour tout f € L*(X).

1. Sous réserve que l'intégrale par rapport a une telle “mesure finiment additive” soit correctement
définie



Chapitre 6

Convergence faible*

Nous introduisons ici un autre mode de convergence, appelée convergence faible* dans le
dual E’ d’un espace de Banach (E, ||-||g). Ce mode de convergence s’appliquera notamment
aux espaces de Lebesgue LP(X) pour 1 < p < oo qui sont le dual de L4(X) (avec q =
p/(p—1)sip < ooetg=1sip=00)ouencore de 'espace des mesures de Radon bornées
M(Q) qui est le dual de Cp(2).

6.1 Définitions et premieres propriétés

Définition 6.1.1. Une suite (f,)nen d’éléments de E’ converge faible* vers f dans F’, et

on note f, — f, si
(fn,x) = (f,x) pour tout x € E.

La limite faible* est toujours unique car si f et g sont deux limites faible® de (f,,)nen,
alors (f — g,z) = 0 pour tout = € E, puis par passage au sup en z, il vient d’apres la
définition de la norme dans E’ que ||f — g|[gr = 0, soit f = g.

Exemple 6.1.2. 1. Si (H,(-,-)), d’aprés le Théoréme de Riesz (Théoreme 5.1.3), la
convergence faible* z,, = z dans H signifie que

(Xn,y) = (x,y) pour tout y € H.

2. Si (X, A, p) est un espace mesuré o-fini et 1 < p < oo, d’apres le Théoreme 5.2.3, la
convergence faible* f, = f dans LP(X) s’écrit

/ fngdp — / fgdu, pour tout g € LI(X)
X X

ong=p/(p—1)sip<ooetqg=1sip=cc.

3. Si Q est un ouvert de RV, la converge faible* vers \,, — A dans M(Q) signifie que

/fd)\n—>/fd)\ pour tout f € Co(2).
Q Q

99
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Le résultat suivant montre que la convergence faible* fournit effectivement une notion
plus faible de convergence que celle pour la topologie de la norme.

Proposition 6.1.3. Si (f,)nen est une suite de E' qui converge (fortement) vers f, i.e.,
| fn — fller = 0, alors f,, = f faible* dans E'.

Démonstration. Si x € E, par définition de la norme dans E’,

[(frsx) = {f,2)| = [(fu = fr2)| < | fn = fllerllzll2 — O,

ce qui établit le résultat. ]

Comme le montre le résultat suivant, la réciproque est en général fausse.

Définition 6.1.4. Soit H un espace de Hilbert. On dit que la famille {e,},cn est une
base Hilbertienne de H si elle est
i) orthornormée : pour tout i # j, (e, e;) = 05 ;
ii) totale : Vect({en }nen) est dense dans H, i.e., tout élément de H est la limite d’une
suite de combinaisons linéaires d’éléments de Vect({ey, }nen)-

Notons que le principe d’orthogonalisation de Gram-Schmidt montre que tout espace
de Hilbert séparable admet une base Hilbertienne.

Proposition 6.1.5. Soit (H,(-,-)) un espace de Hilbert séparable et (en)neny une base
Hilbertienne de H. Alors |ley|| g = 1 pour tout n € N et z,, = 0 faible* dans H.

Démonstration. Le fait que |le,||z = 1 pour tout n € N résulte du fait que la base est
orthonormée.

Notons Fj, := Vect(eg,...,e,) qui est un sous espace fermé (car de dimension fini) de
E. Par conséquent, la projection orthogonale P, (z) d’un élément = € H sur F,, est bien

définie. Par ailleurs, on a
n

P,(z) = Z(x, €i)e;.

=0

En effet, P,(z) € F, et pour tout 0 < j <mn, on a
n
(x — Pn(x)7ej> = <x7€j> + Z<x7ei><ei76j> =0
i=0

car (ej,ej) = d;5. Ceci montre que (x — P,(z),y) = 0 pour tout y € F, et d’apres la
Proposition 5.1.2, que P,(z) = Y ((z,€;)e;. Par ailleurs, le fait que la base {eg,...,e,}
est orthonormée montre que

IPa@)? =Dz, en)l.
1=0
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Une nouvelle application de la Proposition 5.1.2 montre que x = P, (z) + x — P,(z) avec
P,(x) € F,, et © — P,(x) € F;- et, d’aprés Pythagore, on a que

2] = | Pa@)[* + |z = Pa(@)|* = Y [z, e[
1=0

Par passage a la limite quand n — 400, on obtient 'inégalité de Bessel

+oo
212 =) [, en) .
n=0

La série précédente étant convergente, son terme général tend vers zéro, soit (x,e,) — 0,
. . * .
ce qui montre bien que e, — 0 faible* dans H. ]

Le résultat précédent nous fournit un cas de suite faiblement convergente qui ne converge
pas fortement. Toutefois, en dimension finie, les deux notions de convergence coincident.

Proposition 6.1.6. Soient E un espace de dimension finie et (fn)nen une suite de E'.
Si fn = f faible* dans E', alors f, — f fortement dans E'.

Démonstration. Soit d = dim(E) = dim(E’), B = (ey,...,eq) une base de E et (e],. .., €})
la base de E’ duale de B (i.e. (e}, e;) = d;; pour tout 1 <4, j < d). Toutes les normes étant
équivalentes en dimension finie, on considere la norme suivante sur E’ :

d

d
A2 =312 o f=Y fie.
=1

=1

Comme f,, — f faible* dans F’, on a en particulier que (f,); = (fn, ) — (f.e:) = f;
pour tout ¢ =1,...,d, et donc

d
1o = FIP =D 1(fn)i = fil* =0
i=1
car la somme est finie. OJ

6.2 Propriétés de compacité

Nous nous intéressons a présent aux propriétés de bornitude et compacité. Rappelons
un résultat classique des espaces métriques complets.

Théoréme 6.2.1 (Baire). Soit (X,d) un espace métrique complet.
(i) Pour toute suite d’ouverts (Uy,)nen denses dans X, (), oy Un est dense dans X ;
(ii) Pour toute suite de fermés (Fy)nen d’intérieurs vide dans X, |J,cnFn est
d’intérieur vide dans X .
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Démonstration. 1’énoncé (ii) suit de (i) par passage au complémentaire. On montre donc
(i). Notons G :=(,,cn Un, il s’agit de montrer que G = X, i.e., pour tout zg € X et tout
ro > 0,

l?(axh To) NG # 0. (6.2.1)

Puisque Up est un ouvert dense, il existe un x; € B(zg,r9) N Uy et, ce dernier ensemble
étant ouvert, il existe un 0 < 11 < r9/2 tel que B(x1,71) C B(xg,70) NUp. Par récurrence,
on construit deux suites (x,)nen dans X et (ry,)nen dans |0, +oo[ ayant les propriétés

_ T

B(zpi1,mmt1) C B(@p,rn) NUp, 0<rpyr < ?n,
En particulier, si n > m, alors x, € B(xy,, ) et donc d(x,, Tm) < rm < 19/2™. Par
conséquent (z,)nen est une suite de Cauchy dans (X, d) complet, et donc il existe un x € X
tel que x,, — x. Or x,, € B(xp,, ) pour tout n > m et donc © € B(xy,, ) C Uy, par
construction. Finalement, on obtient que x € (), .y Un = G et donc (6.2.1) est vérifié. [

pour tout n € N.

Les résultat suivant permet de passer d’'une majoration ponctuelle a une majoration
uniforme.

Théoréme 6.2.2 (Banach-Steinhaus). Soit E un espace de Banach et F un espace
vectoriel normé. Si (T;)ier est une famille dans L(E, F) telle que

sup || Ti(z)||r < +o0  pour tout x € E,
i€l

alors

sup | Tl (e,ry < +00.

el
Démonstration. Pour tout n € N, on pose X,, := {x € E : sup;c; || Ti(2)||r < n}. Comme
T; est continue, z +— ||T;(z)||F U'est également et donc {z € E : | T;(x)||r < n} est fermé
pour tout ¢ € I. En écrivant que X, = (;c;{z € E : | T;(z)||r < n}, on obtient ainsi que
X, est fermé. Par ailleurs, par hypothese, on a

E = UX,L.
neN

L’ensemble E étant complet, le théoreme de Baire assure l’existence d’un indice ng € N
tel que X,, n’est pas d’intérieur vide. Il existe donc un z¢9 € E et rg > 0 tels que
B(z0,70) C Xny, soit [|T;(z)||r < no pour tout x € B(xg,70) et tout i € I. Si x € B(0,1),
alors wg + rox € B(xo,70) et donc

1 1
ITi(2)[[F < —(no + | T5(z0)[|F) < — <no + sup HTi(xo)HF> :
To To iel

Par passage au sup en x dans le membre de gauche, il vient

1
1Tl zer) < — (no + sup HTz'(iUO)HF) ,
To el

d’ou le résultat. O
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Proposition 6.2.3. Si (f,)nen est une suite de E' telle que f, X f faible* dans E', alors
i) la suite (fn)nen est bornée dans E’;

i) ||l < liminf, | foller
iii) si xy, — x fortement dans E, alors (fn,xn) — (f, ).

Démonstration. Si f, = f faible* dans E', alors pour tout = € E, (f,,z) — (f,z) et donc
la suite numérique ({fy, ))nen est bornée dans R :

sup |(fn,z)| < 400  pour tout x € E.
neN

Le Théoréme de Banach-Steinhaus montre alors que

sup || ful| g < +o0,
neN

ce qui établit ). En ce qui concerne ii), on écrit que pour tout x € E,

. i |
(fo2) = T () < lminf || follpr 2]

n—-+o00

On divise ensuite par ||z||g puis on passe au sup en z € E,

g = sup W2
z€E,x#0 H H

< hmlnf | full -

Enfin, si z,, — x fortement dans F, alors

|<fna$n>_<f7x>| < |<fna$n_$>|+|<fn_f7x>
< fallellen —2lle + {fo = f,2)]-

D’apres i), la suite (fy)nen est bornée dans E' par une constante M > 0 (indépendante
de n), donc

[(fnsn) = (fr2)| < Ml[zn — 2l + [(fn = f,2)] = 0,

ce qui montre iii) et conclut la preuve de la Proposition. O

Le résultat suivant est I'un des résultats fondamentaux sur la convergence faible*. Il as-
sure, dans le dual d’un espace séparable, que toute suite bornée est faible* séquentiellement
relativement compacte.

Théoréme 6.2.4. Soit (E,||-||rg) un espace de Banach séparable. Si (fn)nen est une suite
bornée de E', i.e

sup || fn | £ < +o0,
neN

alors on peut en extraire une sous-suite (fa(n))nEN qui converge faible™ vers un élément
feEr.
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Démonstration. Soit D = {x} }ren un sous-ensemble dénombrable dense dans E. Nous al-
lons appliquer un principe d’extraction diagonale. Comme la suite numérique ({f,, o) )nen
est bornée, le Théoreme de Bolzano-Weierstrass assure l'existence d’'une extraction oy :
N — N strictement croissante et d’un réel L(xzg) € R, tels que
<f0'0(n)7 xO) - L<x0)
Par récurrence, on suppose avoir a notre disposition des extractions og,...,0r : N = N
strictement croissantes et des réels L(xg), ..., L(xg) € R, tels que pour tout 0 < j < k,
<faoo--~ocfj(n)7 ZL‘j> — L(wj)

Comme la suite ((fyo...o04 (n)> Th+1))neN est bornée, une nouvelle application du Théoreme
de Bolzano-Weierstrass assure l’existence d’une extraction ox;; : N — N strictement
croissante et d'un réel L(xgy1) € R, tels que

<faoo-~~oakoak+1(n)axk+1> — L($k+1).
On définit 0 : N — N par o(n) := gg o --- 0 o,(n) de sorte que la sous-suite diagonale
(To(n))n>k est une sous-suite de (Tgo...00 (n))n>k- Par conséquent, pour tout k € N, on a

<fcr(n)) I‘k) - L(xk)

Montrons que, pour tout x € E et pour la sous-suite sélectionnée précedemment, il
existe un n(z) € N tel que la suite ((fy(n), ¥))n>n() converge. Soit donc x € E, pour tout
e > 0, il existe un xy, tel que ||z — zi||g < €. Par conséquent, pour tout m, n > k,

‘(fa(n)7x> - <fa(m)7x>‘ < ’<fa(n)ax - xk>‘ + ‘<fa(n)7xk> - <fa(m)7xk>‘ + ‘(fa(m):x - l'k)’
< (chr(m)”E’ + ||f0(n)HE/)||x - kaE + |<fa(n)axk> - <fa(m)axk>|

Comme la suite (fy,)nen est uniformément bornée par une constante M > 0,

|<fa(n)ax> - <fa(m)7$>| <2Me + ’<f0(n)axk‘> - <fa(m)7xk>|'
Comme la suite ({fo(n); Tk))nen étant convergente, elle est de Cauchy et donc il existe un
Ny, € N tel que pour tout m, n > N, [(fo(n)s Tk) — (fo(m)> Tk)| < €. On en déduit donc
que pour tout m, n > n(x) := max(Ng, k),

<fo(n > <fz7(m)733>‘ < (2M + 1)57

|
ce qui prouve que la suite ((f5(n), ))n>n(x) est de Cauchy dans R et donc qu’elle converge
vers un réel noté L(z).
On montre enfin que I'application z — L(x) est linéaire et comme

L) = lm [{fo(m), 2)| < M|z]E,

elle est continue et donc L € E’, ce qui montre que fo(n) X L faible* dans E'. O

Si © est un ouvert de RY, le résultat précédent s’applique en particulier aux espaces
de Lebesgue LP(2) pour tout 1 < p < oo car il s’agit de I'espace dual de LI(2) pour un
certain 1 < ¢ < oo qui est séparable en vertu de la Proposition 4.4.1. Il en est de méme de
lespace des mesures de Radon bornées M(£2) qui est le dual de I'espace séparable Cy(£2)
d’apres la Proposition 3.1.4.
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6.3 Convergence faible

On suppose ici que (X, A, i) est un espace mesuré o-fini. L’espace L'(X) n’étant pas
un espace dual, la notion de convergence faible* ne s’applique pas dans cet espace. On lui
préférera la notion de convergence faible dont voici la définition dans un espace de Banach
général E.

Définition 6.3.1. Une suite (z,)nen d’éléments de E converge faiblement vers x € E, et
on note x,, — x, si
(f,xn) = (f,z) pour tout f € E'.

Une limite faible, quand elle existe, est toujours unique comme conséquence du théoreme
de Hahn-Banach sous forme analytique qui permet de calculer la norme dans F par dualité :

X = max xX).
lelle = g < o)

Par ailleurs, nous avons des propriétés similaires a la convergence faible* résumées dans
la proposition suivante dont la démontration est similaire a celle de la proposition 6.2.3.

Proposition 6.3.2. Si (z,,)nen est une suite de E telle que z, — = faiblement dans E,
alors :

i) la suite (xy)nen est bornée dans E ;

it) ||z||p < liminf, ||z,| £ ;

iii) si fn, — f fortement dans E', alors {fn,zn) — (f,x).

Le cas qui nous intéressera particuliement ici est celui de E = L'(X) (dont le dual peut
étre identifié & L>°(X)), une suite (f,)nen d’éléments de L!(X) converge faiblement vers
f e LYyX) si

/fngd,u—>/fgd,u pour tout g € L>(X).
X X

Il est immédiat de voir ici que la limite faible est unique car si f1 et fo € L'(X) sont deux
limites faibles, on a pour tout g € L>(X) que

/ (f1 = f2)gdp =0,
X

puis en prenant g = %X{fﬁﬁh} € L>®(X) que || f1 — f2”L1(X) =0, soit fi = fo.

Dans 'espace L', il n’y a pas d’espoir d’avoir un résultat général de compacité faible,
similaire au théoreme 6.2.4, comme cela peut étre le cas dans LP pour p > 1.

Exemple 6.3.3. Soit (f,)nen la suite de L1([0,1]) définie par
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alors on a || f,|l1 = 1. Supposons, par 'absurde, que pour une sous-suite toujours notée
(fn)nen, fn — f faiblement dans L'([0, 1]). Comme en particulier, 1 € L°°([0,1]), il vient

que
1 1

1:/ fndx—>/ fdx,
0 0

ce qui montre que f01 fdx = 1. Par ailleurs, si I est un intervalle fermé contenu dans 0, 1],
alors il existe un ng € N tel que f, = 0 p.p. sur I, pour tout n > ng. En choisissant
g = x1 € L*([0,1]) comme fonction test, il vient

O:/Ifndx%/lfdx.

En choisissant I = [1/k, 1], on obtient que fll/k fdx =0 pour tout k > 1, puis par passage

a la limite quand k — +o0 et par convergence dominée, fol fdx =0, ce qui est impossible.

L’obstruction typique & la convergence faible dans L' est le fait que les suites ont
tendance a se concentrer pour former a la limite une mesure a la place d’une fonction
intégrable. Pour éviter de type de phénomene, on introduit la notion suivante d’équi-
intégrabilité qui assure que la suite ne se concentre pas sur des ensembles de mesure
arbitrairement petite.

Définition 6.3.4. Soit (X, A, 1) un espace mesuré tel que p(X) < oo et (fn)nen une suite
d’élements de L'(X). On dit que (fn)nen est équi-intégrable si pour tout e > 0 il existe
un § > 0 tel que
AeA uys = swp [ |fldu<e
neNJ A

Pour simplifier, nous nous plagons dans le cadre d’un espace mesuré de mesure finie. Si
(X)) = +o0o (ce qui est par exemple le cas pour la mesure de Lebesgue dans RY), il faut
de plus s’assurer que la masse de la suite de fonctions ne s’échappe pas a l'infini, i.e., pour
tout € > 0 il existe un ensemble E C X tel que u(E) < 400 et

mm/ Ful du <.
neNJX\E

Le résultat suivant caractérise les suites faiblement convergentes dans L.

Théoréme 6.3.5 (Dunford-Pettis). Soient (X, A, u) un espace mesuré tel que p(X) <
o0 et (fn)nen une suite bornée d’élements de L'(X).
(i) Si fn — f faiblement dans L'(X) pour une fonction f € L'(X), alors la suite
(fn)nen est équi-intégrable.
(i) Si (fn)nen est équi-intégrable, alors il existe une sous-suite (fo(n))nen et une
fonction f € LY(X) telle que fom) — [ faiblement dans LY(X).

Remarquons toutefois que I'espace L'(Q) s’identifie & un sous-espace de M () en iden-
tifiant f € L'(Q) avec la mesure p = f£. Par conséquent, si (f,,)nen est une suite bornée
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de fonctions dans L' (), alors il existe une sous-suite extraite (f,(;))nen C (fn)nen et une
mesure de Radon bornée p € M(Q) telle que pour tout g € Co(£2),

/fa<n)gd:v—>/gdu~
Q Q

Notons si €2 est borné et la suite (fy,)nen est équi-intégrable, la mesure p est absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue, et le Théoreme de Radon-Nikodym assure
I'existence et 'unicité d'une fonction f € L'(Q) telle que p = fL£Y. Dans ce cas, on en
déduit que pour tout g € Cy(Q),

/fa(n)gdxé/fgdx.
Q Q
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Chapitre 7

Annexes

Dans chapitre, on désigne par X un ensemble et par P(X) ’ensemble des parties de X.

7.1 Théoreme de Carathéodory : existence de mesures

Définition 7.1.1. Une application p* : P(X) — [0, +00] est appelée mesure extérieure si
elle vérifie

(i) 1(0) = 0;

(ii) Pour tout A, B € P(X), on a u*(A) < p*(B);

(iii) Pour toute suite (A4, )nen de P(X), on a

w <U An> <> p(An).
neN neN

Siune mesure sur la tribu triviale P(X) est toujours une mesure extérieure, la réciproque
n’est pas forcément vraie. Toutefois il est possible de restreindre p* & une tribu sur laquelle
©* est une mesure.

Définition 7.1.2. Un ensemble A € P(X) est dit p*-mesurable si pour tout F € P(X),
on a

p(E) =p (ENA)+p*(E\ A).

Par la sous-additivité d’une mesure extérieure, pour vérifier qu'un ensemble A est p*-
mesurable, il suffit de montrer que

W (B) > p* (B0 A) + (B \ A)
pour tout E € P(X) tel que pu*(E) < oc.

Théoréme 7.1.3. (de Carathéodory) Soit p* une mesure extérieure sur un ensemble
X. Alors la classe A des ensembles p*-mesurables est une tribu et la restriction de p* a
A est une mesure.

69
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Démonstration. Montrons tout d’abord que A est une tribu. Clairement, on a () € A car
p* (@) = 0. Par ailleurs A est stable par passage au complémentaire puisque EN (X \ A) =
E\NAet E\(X\A) = EnA. I reste donc a montrer que A est stable par union
dénombrable.

Vérifions d’abord que A est stable par réunion et intersection finie (ce qui fera de A
une algebre). Si A; et Az sont p*-mesurables, par sous-additivité de p*, on a pour tout
E € P(X),

p(E) = p (ENA)+up (E\A)
p(ENAD) 4 p (E\ A1) N Ag) + p*((E\ Ar) \ Ag)
= u(ENA)+pu (ENAy\ A) + p*(E\ (A1 U Ap))
> W(EN(A1UA2)) +p"(E\ (AL U Ag)),

ce qui montre que A1 UAy € A. Par passage au complémentaire, on en déduit que A1NAy €
A, puis que 4; \ A € A.

Soit maintenant (A,)nen une suite d’éléments de A, posons A = |J,, A, et montrons
que A € A. On définit Ay = Ag puis A}, = Ap \ U,,<,, Am pour tout n > 1; A étant une
algebre, on obtient ainsi une suite (A, ),en d’ensembles dans A disjoints deux & deux et
de réunion J,, 4], = U,, An = A.

Posons B,, = ngn A} € A, on obtient alors pour tout E € P(X)

p(ENBpi1) = p*(EN Bpy1 N By) + ' (EN Byya \ Bp)
= WENB)+ 1 (ENA,,),

car les A/ sont deux & deux disjoints. Ceci établit par récurrence que pour tout n € N,
*(ENBy,) Z“ (ENAL). (7.1.1)

Les ensembles B,, étant p*-mesurables, on a
P (E) = (ENBy) +p*(E\ By)

ce qui implique, par (7.1.1) et croissance de u* (B, C A), que
n
> pH(ENA)+pt(E\A).
k=0

Par passage a la limite quand n — +oo et sous-additivité de la mesure extérieure p*, il
vient

WHE) =Y (ENAL) + (BN A) > 5 (ENA) + p(E\ A), (7.1.2)
k=0

ce qui montre que A € A et donc que A est une tribu.
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Siles A,, sont disjoints deux & deux, alors A, = A,, pour tout n € N. En prenant £ = A
dans (7.1.2), on obtient

Do w(Ay) = u(A),
k=0

ce qui montre que u* est une mesure sur A. O

7.2 Théoreme de la classe monotone : unicité de mesures

Définition 7.2.1. On appelle classe monotone toute famille € de parties de X vérfiant :
(i) X €%;
(ii) Si A, Be ¥ et AC B, alors B\ A€ %,
(iii) Si (An)nen est une suite croissante de P(X) (i.e. A, C Apy1 pour tout n € N),
alors J,, An € €.

Une tribu est toujours une classe monotone, mais la réciproque n’est pas forcément
vraie.

Théoréme 7.2.2. (de la classe monotone) Soit £ une famille de parties de X stable
par intersection finie et contenant X. Alors la classe monotone engendrée par £ coincide
avec la tribu engendrée par £.

Démonstration. Notons € la classe monotone engendrée par £ et .7 la tribu engendrée
par £. Comme 7 est une classe monotone contenant £, alors ¢ C 7. Il s’agit maintenant
de montrer I'autre inclusion.

Montrons d’abord que % est stable par union finie. Par passage au complémentaire, il
suffit de montrer que % est stable par iintersection finie. Soit F € & fixé et

¢ ={Ac¥: ANEc%}.

Comme F' = X NFE €&, on en déduit que X € . Par ailleurs, si A, B € g et A C B,
alors ANE € ¥, BNE € € et ANE C BN E, ce qui implique que (B\ A)NE =
(BNE)\(ANE) € ¥ et donc que B\ A € €. Enfin si (Ay,)nen est une suite croissante
de €p, alorsona A, NE € € et A,NE C A,i1 N E pour tout n € N, ce qui montre
que (U, 4n) N E = U,(An N E) € €, soit |J,, An € €r. On en déduit que €% est une
classe monotone qui contient £ puisque £ est stable par intersection finie. Par conséquent,
€ C g pour tout F € &, i.e.

ANE €% pourtout A€ € et tout F € £.
Soit maintenant B € € et
¢p:={Ac¥: ANBe %}

On montre de méme que % est une classe monotone qui, d’apres ce qui précede, contient
E. Par conséquent, € C ¢, ce qui signifie que

ANBe% pourtout A,Be€F.
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Montrons & présent que % est une tribu. On sait déja que € contient X et est stable par
passage au complémentaire. Il reste a montrer que % est stable par union dénombrable.
Soit (An)nen une suite d’éléments de €. Pour tout n € N on pose

5o
k=0

Comme % est stable par réunion finie, il vient B,, € € pour tout n € N. La suite (By,)nen
étant croissante et ¢ étant une classe monotone, on en déduit que | J,, B, € €. Finalement,
comme |J,, A, = J,, Bn on en déduit que |J,, A, € €.

Comme % est une tribu contenant £, on obtient ’autre inclusion .7 C ¥ . O

Corollaire 7.2.3. Soient X et u deuz mesures de Radon sur RN qui coincident sur les
cubes ouverts. Alors A = p.

Démonstration. Soit € la famille des cubes ouverts dans RV (i.e. les boules ouvertes
Boo(x,7) de RN pour la norme || - ||o). Clairement £ est stable par intersection finie.
Montrons que la tribu .7 engendrée par & est la tribu Borélienne sur RY. En effet, on
a tout d’abord I'inclusion .7 C B(RY). Pour montrer 'autre inclusion, on consideére un
ouvert U C R¥ et le sous ensemble dénombrable de £

Fu = {(Bx(a,7) CU: acUNQN et r € Q% }

de boules de centre rationnel et de rayon rationnel, incluses dans U. Six € U et R > 0
tel que Boo(w, R) C U, alors il existe a € U N QY tel que ||z — aljoc < R/4. De plus, il
existe r € Q7 tel que R/4 < r < R/2, ce qui implique que x € By(a,7) et By(a,r) C
By (z,R) C U. On a donc montré que

U B

BeFy

et donc que U € 7. Comme la tribu Borélienne est engendrée par les ouverts, on en déduit
'autre inclusion B(RV) C 7.

Pour tout n € N, et tout B € B(RN), on pose
A(B) == XBN] —n,n[Y), wBN]—=n,n[N) = u.(B).

Comme A et u sont des mesures de Radon sur RV, on en déduit que A\, et u, sont des
mesures Boréliennes finies sur RY. On définit

€= {A € BRY): A(A) = ()} € BERY).

Alors RN € %, car \,(RY) = A\(J—n,n[Y) = u(l—n, n[V) = pn(RY) puisque | —n,n[V e &.
Ensuite si A, B € %, sont tels que A C B, alors A\, (B \ 4) = A\(B) — Ay (A) = un(B) —
pn(A) = pn(B\ A) ce qui montre que B\ A € C,,. Enfin si (Ax)ren est une suite croissante
de %, alors A\, (Ar) = pn(Ag) pour tout k € N, puis passage a la limite quand k — +oo0,

n (U Ak) = kgmoo)\ n(Ax) = hm pn(Ag) = (U Ak>

keN keN
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ce qui montre que |J,, A € €,. On a donc établi que ), est une classe monotone. Comme
par hypothese %, contient &, alors %, contient la classe monotone engendrée par £ qui,
en vertu du théoreme de la classe monotone, coincide avec la tribu engendrée par &, i.e.
la tribu Borélienne. On a donc établi que %, = B(RY), i.e. A\,(B) = pn(B) pour tout
Borélien B C RY, ou encore

ABN] —n,n[N) = w(BN] —n,n[M).

Par passage a la limite quand n — 400, il vient A(B) = u(B). O
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