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TD1: Compacité

Exercice 1. (Théorème de Bolzano-Weierstrass)

1. Soit (xn)n∈N une suite bornée de R.

(a) Pour tout k ∈ N, on pose yk := supn≥k xn. Montrer que la suite (yk)k∈ N converge
vers une limite notée ` ∈ R.

(b) Construire une application σ : N∗ → N strictement croissante telle que

|xσ(n) − `| ≤
1

n
pour tout n ≥ 1.

(c) Conclure

2. Soit (xn)n∈N une suite bornée de Rd. Montrer que (xn)n∈N admet une sous-suite conver-
gente.

3. En déduire que les parties compactes de Rd sont les fermés bornés.

Exercice 2. (Equivalence des normes en dimension finie) Soit E un espace vectoriel de
dimension finie d et B = {e1, . . . , ed} une base de E. Pour tout x ∈ E, on note x1, . . . , xd ∈ R
les composantes de x dans la base B de sorte que

x =
d∑
i=1

xiei.

1. On définit la quantité

‖x‖∗ := max
1≤i≤d

|xi| pour tout x ∈ E.

Montrer qu’il s’agit d’une norme.

2. Soit N une norme sur E. Montrer que l’application

N : (E, ‖ · ‖∗) → R
x 7→ N(x)

est Lipschitzienne.

3. Montrer que l’ensemble S := {x ∈ E : ‖x‖∗ = 1} est compact.

4. Montrer qu’il existe m > 0 et M > 0 tels que

m‖y‖∗ ≤ N(y) ≤M‖y‖∗ pour tout y ∈ E.

5. En déduire que toutes les normes sont équivalentes sur E.
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6. Soit
Φ : (E, ‖ · ‖∗)→ (Rd, ‖ · ‖∞)

l’application définie par

Φ(x) = (x1, . . . , xd) pour tout x ∈ E.

Montrer que Φ est un isomorphisme isométrique.

7. En déduire que les compactes de E sont les parties fermées et bornées
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