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Fonctions continues

Exercice 1. (Lemme d’Urysohn) Soient K un compact et V un ouvert borné dans RY tels
que K C V C Q. Montrer qu’il existe une fonction f € C.(£2;[0,1]) telle que f = 1 sur K et

Supp(f) C V.

Exercice 2. (Partition de ’unité) Soient Vi,...,V,, des ouverts de Q et K un compact tel
que K C |J;; Vi. Montrer que, pour tout ¢ = 1,...,n, il existe des fonctions f; € C.(Q;[0,1])
telles que Supp(f;) C Viet > ;' | fi =1 sur K.

Exercice 3. (Topologie de ’espace des fonctions C*> sur un ouvert) Soit  un ouvert
de RV,

1. Construire une suite de compacts (K,)p>1 telle que K, C f(nH C Q pour tout n > 1 et
Q= Un21 K,.
2. Pour tout f et g € C*°(2) et tout n > 1, on pose
dn(f,9) == sup  sup |D“f(z) — D%(z)|.
zE€EKn aeNV |al<n
Pourquoi d,, n’est pas une distance sur C*(2) ?

3. Montrer que

N~ L _dulfr9)
d(f,g): nz;lgn1+dn(f79)

définit une distance sur C>(2).

4. Montrer que d( fx, f) — 0si et seulement si D f, — D f uniformément sur tout compact
de Q pour tout o € NV,

5. Montrer (C*°(£2),d) est un espace métrique complet !.

6. Montrer que si (fx)ren est une suite bornée de (C*(Q2),d), alors elle admet une sous-suite
convergente. L’espace (C*(2),d) peut-il étre normé ?

7. Quels résultats subsistent si I'on remplace C*°(Q) par C*¥(Q) pour tout k € N?

Exercice 4. Le but de cet exercice est de montrer que si —oo < a < b < 400, alors ’espace

Cy(]a, b)) n’est pas séparable.
1. Soit (an)nen une suite décroissante telle que a, — a et (by,)nen une suite croissante telle
que b, — b. On pose z,, = %ZA Construire une fonction ¢, € C.(Ja,b]) telle que

0< Yn < 1, (Pn(xn) =1let Supp(‘)@n) - ]an-‘rlaan[‘

1. Il s’agit en fait d’un espace de Fréchet, i.e. un espace vectoriel topologique muni d’une famille dénombrable
de semi-normes (ici pn(f) := dn(f,0)), métrisable et complet



5.

En notant P(N) I’ensemble des parties de N, on pose pour tout A € P(N)

PA = Z Pn-

neA

Montrer que ¢4 € Cy(Ja, b]).
Supposons que Cy(]a, b]) est séparable et considérons une famille D = { fj, } xen dénombrable
et dense dans Cp(]a, b[). Pour tout A € P(N), montrer qu'il existe un entier k4 € N tel

que
1

5.
Montrer que 'application ® : P(N) — N qui a toute partie A de N associe ®(A) := k4
est injective.

loa = fralloo <

Conclure.

Exercice 5. (Théoréme de Weierstrass) L’objet de cet exercice est de montrer par une
méthode constructive que pour toute fonction f € C([0,1]), il existe une suite de fonctions
polynémiales (Pp),en telle que P, — f uniformément sur [0, 1].

Pour n € N fixé et 0 < j < n, on définit les polynomes de Bernstein par

Bj(z) = C427(1 —2)"7,  pour tout z € [0,1].

On pose, pour tout z € [0, 1],

. Montrer que pour tout x € [0, 1] et tout n € N,

(@)~ Pufa)| < go 101 ()| B

Pour z € [0, 1] fixé et § > 0, on pose :

J
1‘_7

Lg:{j:(),...,n:
n

<a}.

En utilisant I'uniforme continuité de f sur [0, 1], montrer que pour tout £ > 0, il existe
0 > 0 tel que

Jj€ls

s -1 (2)| By <

n

| ™

Montrer que
n

Z (nz — j)? Bj(z) = nz(1 — z).

J=0



4. En posant Js = {0,...,n} \ I5, montrer que

5. Conclure.

Exercice 6. (Théoréme d’extension de Tietze) Soient C C RY un ensemble fermé et
f : C — R une fonction continue. Le but de cet exercice est de construire une fonction continue
f*:RY = R telle que f* = f sur C et

|f*(z)| < Sug\f(y)\ pour tout z € RV,
ye

a) Supposons d’abord que sup. |f| < 1. Montrer I'existence d’une fonction g; : RV —
[—1/3,1/3] telle que

1 PR 1 P
= - sur -t e = —— sur —— 5.
9173 =3 =73 =73

b) Montrer par récurrence I'existence d'une suite (g,),>1 de fonctions continues sur RY
telle que pour tout n > 1,

12\
lgn(z)] < 3 (3) pour tout z € RV,
et
n 2 n
'f(x) - Zgz(x) < <3> pour tout z € C.
i=1

¢) Conclure.



