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TD4: Espaces de Lebesgue

Exercice 1. Soient (X, A, pt) un espace mesuré et 1 < py < 00.
1. Montrer que si f € LP°(X) N L>®(X), alors

Tim (£l = [/

2. Soit f € LP(X) pour tout p € [pg, 0] telle que || f|[, = oo quand p — oco. Montrer que
f ¢ L=(X).

3. Soit f € LP(X) pour tout p € [pg,o0[ telle que f ¢ L*°(X). Montrer que | f|[, — oo
quand p — oc.

Exercice 2. Soit (X, A, ) un espace de probabilité, i.e. u(X) = 1. Soit f : X — [0, +oo[ une
fonction dans L'(X).

1. En utilisant I'inégalité de Holder, montrer que si p({f > 0}) < 1, alors || f||, = 0 quand
p — 0.

2. Montrer que

p—0

lim [ fPdp=p({f > 0}).
X

3. Montrer que pour tout p € |0, 1] et pour tout y € ]0, +o0],
P — 1
T syt | log yl.

4. On suppose dorénavant que f > 0 sur X et que In f € L'(X). Montrer que

-1

lim
p—)() X

d,u:/ In f dpu.
X

5. Montrer que

;1_r>r(1)Hpr:exp (/Xlnfd,u,).

Exercice 3. (Continuité de la translation dans L?(RY)). On se place dans I’espace mesuré
(RN, B(RN), LN). Soit 1 < p < co et f € LP(RY). Pour tout h € RV, on définit la translation
de f par

mwf(x) := f(x —h) pour tout z € RY.

Montrer que

li — =0.
Jim [ f = 11,



Exercice 4. (Inégalité de Jensen). Soient (X, A, 1) un espace de probabilité et ¢ : [a,b] — R
une fonction convexe (avec —oo < a < b < +00).

1. Montrer que

p(t) —o(s) _ p(u) —o(s) _ pu) = ()
t—s - uU— S - u—t

pour tout a < s <t < u < b.

2. En déduire que ¢ et continue et que pour tout s € [a, b], il existe 35 € R tel que
o(t) > ¢(s) + Bs(t —s) pour tout t € [a,b)].

3. Soit f: X — [a,b] telle que f € L'(X). Montrer que ¢ o f est mesurable et que

w(/xfdu>§/Xs00fdu-



