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TD5: Dualité dans les LP

Dans les exercices qui suivent, (X, A, 1) désigne un espace mesuré.

Exercice 1. Soient 0 < oo < f < o0 et a € L>®(X) tels que a < a(z) < B pour p-presque tout
reX.

1. Montrer que 'application

(u,v) € L*(X) x L*(X) — (u,v) ::/ auv dp
X

définit un produit scalaire sur L?(X) équivalent au produit scalaire canonique.
2. Soit b € L*(X), on pose

O(u) = /X(au2 +bu)dy  pour tout u € L*(X).
Vérifier que @ est bien définie et continue.
3. Soit G un sous-espace vectoriel fermé de L?(X). Le probléme
inf{®(u) : u € G}
admet-il une solution ? Est-elle unique ? Peut-on la caractériser ?
Exercice 2. Pour ug € L?(X), on considere I’ensemble
C:={uecL*X): u>up}.

1. Montrer que C est un convexe fermé de L?(X) et donner une formule pour la projection
orthogonale Pg sur C.

2. Mémes questions avec C' := {u € L?(X) : u3 > u > up} ol u; est une fonction de L?(X).

Exercice 3. (Dual de LP(X) pour 0 <p < 1).
1. Pour tout 0 < p < 1, on définit

d(f,g) = /X 1 — gl dp.

Montrer que d est une distance sur LP(X) et que LP(X) est un espace métrique complet.

2. On suppose maintenant que X = [0,1], A = B([0,1]) et u = L. Soient V' c LP([0,1])
un ouvert convexe de LP(X) contenant 0, > 0 tel que B(0,7) C V, et f € LP([0,1]).
Montrer qu'’il existe n € N tel que n?~1d(f,0) < r.
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. Montrer qu’il existe des points 0 =29 < 21 < ... <z, =1 tels que
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. Soit g; :==nfl(,,_, ., pour tout i € {1,...,n}. Montrer que g; € V et que
d(g:,0) = n"~1d(f,0) <.

. Montrer que f = %E?:l gi € V et en déduire que V = LP([0,1]).
. En déduire que (LP([0,1]))" = {0}.



