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TD6: convergences faible* et faible

Exercice 1. Soient F un espace de Banach et F' un sous-espace dense dans E. On considere une
suite (fn)nen d’éléments de E' et f € E'. Montrer que f, — f faible* dans F’ si et seulement
si (fn)nen est bornée dans E’ et (f,,,x) — (f,z) pour tout x € F.

Exercice 2. (Concentration-compacité).

1. Oscillation. Soit u € L*(0,1) telle que fol udr = 0. On étend u a R par 1-périodicité,
et on définit la suite

un(x) := u(nz) pour presque tout x € R.

Montrer que u, — 0 faible* dans LP(0,1) (faible dans L'(0,1)) et que la convergence
n’est pas forte.

2. Concentration. On suppose que 1 < p < oo. Soit v € C2°(R) telle que [ vdz = 1, et on
définit la suite
vn(z) := n'/Pu(nz) pour tout z € R.

Montrer que v, — 0 faible* dans LP(R) pour
l<p<oo

et que la convergence n’est pas forte. Montrer que, pour p = 1, v, ne converge pas
faiblement vers 0 dans L!(R) mais que v, — &y faible* dans M(R).

3. Evanescence. Soit v comme en 2. et on définit la suite
wp(z) := v(n + x) pour tout x € R.

Montrer que w, — 0 faible* dans LP(R) et que la convergence n’est pas forte. Montrer
que w, ne converge pas faiblement vers 0 dans L'(R) mais que w, — 0 faible* dans

M(R).

Exercice 3. (Théoréme de Vitali-Hahn-Saks). Soit (X, A, u) un espace mesuré tel que
w(X) < oo et s0it (fn)nen une suite de L*(X) telle que la limite

lim /fn du
n—+00 J 4
existe pour tout A € A. Alors, la suite (fn)nen est équi-intégrable.

1. Montrer que F := {14 : A € A} est un espace métrique complet.

2. Montrer que pour tout k£ € N les ensembles

E,.=<¢1,€ FE: sup
n,>k

/ (fn—fi)1a dﬂ’ <
X

}

ool ™

sont fermés dans E et que E = (J; oy Bk



3. En utilisant le Théoréme de Baire, montrer qu’il existe kg € N, ' > 0 et 14, € Ej, tels
que si 14 € E satisfait

/ ‘1A—1A0|d,u<(5l,
X

alors 14 € Ey,.
4. Montrer qu'il existe 0 < 0 < ¢’ tel que si A € A satisfait u(A) < 9, alors

g
sup [ [fuldu<
0<n<ko JA

5. Montrer que si A € A satisfait j1(A) < d, alors 1404, et 1gn\a € Eg,-

o

Exercice 4. (Théoréme de Dunford-Pettis). Soient Q un ouvert borné de RN et (f)nen
une suite de L*(Q) telle que

6. En déduire que pour tout n > ko,

| ™

7. Conclure.

sup || fullL1(0) < +o0.
neN

(i) Si fn, — f faiblement dans L'(Q) avec f € L' (), alors la suite (fy)nen est équi-
intégrable.

(i4) Si (fn)nen est équi-intégrable, alors il existe une sous-suite (fy(n))nen et une fonction
f € LX) telles que Jom) — [ faiblement dans LY(9).

1. En utilisant le Théoreme de Vitali-Hahn-Saks, établir (i)
2. Le reste de I’exercice est consacré a la démonstration de (7).
(a) Montrer que 'on peut se restreindre au cas f,, > 0 pour tout n € N.

(b) Soit gk := fnlgf,<ky pour tout n, k € N. Montrer que

sup |lgh — fullLi@) — 0 quand k — +oo.
n>1

(¢) Montrer I'existence d’une sous-suite (gg(n))neN et d’une fonction gF € L1(Q) telles que
gi(n) — ¢ faiblement dans L' () pour tout k € N.

(d) Montrer que g¥ — f fortement dans L'(Q) avec f € L}(Q).

(e) Conclure.

Exercice 5. Soit 2 un ouvert de RY. On considére une suite (f,)nen dans Co(Q2) et f € Co(£2).
Montrer que f, — f faiblement dans Cy(€2) si et seulement si

fn(x) = f(x) pour tout z € €,
(fn)nen est bornée dans Cy(€2).



