Chapitre 3

Mesures de Hausdorff

3.1 Les mesures extérieures
Dans cette section, on désigne par X un ensemble et par P(X) I'ensemble des parties de X.

Définition 3.1.1. Une application p* : P(X) — [0,+00] est appelée mesure extérieure si elle
vérifie

(i) p(0) =0;

(ii) Pour tout A, B € P(X), on a p*(A4) < p*(B);

(iii) Pour toute suite { A, tnen de P(X), on a

(U] < i
n=0 n=0

Si une mesure sur la tribu triviale P(X) est toujours une mesure extérieure, la réciproque n’est
pas forcément vraie. Toutefois il est possible de restreindre pu* a une tribu sur laquelle p* est une
mesure.

Définition 3.1.2. Un ensemble A € P(X) est dit pu*-mesurable si pour tout E € P(X), on a
p*(E) =p (ENA)+p (E\A).

Par la sous-additivité d’une mesure extérieure, pour vérifier qu'un ensemble A est p*-mesurable,
il suffit de montrer que

p*(E) z p (ENA)+p*(E\A)

pour tout E € P(X) tel que pu*(E) < oo. De plus, par définition, on a que tout ensemble A C X
tel que p*(A) = 0 est p*-mesurable.

Théoréme 3.1.3. (de Carathéodory) Soit p1* une mesure extérieure sur un ensemble X. Alors
la classe A des ensembles p*-mesurables est une tribu et la restriction de pu* a A est une mesure.

Démonstration. Montrons tout d’abord que A est une tribu. Clairement, on a ) € A car p*(0) =0

Par ailleurs A est stable par passage au complémentaire puisque EN(X\A) = E\A et E\(X\A) =
E N A. 1l reste donc & montrer que A est stable par union dénombrable.
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38 CHAPITRE 3. MESURES DE HAUSDORFF

Vérifions d’abord que A est stable par réunion et intersection finie (ce qui fera de A une algebre).
Si Ay et Ag sont p*-mesurables, par sous-additivité de p*, on a pour tout E € P(X),
pH(E) = p(ENA)+p"(E\A)
p(ENAD)+p (BN A) N Az) +p((E\ Ar) \ Az)
pr(ENAy) +p"(EN Az \ Ay) + p(E\ (A1 U Ag))
> p(EN(ALUA)) +p (BN (AU Ay)),

ce qui montre que A; U A; € A. Par passage au complémentaire, on en déduit que A; N Ay € A,
puis que A; \ A € A.

Soit maintenant { Ay, },en une suite d’éléments de A, posons A = | J,, A,, et montrons que A € A.
On définit Ay = Ag puis A;, = A,\U,,<,, Am pour tout n > 1; A étant une algebre, on obtient ainsi
une suite {4, },,en d’ensembles dans A disjoints deux a deux et de réunion | J,, 4;, = J,, 4, = A.

Posons By, = J,.<,, A}, € A, on obtient alors pour tout £ € P(X)

p(ENBny1) = p(ENBppiNBy) + " (EN Bypya \ Br)
= p(ENB,)+p (ENA, ),

car les A] sont deux & deux disjoints. Ceci établit par récurrence que pour tout n € N,
*(ENB,) Z“ (ENA). (3.1.1)

Les ensembles B,, étant p*-mesurables, on a
p(E) = p*(EN Bn) +u"(E\ By)

ce qui implique, par (3.1.1) et croissance de u* (B, C A), que
n
> p(ENAL) +pt(E\A).
k=0
Par passage a la limite quand n — co et sous-additivité de la mesure extérieure p*, il vient

W) > S p (BN A+t (BN A) > i (BN A) + (B A), (3.1.2)
k=0

ce qui montre que A € A et donc que A est une tribu.
Si les A, sont disjoints deux a deux, alors A/, = A, pour tout n € N. En prenant £ = A dans
(3.1.2), on obtient

o0
> ut(Ax) = pr(A),
k=0
ce qui montre que p* est une mesure sur A. O

Si & présent (X,d) est un espace métrique (que l'on peut donc munir de la tribu Borélienne,
B(X), engendrée par les ouverts), le résultat suivant donne un critére assurant la p*-mesurabilité
des ensembles Boréliens de X.

Proposition 3.1.4. Si, pour tout A, B C X avec dist(4, B) >0, on a
W(AUB) = 1*(4) + 5" (B), (3.1.3)
alors B(X) C A.
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Démonstration. Puisque la tribu Borélienne B(X) est aussi engendrée par les fermés, il suffit de
montrer que tous les fermés de X sont p*-mesurables. Soit E C X tel que p*(E) < oo. On pose
pour tout n > 1,

1
C, = {x € X : dist(x,C) < n}
Comme dist(E \ Cy,, ENC) > 1/n > 0, 'hypothése montre que

W(B\ C) + 1" (ENC) = 1" (B\ C,) U(ENC)) < " (E). (3.1.4)

b

Posons

| =

1
Ry := {x eFE: Pl < dist(z,C) <

Comme dist(R;, R;) > 0 deés que |j — i > 2, on a

et

pour tout m > 1, d’out Y po, p*(Ry) < 2u*(E) < oo. Comme C est fermé, on a E\C = (E\ C,,) U
Ug>n Bk, et donc, par sous-additivité de p*,

pH(EN\Cy) < p*(E\C) < p (E\Cp) + Y 1" (Ry),
k>n

puis par passage a la limite quand n — oo, p*(E \ C,) — p*(E \ C). Enfin, en faisant tendre
n — oo dans (3.1.4), il vient

pr(E) Z p(ENC) + p"(E\C)

ce qu’il fallait démontrer. O

Exemple 3.1.5. Soit Q,(7) = {y € RN : max; |x; —y;| < r} le cube ouvert centré en z et de c6té
2r. Pour tout A C RY, on pose

LN (A) := inf {2(27“,»)]\7  AC U Qr(xl)} .
=0 i=0

On montre facilement que £V est une mesure extérieure. De plus comme tous les cubes Q; =
Qr; (x;) peuvent étre subdivisés en une union finie disjointe de plus petits cubes de c6tés arbitrai-
rement petits, on en déduit que la propriété (3.1.3) est vérifiée. Ceci montre que (la restriction a
B(RY) de) LV est une mesure Borélienne. Comme elle est de plus finie sur les compacts, £V est
une mesure de Radon positive, appelée mesure de Lebesgue.
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3.2 Définition et propriétés des mesures de Hausdorff

Définition 3.2.1. (i) Soient A C RM, 0 < s < oo et § > 0. On définit

H5(A) ;= inf {Zws (W)b : ICN, AC UAi, diam(4;) < 5} 5

el i€l
ou e
RRYCESY
et T(t) := [;° e~"a'~! du est la fonction Gamma d’Euler.

(ii) Pour A C RN et s >0, on pose

H*(A) = sup H3(A) = lim H3(A).

6>0
On appelle H* la mesure de Hausdorff s-dimensionnelle sur RY .

Remarque 3.2.2. (i) La limite définissant H®(A) existe et est donnée par le supremum car si
1 < 09, alors Hj (A) > Hj, (A).
(ii) Si s = k € N, La constante de renormalisation wy, coincide avec le volume de la boule unité
dans R”, i.e.
wp=LF{z eRY: 22+ 42} <1)).
(iii) Comme diam(A) = diam(A), on peut supposer que les ensembles A; sont fermés dans la
définition de Hj(A).

Théoréme 3.2.3. Pour tout 0 < s < oo et tout 6 > 0, Hji et H® sont des mesures extérieures. De
plus, la restriction de H® est a B(RY) est une mesure Borélienne.

Démonstration. Si A C B, on a clairement que Hj(A) < H3(B) puis, par passage a la limite
quand 6 — 0, on en déduit que H*(A) < H*(B). Soit maintenant {4, },en une suite de parties
de RY. Pour tout € > 0 et n € N, il existe I,, C N et un recouvrement {B'};cr, de A, tel que

diam(B!") < 4 et
diam(B7) \*
Hy(An) > ) w, (mr;( : )> —2 " e,

i€l
Comme J,, 4, C UU,,; B, il vient

() =3 3o () < S o,

n=04el

et la sous-additivité
o0 o0
H; (U An> <> HiA
n=0 n=0
de Hj suit par passage a la limite quand € — 0. Par suite, H® est également sous-additive par

passage au supremum en ¢ dans l'inégalité précédente.

Pour montrer que H® est une mesure de Borel, en vertu de la Proposition 3.1.4, il suffit de
montrer que H*(A U B) > H*(A) + H*(B) pour tout A, B C RY tels que dist(A, B) > 0. Soient
0 < ¢é < dist(4, B)/4, I C N et {C;};cr une recouvrement de AU B avec diam(C;) < §. On définit
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Iy:={iel: CiNA#0}etlp:={jel: C;NB#0}desorteque A C|J
et C;NC;=0siielsetjelp. Alors

(B - (B ()

i€l i€la j€lp
H3(A) + Hi(B).

i€l p Ci’ BcC UjEIB Cj

Y

Y

Par passage & 'infimum sur tous les recouvrements {Cj };c; de AU B dans le membre de gauche,
il vient

H3(AU B) = H3(A) + H3(B),
puis, par passage a la limite quand § — 0,
H(AUB) > H*(A) + H*(B).

L’autre inégalité est une conséquence immédiate de la sous-additivité de la mesure extérieure H®.
Une application immédiate de la Proposition 3.1.4 montre que H?® est une mesure de Borel. O

Montrons a présent des proprités basiques des mesures de Hausdorff.

Proposition 3.2.4. (i) H° est la mesure de comptage dans RY ;
(ii) H' = L' dans B(R) ;
(iii) H*(ANA) = \*H*(A) pour tout A > 0 et tout A C RV ;
(iv) H¥(L(A)) = H*(A) pour toute isométrie affine L : RY — R? et tout A C RV ;
(v) Si f:RN — R? est une fonction Lipschitzienne, alors

H(f(A)) < [Lip(f)]*H*(A)  pour tout A C RY;
(vi) Sit>s et ACRY, alors
H'(A) >0 = H(A)=cc.

Démonstration. (i) Si {a} est un singleton, pour tout § > 0, on a a € Bs/s(a) de sorte que
HY({a}) < wo(6/2)° =1 et donc, en faisant tendre § — 0, HO({a}) < 1.Si I C I et {A;}icr est un
recouvrement de {a} par des ensembles de diametre plus petit que d, alors il existe ig € I tel que

a € A;,, dou
diam(A; 0 diam(A4;, 0
WL (PR e (M)

icl

109

Par passage & linfimum parmi tous les recouvrements, il vient H°({a}) > HJ({a}) > 1. Par
conséquent, H°({a}) = 1. Si A = {ay,...,a;} est un ensemble fini, HO(A) = 3¢ HO({a;}) =
k = #(A) et, si A est un ensemble infini H°(A) = co = #(A).

(ii) Soit A C R un ensemble Borélien et A C [J;2]ai, b;[, pour tout § > 0 on peut décomposer
chacun des intervalles [a;,b;] en une union finie de sous intervalles d’intérieurs disjoints et de
diamatre plus petit que 9, i.e. [a;,0;] = U, [af, B]] avec B} — o < 4. Par conséquent,

) o0

= Z(bz - ai)7

1=0 jel; 1=0

M) < Y0 3 el )

ot 'on a utilisé le fait que wy = 2. Par passage a I'infimum parmi tous les recouvrements (Ja;, b;])ien,
on obtient, par définition de la mesure de Lebesgue, que H}(A) < L!(A), puis, par passage a la
limite quand § — 0, H'(A4) < L1(A)
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Pour montrer 'autre inégalité, considérons I C N et un recouvrement {A;};c; de A avec
diam(A4;) < §, on pose s; = inf A; et t; = sup A, de sorte que A; C [s;, ;] et t; —s; = diam(4;) < 4.
Par définition de la mesure de Lebesgue, on a donc que

diam(A;
£i(4) < Z(ti —8) =w Z #,
el el
puis, par passage a 'infimum par rapport a tous les recouvrements (A;);er, il vient

LH(A) < H5(A) < HU(A).

(iii) Si I C€ N et {A;}ier est un recouvrement de A avec diam(A;) < ¢, alors {AA; }ier est un
recouvrement de AA avec diam(AA;) < AJ, d'ou

diam(4;)\°
S < S
$5(AA) < A Zws (2 )
el
puis, par passage & I'infimum parmi tous les recouvrements {A;};cr de A,
H3s(AA) < NHF(A) < AH(A).

Par passage a la limite quand § — 0, on obtient H*(AA) < A*H*(A). Pour montrer 'autre inégalité,
on note simplement que

H(A) = HE(AL(NA)) < ASH (AA).

(iv) Si L : RN — R? est une isométrie linéaire, I C N et {A;};cs est un recouvrement de A avec
diam(A4;) < 4, alors {L(A;)}ier est un recouvrement de L(A) avec diam(L(A;)) = diam(A4;) < 4.
Par conséquent,

HL) < T (dm(j(“‘”) =S (d‘g“‘”)

puis, par passage & I'infimum parmi tous les recouvrements {A;};cr de A et passage au supremum
en J, on obtient
H(L(A)) < H*(A).

Comme L~!: L(RY) — RY est une isométrie linéaire, il vient
H*(A) = HY (L7 (L(A))) < H*(L(A)),

ce qui montre l'autre inégalité.

(v) Si f : RY — R? est une fonction Lipschtzienne, I C N et {A;};c; est un recouvrement
de A avec diam(A4;) < §, alors {f(A;)}icr est un recouvrement de f(A) avec diam(f(A4;)) <
Lip(f)diam(A;) < Lip(f)d. Par conséquent,

My 1) < S (ADY < pip( e 3, (P340
el el

puis, par passage a 'infimum parmi tous les recouvrements {4; };c; de A et passage au supremum
en ¢, on obtient

H(f(A)) < [Lip(f)I*H(A).
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(vi) est une conséquence du fait que, par définition de la mesure de Hausdorff, pour tout ¢ > 0,

o i) < 2 (g)”m( )< (g)”m.

S S

Par passage A la limite quand § — 0, on en déduit que si H*(A) < oo, alors H!(A) = 0. O
Définition 3.2.5. La dimension de Hausdorff d’un ensemble A C RY est définie par
dimy (A) ;== inf{s > 0: H*(A) =0}.

Par définition de la dimension de Hausdorff, on a que H*(A4) = 0 pour tout s > dimy(A) et,
d’apres la Proposition 3.2.4(v), il vient que H*(A4) = oo pour tout s < dimy (A).

Un outil tres utile concerne les densités s-dimensionnelles d’une mesure de Radon positive.

Définition 3.2.6. Soit 1 une mesure de Radon positive finie sur un ouvert  C RY. On définit
les densités s-dimensionnelles inférieures et supérieures en x € ) par

0—0 WSQS 0—0 sts
Si O (p,x) = O% (1, ) on notera O4(u, ) la valeur commune.

Proposition 3.2.7. Soit i une mesure de Radon positive finie sur un ouvert Q C RN, ¢ > 0 et
A C Q un Borélien. Si ©%(u,x) >t pour tout © € A, alors

> tHILA.
De plus, si E C ) est un Borélien tel que H*(E) < oo, alors

L KB By(a))

1 = =0 pour H’-presque tout v € Q\ E.
o—r

Démonstration. Soient U un ouvert contenant A, ¢’ <t et 6 > 0. Par définition de la lim sup, pour
tout x € A et tout 0 < € < 4, il existe g, € (0,¢/2) tel que B, (z) C U et

(B, (x)) > t'ws05.

Soit F la famille des boules fermées B contenues dans U et telles que diam(B) < § et u(B) >
t'ws(diam(B)/2)%. 1l S’agit d’un recouvrement (fin) de A et le théoréme de recouvrement de Besi-
covitch montre alors l'existence de & sous-familles F7,. .., ¢ telles que chacunes des sous familles

=k
Fi = {B; }ren est dénombrable et disjointe et

N
T
o]
m

Par conséquent, par définition de la mesure de Hausdorff, il vient

> diam( S\ 1 &
Hg(A)SZZwS () PZZM w(U).

=1 k=0
Par passage & la limite quand § — 0 et ¢/ — ¢, on en déduit que H*(A) < %M(U) < 00.

IN
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_Draprés le Corollaire 1.4.2, comme F est un recouvrement fin de A, il existe une sous-famille
{B,}jen de F dénombrable et disjointe telle

wlA\JB| =0

JjEN

Par conséquent, comme H3 est une mesure extérieure et Hi < H?, il vient

Hy(A gfj (LB )t,ZuB JH(D).

Par passage a la limite quand 6 — 0 et ¢ — ¢, puis passage & I'infimum parmi tous les ouverts U
contenant A, obtient que H*(A) <t 1u(A). On peut répéter le méme argument en remplagant A
par n’importe quel sous ensemble Borélien de A et établir ainsi que p > tH* L A.

Si E C Q est un Borélien tel que H*(E) < oo, on applique ce résultat a la mesure finie p = H*L E
avec A = A, = {z € Q\ E : O%(u,z) > 1/n} et ¢ = 1/n. On obtient alors que 0 = p(A,) >
LH%(A,). Comme |, Ay = {z € Q\ E : ©(y,z) > 0}, on en déduit que H*({z € Q\ E :
O%(u,z) > 0}) =0. O

3.3 Mesure de volume et mesure de surface

3.3.1 Mesure de volume

Nous allons & présent montrer que la mesure de Hausdorff N-dimensionnelle dans RY coincide
avec la mesure de Lebesgue £V. La démonstration repose sur I'inégalité isodiamétrique qui stipule
que le plus grand volume parmi tous les sous ensembles de diametre d est wx (d/2), i.e. le volume
de la boule. Remarquons que cette inégalité n’est pas completement évidente car, comme le montre
I'exemple d’un triangle équilatéral, il n’est pas vrai qu’un ensemble quelconque est contenu dans
une boule de méme diametre.

Proposition 3.3.1 (Inégalité isodiamétrique). Pour tout ensemble LN -mesurable A C RY,
on a N
diam(A)>

£V (4) sWN( :

Démonstration. La preuve repose sur le principe de symétrisation de Steiner. Pour tout & € RY
avec |¢] = 1, on note II¢ 'hyperplan orthogonal & €. Si B C RY est un ensemble £¥-mesurable,

Bg::{tER: y+t& € B}

désigne la section de B dans la direction £ passant par le point y. D’apres le théoreme de Fubini,
Papplication y — L£!(B5) est LN ~!-mesurable dans II¢. Par conséquent 'ensemble

Se(B) == {y+t&: yellg, |t| < £1(B5)/2}

est toujours £N-mesurable. De plus, une nouvelle utilisation du théoréme de Fubini montre que
LY (S¢(B)) = £ (B).

Par ailleurs, si B est symétrique par rapport & II, avec v - § = 0, alors S¢(B) conserve cette
propriété. Pour voir cela, notons o la symétrie par rapport a II,, i.e. o(z) = © — 2(z - v)v, qui
satisfait o2 = id. Alors, on a que

oy + B5S) = oy) + B5 -
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En effet, si x € o(y + Béé‘)7 alors il existe t € Bg tel que z = o(y+t) =o(y) +t{ car £ - v =0.
Comme y + t£ € B et o(B) = B, on en déduit que o(y) + t£ = x = o(y + t€) € B, ce qui montre
que t € Bg(y) et donc que = € o(y) + Bg(y)f. Pour montrer 'autre inclusion, on utilise I'inclusion
précédente pour obtenir que

o(a(y) + B5)&) C o (y) + Bia(,)€) = y + BE,

soit, en appliquant o & 'inclusion précédente, o(y) + U(y)g Co(y+ Bfg) Soit x € S¢(B), alors
x =y+1 avec y € Il¢ et [t| < £'(B5)/2. En utilisant la Proposition 3.2.4 (ii) et (iv), on en déduit
que
18y — y1(RE) = 11 ey — 1 13
L(By) =M (By) =M (y+ By&) =H (o(y + Byg))
= Hl( (y )+B£(y)€) ( o (y) ) /Jl(Bﬁ(y))

Par conséquent, o(z) = o(y) 4 t§ avec o(y) € Il¢ et 2|t| < L1(Bf) = El(Bf_(y)), ce qui montre que
o(x) € S¢(B) et donc que S¢(B) est symétrique par rapport & IT,,.

Montrons a présent que la symétrisation diminue le diametre. Pour ce faire, pour tout € > 0, on
considere x et 2’ € S¢(B) tels que

diam(S¢(B)) < |z —2'| + .
Soient y =z — (z- )€ et y =2’ — (2’ - §)§ € II¢ et posons
=inf{t: y+t£ € B}, s:=sup{t:y+te B},

et

=inf{t: y +t£ € B}, s :=sup{t:y +t e B}
Supposons, sans restreindre la généralité que s’ —r > s — r’. Alors
1 1 1 ! 1 1 / 1 13 1
s—rzf(s—r)+§(s—r):§(s—r)+§(s—r) §£(3)+ E( L.

Comme |z - &| < $LY(BS) et |2/ - ¢] < %El(Bj), il vient

N —

s'—r>r- g+ g >z —al €]
Par conséquent, comme y + 7€ et 3 + s'¢ € B,

(diam(S¢(B)) —e)* < |z —a'P =y —y' P + |z £ —a' - ]
<ly—y' P+ —r)? =y +rf) — (¥ +5'9” < (diam(B))* = (diam(B))?,
ce qui montre effectivement que diam(S¢(B)) < diam(B).

Nous sommes & présent en mesure de montrer I'inégalité isodiamétrique. Si diam(A) = oo, il
n’y a rien & montrer. Sinon, on considére une base orthonormée {ey,...,ex} de RY. On définit
Ar = S, (A), Ay = Se,(A1),..., ANy = Scy(An—1) et on pose A* = Ay. Par construction,
LN(A*) = LY (A), diam(A*) < diam(A) et A* est symétrique par rapport a Il., pour tout k =

1,...,N. Par conséquent, si v € A*, alors —z € A* de sorte que A* C Bgjam(a+),2(0), soit
N diam(A*)\ ¥ diam(A)\ ™
LN(A) = LY(A*) < LY (Baiam(as)/2(0)) = wy (2()) <wy (2()> ;

ce qui conclut la preuve de I'inégalité. O
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L’inégalité isodiamétrique permet montrer que la mesure de Hausdorff N-dimensionnelle coincide
avec la mesure de Lebesgue dans RY, généralisant ainsi la Proposition 3.2.4 (ii).

Théoréme 3.3.2. HY = LN dans B(RY).

Démonstration. Soit A € B(RY). Pour tout § > 0 il existe I C N et un recouvrement {A;};c; tel
que diam(A;) <4 et

. N
wy Y (W) <HY(A)+0 <HN(A) +4.

iel

Rappelons que, sans restreindre la généralité, on peut supposer que les A; sont fermés. Comme
A C |J; Ai, on obtient grace a I'inégalité isodiamétrique que

LA <Y LAY <wn S (diam(Ai)) < HV(A) + 6.

: : 2
el el

On obtient que £V (A) < HN(A) par passage & la limite quand 6§ — 0.

Pour montrer l'autre inégalité, on commence par établir que H”Y est une mesure de Radon.
Pour ce faire, on remarque que si Q est un cube de RV, alors diam(Q) = vV NLN(Q)'/". Soit donc
{Qi}ien un recouvrement de A par des cubes. Si § > 0, quitte & subdiviser chaque cubes Q; en
plus petits cubes, on peut supposer que diam(Q;) < d. Par définition de la mesure de Hausdorff, il
vient

oo . ) N N
H'(A) Swn ) (d“;@)> = wy (“f) > £MQi).
=0

i=1

Par passage a Uinfimum parmi tous les recouvrements {Q;};cn de A et par passage & la limite
quand § — 0, il vient HV (A) < OnLN(A), ce qui montre effectivement que HY est finie sur les
compacts et donc que HY est une mesure de Radon.

Soit U un ouvert contenant A et § > 0. Pour tout = € A, il existe g, € (0,8/2) tel que B,(z) C U
pour tout g < g, de sorte que F = {B,()}zcA, 0<p<p, forme un recouvrement fin de A. D’apres
le théoréeme de recouvrement de Besicovitch (Corollaire 1.4.2), il existe une famille dénombrable
{By}ren C F de boules fermées deux & deux disjointes, de diametre plus petit que & et contenues
dans U telles que

HY (A\ GBk> =0.
k=0

Par o-sous additivité de Hf;v il vient

Par régularité extérieure de la mesure de Lebesgue et passage a la limite quand § — 0, il vient
HN(A) < LN (A). O

Remarque 3.3.3. Le résultat précédent montre que, pour tout s < N, la mesure de Hausdorff
H® n’est jamais une mesure de Radon dans RY
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3.3.2 Mesure de surface et formule de ’aire

Nous nous intéressons & présent & linterprétation de la mesure de Hausdorff H* pour k € N
avec 1 < k < N — 1. La formule de aire va nous permettre de montrer que H* coincide avec
la mesure de volume sur les sous-variétés de dimension k& dans RY. On rappelle la définition des
sous-variétés de RY.

Définition 3.3.4. Un sous ensemble M C RY est une sous-variété de R de dimension k et de
classe C' si, pour tout xo € M, il existe un voisinage V' de xy dans RY, un voisinage U de 0 dans R¥
et une fonction f: U — V de classe C! et injective telle que f(0) = zo, V£(0) est une application
linéaire injective de RF dans RY et f est un homéomorphisme de U sur M N'V. On appelera f un
paramétrisation locale de M en xg.

Remarque 3.3.5. Notons qu’une application linéaire L : R¥ — R (avec k < N) est injective
si et seulement det(L? L) > 0. En particulier, comme le déterminant est une application continue,
on peut supposer dans la définition précédente que V f(z) est injective pour tout = € U, quitte a
diminuer 'ouvert U.

De méme, quitte a réduire encore I'ouvert U, on peut également supposer que la fonction = —
Vf(z) est bornée sur U de sorte que, par le théoreme des accroissements finis, la fonction f est
Lipschitzienne sur U.

Théoréme 3.3.6 (Formule de laire). Soient U C R* et f : U — RY (avec k < N ) une fonction
Lipschitzienne, de classe C1 et injective telle que, pour tout x € U, Vf(x) est une application
linéaire injective de R* dans RN . Alors pour tout ensemble Borélien E C U, on a

k = € xr X xZ.
HEE) = [ \Jaeu(V @) 9 1(a) d

Démonstration. Etape 1. Commencons par établir que f(E) est H*-mesurable. Par régularité
intérieure de la mesure de Lebesgue, il existe une suite de compacts K; C E telle que £L¥(E\ K;) —
0. Par conséquent, f étant de classe C!, il vient

H* (f(E) U f(Ki)> < HF (f (E\ U K>> < [Lip(f)]Fc* (E\ U Ki> =0.
i=0 i=0 i=0
Comme [ est continue et K; compact, f(K;) C RY est compact et |J; f(K;) € B(RY). Par

conséquent f(E) est H*-mesurable comme union d’un ensemble Borélien et d'un ensemble de
mesure H* nulle.

Etape 2. Supposons d’abord que f = L est une application linéaire injective. On utilise la
décomposition polaire pour décomposer L = O o S ot S : R¥ — R¥ est une application linéaire
inversible, symétrique, définie positive et O : R¥ — RN est une application orthogonale. En
effet, Papplication linéaire LTL : R* — R* est inversible (car injective), symétrique et définie
positive. Par le théoréme de décomposition spectrale, il existe une base orthonormée {ey,...,ex}
de R* et des réels A\i,...,\; > 0 tels que (LTL)e; = \ie; pour tout i = 1,....k, de sorte que
ITL = Zle Aie; ® e;. On pose alors

k
S = Z \@ei ® e;
i=1

qui définit une application linéaire S : R¥ — R¥ inversible, symétrique et définie positive. Posons

alors O := Lo S™! et v; :== O(e;) = \/%L(ei) € RY. Par construction, {vy,...,v;} forme un

systeme orthonormé de RY ce qui montre que O est une application orthogonale.
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On définit la mesure de Radon positive v(E) := H¥(L(E)) pour tout Borélien E C U. Comme
v(E) < [Lip(L)]*£*(E), on en déduit que v est absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue L£F et le théoreme de différentiation de Besicovitch montre que v = k£* ol

pour Ek—presque tout x € U.
Or
v(By(x)) = H"(L(z) + oL(B1)) = o"H"(L(B1))
d’ou k(z) = H*¥(L(B1))/wy est constante. Montrons & présent que x = \/det(LTL). En utilisant
la décomposition polaire et le fait que O est une rotation (en particulier une isométrie),

_ HY(OoS(E) _ HMNS(E) _ LMS(E)
LK(E) LF(E) LE(E)

car S(E) C R¥ et H* = £* sur R*. En choisissant en particulier
E:Q:{xERk: 0<z-e; <1pourtoutl<i<k}

(le cube unité de R* orienté suivant la base {e1,...,ex}), on a que
S(Q):{yeRk: OSy-ez’S\/)\»ipourtoutlgigk:}

et donc £F(S(Q)) = [1I—, v = det(S) = \/det(LTL) ce qui conclut la preuve de la formule de

l’aire dans le cas linéaire.

Etape 3. Considérons enfin le cas général d'une fonction f : U — RY de classe C' in-
jective telle que V f(z) est injective pour tout z € U. Pour simplifier les notations, on pose
Jp = /det(VfTVf). Soit K un compact tel que K C U. Comme f est de classe C! sur U,
pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que si z, y et z € K satisfont |z —y| < J et |z — 2| < 4, alors

[Jp(x) = Jr)l <& [f(@) = fly) = VI)(y —2)| <elVI() (@ - y)l.

En effet, la premiere condition résulte de I'uniforme continuité de Jy sur le compact K. La deuxieme
condition se démontre par ’absurde sur supposant I'existence de ¢ > 0 et de trois suites {z,, }nen,
{Yn}nen et {zn}nen dans K telles que |z, —yn| < 1/n — 0, |2, — 2,| < 1/n— 0 et oz, —yn|) =
|f(zn) — fyn) = Vf(zn)(@n — yn)| > €0l Vf(2n)(yn — )| On a en particulier que z,, # y, pour
tout n € N. De plus, quitte & extraire une sous-suite (car K est compact), on peut supposer que
Tp = T, Yp — Y, 2n — 2z (avec z =y = 2) et v, = (T, — Yn)/|Tn — Yn| = v avec |v| = 1. D’ou
o(1) > eo|V f(2n)(vy,)| puis par passage a la limite 0 = 9|V f(x)(v)|. Par conséquent, v € SN¥~!
appartient au noyau de V f(z), ce qui est impossible par injectivite de V f(x).
En particulier, pour € < 1, on a

1f(@) = f(W)l 2 V@)@ =yl = f(2) = fly) = Vi) =) = (1 =) |VI(2)(y —2)|

et

[f(@) = f@) < IV (@ =yl +1f(@) = fly) = V() —2)] < (1 +8)|[VI(2)(y —2)l.

Soit K = UZ’;I A; une partition Borélienne de K telle que diam(A;) < §. On fixe z; € A; et on
pose L; := V f(z;). Par hypothese L; : R*¥ — R est une application linéaire injective et pour tout
x,y € A,

(I=e)Li(z —y)| < |f(z) = f(y)| < (L +&)|Li(z — ),
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ce qui montre que

1
N h < )
4)) S

En utilisant le fait que f est injective, on en déduit que f(ENK) = J;~, f(ENA;) d’ou

Lipg,a,)(fla; 0 L) < 1+e, Lippa,(Lio (f

HE(F(ENK)) Zyk F(ENA;) Z’Hk “Y(Li(E N A)))
<@ +€)’“ZH’“(Li(EmAZ-)) =1 +s)’€;/m‘i Ji(zi) dx

(1+¢) Z/EM 2)do +e(1+ ) LK)

— (14 /m Tp(@) da + (1 + ) LH(K).

De méme,
r = x o) da k
/EQK z)d Z/ d<Z/ §(21) da + <L¥(K)
_i’}{k EﬂA))—i—E/jk ZH (Lio (fla,) ) f FENA)) + eLF(K)
< ;iﬂ’“(f(EﬁAa)Hﬁ’“(K) L b (f(BNK)) + eLH(K).

(1—efF & T @—o)F

Par passage a la limite quand € — 0, on obtient
HHENK) = [ @)
ENK

puis, en choisissant W = K, ot K,, une suite croissante de compacts tels que |J,, K, = U et en
passant a la limite quand n — oo, on en déduit que

E)):/EJf(x)dx

ce qui conclut la preuve de la formule de I’aire. O

Remarque 3.3.7. (i) Si k = 1, la formule de aire permet de retrouver la formule du calcul de la

longueur d’une courbe
- [ @
E

(i) Sik =N —1et f(z) = (x,a(z)) ott a : R~ — R est une fonction de classe C!, la formule
de laire permet de retrouver la formule de l'aire du graphe de a

HY ' {(z,a(x)): z € E}) = /E V14 |Va(z)|? dz.

Cette formule (de méme que la formule de l'aire en général) reste vraie pour des fonctions a
seulement Lipschitziennes en utilisant le théoreme de Rademacher qui stipule qu'une fonction
Lipschtzienne est différentiable presque partout.
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On rappelle la définition d’espace tangent a une sous-variété ainsi qu'une caractérisation en
terme de paramétrisation locale.

Définition 3.3.8. Soit M une sous-variété de RN de dimension k et de classe C!. Pour tout
xo € M, Vespace tangent & M en xg, noté T, M, est défini par

TpoM = {v € RY : il existe un intervalle ouvert I contenant 0 et
v € CHI;RY) tels que v(I) € M, 4(0) = xo, 7'(0) = v}.

Proposition 3.3.9. Soit M une sous-variété de R de dimension k et de classe C. Alors, pour
tout xg € M, Ty,M est un sous-espace vectoriel de RN de dimension k et si f désigne une
paramétrisation locale de M en xg = f(0), alors

Ty M = V£(0)(RF).

Démonstration. Soit U un voisinage ouvert de 0 dans R*, V un voisinage ouvert de zy dans R
et f: U — V une fonction de classe C!, injective telle que f(0) = xo, Vf(0) est une application
linéaire injective et f : U — V N M est un homéomorphisme. On commence par montrer qu'’il
existe un ouvert W contenant o dans RV et un C'-difféomorphisme ¢ : W — R¥ tels que

(M NW) =p(W)N (RF x {0}). (3.3.1)

En effet, pour tout (z,y) € U x R¥N=* on pose g(z,y) = f(x) + (0,y) ce qui définit une fonction
de classe C! sur U x RN=F. De plus, g(0,0) = x¢ et Vg(x,y)(h1,ha) = VF(x)(h1) + (0, he) pour
tout (z,y) € U x RN=F et tout h = (hy, hy) € RF x R¥N=F_ En particulier V £(0) étant injective, on
obtient que I’application linéaire Vg(0,0) : RY — R est injective et donc bijective. Le théoréme
d’inversion locale montre alors que g est un C!-difféomorphisme local au voisinage de (0,0). En
particulier, il existe donc un ouvert U’ C U contenant 0 dans R*, un ouvert V'’ contenant 0 dans
RY=* un ouvert W contenant o dans RY et un C'-difféomorphisme ¢ : W — U’ x V' tels que

o(f(x)+ (0,y)) = (z,y) pour tout (x,y) € U x V'.

En particulier, en prenant y = 0, on obtient que ¢(f(U")) = (U’ x V') N (R¥ x {0}), ce qui montre
effectivement (3.3.1).

Montrons maintenant que T}, M est un sous espace vectoriel de dimension k dans R™. Si v €
T, M, il existe un intervalle ouvert I contenant 0 et v € C*(I; RY) tels que y(I) C M, v(0) = x et
~'(0) = v. Quitte & restreindre I'intervalle I, on peut supposer que y(I) C W. On peut alors définir
F(t) = p(y(t)) pour tout t € I de sorte que 7 est de classe C* sur I. Comme ~(t) € MNW pour tout
t € I, alors 7(t) € (W) N (R* x {0}) et donc 7' (0) = V(v(0))(/(0)) = V(o) (v) € R* x {0}.
On en déduit que v € (Ve(z)) " H(RF x {0}), soit T,y M C (V(x)) H(RF x {0}).

Pour montrer I'autre inclusion, fixons un élément w € R¥ x {0}. Comme (W) est ouvert
contenant p(xg), il existe € > 0 tel que p(xg) + tw € p(W) pour tout t € (—¢,¢). On définit alors

v:(—ee) — RN
t = 7 (p(wo) +tw)

qui est une fonction de classe C1. Comme ¢(xo) + tw € (W) N (R¥ x {0}) pour tout t € (—¢,e)
et (M NW) = o(W)N[RF x {0}], on en déduit que v(t) € M N W pour tout ¢t € (—¢,¢). De
plus v(0) = xo. Par définition de 'espace tangent, on doit avoir que 7/(0) = V(1) (¢(x0))(w) =
(V(x0)) ™ (w) € Tyy M. On a donc bien établi que V(zo) "1 (R* x {0}) C Ty, M.
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Comme T,, M = (Vp(z0)) "H(R* x {0}) et Vio(20) est une application linéaire inversible de RY
dans R, on en déduit que T, M est un sous-espace vectoriel de dimension k£ dans RY.

Montrons enfin la caractérisation en terme de paramétrisation locale. Soit v € R*, comme U est
un ouvert de R¥ contenant 0, il existe ¢ > 0 tel que tv € U pour tout ¢ € (—¢, ). On définit alors

v:(—ee) — RN
t —  f(tv).

Comme f(U) = M NV, on en déduit que y(t) € M pour tout t € (—¢,¢). De plus, la fonction
7 est de classe C! et satisfait v(0) = f(0) = x¢. Par définition de l’espace tangent, on a 7/(0) =
Vf(0)(v) € Ty, M, ce qui montre que Im(V £(0)) C Ty, M. On sait déja que T, M est un sous espace
vectoriel de dimension k dans RY. Comme, par ailleurs, V£(0) : R¥ — RY est une application
linéaire injective, on en déduit que Im(V f(0)) est un sous-espace vectoriel de dimension k dans
R¥M. On a donc montré que Ty, M = Im(V £(0)). O

Il est possible de caractériser 1’espace tangent en terme de limite faible* de mesure.

Proposition 3.3.10. Soit M une sous-variété de classe C' de RN de dimension k. Pour tout
xo € M, la famille de mesures {fizy.0}o>0 définie par

1 xr — g
/RN Cdpig, o = vG /M @ ( . ) dH*(x)  pour tout ¢ € C.(RY),

converge localement faible* dans Mioe(RN) vers la mesure 'H’“I_TmOM,

Démonstration. Soit xo € M, U un voisinage ouvert de 0, V un voisinage ouvert de zy dans RY
et f:U — V une fonction de classe C!, injective telle que f(0) = zo, V£(0) est une application
linéaire injective et f : U — V N M est un homéomorphisme. Pour tout ¢ € C.(RY), on considere
0 > 0 assez petit de sorte que zg + o Supp(¢) C V, d’ou

1 T — o 1 T — Zo
diiy :7/ ( )d?—lk:c:/ ()d’)—lkm.
/RN@ pove =75 [0 (= @ =g [ o (2)

D’apres la formule de 'aire et la formule de changement de variable, on obtient en posant J¢ :=
det(VfTVf)

/RN @ dptzg,p = 917/(]90 (f(y);f(o)) Jr(y)dy = /Rk 1y (02)¢ (M) Jy(0z) dz.

Comme U est ouvert, ¢ est continue et f est de classe C!, il vient pour tout z € R¥,

uo(z) = 1u(02)p (f‘“g‘f(o)) T5(02) — 9(VF(0)(2)) T (0).

Afin de passer a la limite sous le signe intégral, il convient de montrer que u, satisfait la propriété
de domination. Par injectivité de V f(0), on a que

m= min |Vf(0)(w)| >0.

weSN—1

La différentiabilité de f en 0 montre que pour tout £ € (0,m/2), il existe rg > 0 tel que pour tout
y € By,

[f () = FO = [VFO) W) —elyl = (m —e)ly| = %th
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Par ailleurs, 'injectivité de f montre que

o= nt 1) = (0] >0

de sorte que, pour tout y € U,

) = FO)] > Ayl o A= mn{gldmw)}

Soit R > 0 tel que Supp(¢) C Bg. Alors, Supp(u,) C Bgr/x et donc |uy| < [|¢llocllJflloc 1By -
Nous sommes alors en mesure d’appliquer le théoreme de la convergence dominée qui implique que

o(x) dHE (z) = / o dH",

Ty M

/RN @y — /]Rk ©(Vf(0)(2))J¢(0)dz = /v

F(0)(R¥)

ot 'on a de nouveau utilisé la formule de I’aire appliquée a application linéaire z — V f(0)(z). O

3.4 Ensembles rectifiables

Nous allons a présent introduire la notion d’ensemble rectifiable qui généralise celle de sous-
variété et sur laquelle il est toujours possible de définir un plan tangent au sens de la mesure.

Définition 3.4.1. Un sous ensemble M de R est (dénombrablement) H*-rectifiable s'il existe un
ensemble exceptionnel Z C RY tel que H*(Z) = 0 et des sous-variétés M; de RY de dimension k
et de classe C! tels que

Mc|JMuz
i€N
Définition 3.4.2. Soit M C RY un ensemble H"-rectifiable tel que H*(M N K) < oo pour tout
compact K C RY et 2y € M. Pour tout ¢ > 0, on définit la mesure y, , par

1 _
/RN Cdg, o = G /M<p <x on) dH*(z) pour tout ¢ € C.(RY).

On dit que M admet un espace tangent approché en x s’il existe un sous-espace vectoriel 7, de
RYN de dimension k, tel que fi, , — HFL 7, localement faible* dans M,.(RY).

Théoréme 3.4.3. Soit M C RY un ensemble H¥-rectifiable tel que H*(M N K) < oo pour tout
compact K C RN, Alors, M admet un espace tangent approché en H*-presque tout x € M et

HF (M N By(z))

_ k
- =1 H"-p.p. tout x € M.

lim

=0 Wk 0
Démonstration du théoréme 3.4.3. Sans restreindre la généralité, on suppose que HF(M) < oo.
On écrit M sous la forme M C |J;cy M; U Z, ot H*(Z) = 0 et, pour tout i € N, M; est une
sous-variété de RV, de dimension k et de classe C'. On sait déja d’apres la Proposition 3.3.10 que
pour tout i € N, tout 2y € M; et pour tout ¢ € C.(RY),

]_ _
7/ @(z ﬂ30>d’hl'“(96)% @ dH",
0" Jwm; Y Ty M;
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On sait par ailleurs d’apres la Proposition 3.2.7 que pour tout i € N, il existe un ensemble Z; C R
(indépendant de ) tel que H*(Z;) = 0 et, pour tout zo € (M N M;)\ Z;,
H*(By(z0) N (MAM;))

—0
oF

et donc, en particulier pour tout ¢ € C.(RY),

1 _
—k/ @(x xo)d?{k(a:)—ﬂ).
0" JMmam; o

Par conséquent, pour tout o € (M N M;)\ Z;, on a

1 T — X0
/ wdum,g=7€/ @( >dﬂk(w)—> o dH".
RN 0" JmMm Y Tuo M;

Soit donc Z, := ZU|J; Z; qui satisfait #*(Z,) = 0. On a donc montré que pour tout zoy € M\ Z.,
il existe un sous-espace vectoriel 7, de RY de dimension k tel que p, , — H¥L 7, localement
faible* dans Mj,.(RY). Comme en particulier H* (7., N 0B;) = 0, on en déduit que

H*(B,(w0) N M)

Qk :/u‘fbo,Q(Bl) %Hk(wmomBl) = Wk,

ce qui conclut la preuve du résultat. O
La proposition suivante établit une propriété de localité de ’espace tangent approché.

Proposition 3.4.4. Soient M, et M, deux ensembles H"-rectifiables tels que H*(M; N K) < oo
et HF (Mo N K) < 0o pour tout compact K C RN . Alors, pour H*-presque tout x € My N M,

T, M, =T, M.

Démonstration. On suppose sans restreindre la généralité que HN 1 (M) < oo et HVN 1 (M,) < oc.
D’apres la Proposition 3.2.7, pour H*-presque tout 2 € M; N M, on a

HE(My AMy) 1 By()

;13% o =0.
Par conséquent, pour tout ¢ € C.(RY), si Supp(yp) C Bg, on a
1 - 1 - F(MiAM) N B
0" Jn 0 0" J s, o o

Comme T, M existe H*-p.p. tout € M, et T, My existe H*-p.p. tout x € M, on en déduit que
T, M, = T, My H*-p.p. tout z € M; N M. 0



o4

CHAPITRE 3. MESURES DE HAUSDORFF



