Chapitre 5

Propriétés fines des fonctions a
variation bornée

Dans ce chapitre, Q C RY désigne un ouvert et u € BV ().

5.1 Différentiabilité approchée
D’apres le théoreme de différentiation de Besicovitch, on peut décomposer la mesure Du en
Du = D% + D%u

ol D% est une mesure absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue £V et D%u
est étrangere par rapport a £V. Le théoréme de Radon-Nikodym donne l'existence d'une densité
Vu € LY(;RYN), appelée gradient approché, telle que

D% = Vulh.
De plus, le théoreme de différentiation de Besicovitch montre que

Du(B,(z))

~ pour LN -presque tout z € Q.

Vu(z) = lim
=0 wno

Le résultat suivant caractérise le gradient approché d’une fonction BV'.

Théoréme 5.1.1 (Calderon-Zygmund). Pour LN -presque tout x € Q, on a

1 lu(y) —uw(@) —Vu(z) - (y—=)| ,
/Bg(z) P dy = 0.

Démonstration. Soit x € Q) tel que

(8) lim /B ) ute)ldy =0

©) Jim o [ 19u) - Vutw)ldy =0
g 2B
0—0 Y
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D’apres le théoréme des points de Lebesgue et comme les mesures |Du| et £V sont étrangeres, il
g’avere que £V -presque tous les points z € Q satisfont ces propriétés.

Supposons sans restreindre la généralité que = 0. Soit g9 > 0 assez petit de sorte que B, (0) C
Q. Pour e < eggety e :={ze€ Q: dist(z,00) > £}, on considere la convolution u.(y) :=
(u*n:)(y). D’apres le théoréme fondamental de I’analyse, on a

wely) = ue(0)+ / Vus(ty) - ydt

ue(0) + Vue(0) -y + / (Ve (ty) — Vaa(0)] -y dt.

Pour ¢ < &g, on multiplie cette égalité par ¢ € Cl(B,(0)) avec |p| < 1 et on obtient d’apres le
théoréme de Fubini et la formule de changement de variables

/B o, Pl ~ue0) = Vu-(0) 3] dy

-
o sVt /g

Par suite, on a pour tout s € (0,1),
0) = [ e () e vay=— [ aiv (o (4)0) e dy
- - /BSQ@ div (90 (%) y) u(y)dy = /B o ¢ (%) y - dDu(y)

se

= oo Qv [ o ()t

De plus, d’apres les propriétés de la convolution de mesure, on a pour tout s € (0,1),

o P (%) [Vue(y) — Vue(0)] - ydyds. (5.1.1)

se

ge(s) 0

< - Vue(y)| dy
SN W Jp V0@

0

< %[ | nw-sdpie)d
87 B, (0) / Ba(y)
Y

<%0 1y — ) dy dIDul (2
§ Bis+:(0) Y Bso(0)NB:(2)

min{(so)V, eV
= C%|Du|(Bsg+e(o))

omin{(s0)", =)

< v (sete) <C,

ol on a utilisé (b) et (¢) dans avant derniere inégalité. Par convergence dominée, il vient alors
que

1
1 Yy

I\v cudud

/0 sN+1 /Bw(o)%o(s> uc(y) - ydyds

1 1 y 1 1 Y
— —_ 2V . = - dD? . 1.2
/0 SN+1 /BSQ(O) (2] <S) U(y) ydy ds + /0 gN+1 /E;SQ(O) ¥ (8) Yy d u(y) ds (5 )
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Par ailleurs, comme 0 est un point de Lebesgue de u et Vu, on en déduit que u.(0) — u(0) et
Vu:(0) = Vu(0). Par passage & la limite quand £ — 0 dans (5.1.1) et en utilisant (5.1.2) ainsi que
(a) et (b), on en déduit que

/B o, PI) ~(0) = Vu(0) -yl dy

< —_— = - dyd dD*u(y) dt
_/0 sN+1 /Bsg(o)so s [Vuly) = Vu(©)] -y dy S+/ N“/ y )
Deu|(B
< OQ/ / |Vu(y) u(0)|dyds+CQ/ Mds.
0 B, (0) 0 S

En passant au supremum parmi toutes les fonctions ¢, il vient

1
W /BQ(O) lu(y) — u(0) — Vu(0) - y| dy

1o y ) ; |[D*u|(Bs,(0))
gc/o (se)N/Bst)'v (y) — Vu(0)| dy d +c/ e s

Par passage a la limite quand ¢ — 0, on obtient bien la propriété souhaitée. O
La proposition suivante traduit une propriété de localité du gradient approché.

Proposition 5.1.2. Soient u et v € BV(Q). Alors
Vu=Vv LN-p.p. sur{u=0v}

Démonstration. Soit xg € {u = v} un point de Lebesgue de u et v tel que u(zg) = v(xo),

lim — 1 / [u(y) — u(xo) — Vu(zo) - (y — x0)| dy =0,
0=0 0N g (20 o
lim i/ [v(y) — v(xo) — V(o) - (y — o) dy =0
=0 0" JB,(20) 0
et N
0—0 WNO

Notons que L¥-presque tous les points 7o € {u = v} satisfont ces propriétés.
Pour z € By, posons

ug(2) = u(xo + 02) — u(sco)7 vo(2) = v(xo + 0z) — v(xo)

0 [

de sorte que u,(2) — Vu(zg) - 2 et vy(2) = Vo(xg) - 2 dans L'(By; RY). En particulier, u,y(z) —
vo(2) = Vu(zg) - 2 — Vu(zo) - z en mesure dans By et donc, pour tout € > 0, on a

N{ze By : |Vu(zg) -z — Vo(zg) - 2| > e}) < hmsup£ ({lup —vo| > €/4} N By)

Q*}
B
< limsup £{u 7 U]}Vm o(20)) =0.
0—0 Y

On en déduit que Vu(zg)-z = Vu(zg) -z pour LN -presque tout z € By, soit Vu(zg) = Vo(zg). O
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5.2 Continuité approchée

On souhaite désormais aller plus loin dans la compréhension de la structure du gradient d’une
fonction BV.

Définition 5.2.1. On définit les limites approzimatives supérieures ut(x) et inférieures u=(z) en
x € (2 par

ut(z) = inf {t eR: éi_% £ ({u >Qt;{[ﬁ By(x)) _ 0} ’
wiw) = swpfrer: gy SUSIORE L

Remarquons que si ¢t > u™(z), alors

LY({u >t} 0 By(x))

;ii% oV =0,
etsit<u (x),ona
gij}}) LN ({u <Qt§[ﬂ By(z)) _o.
Lemme 5.2.2. Les fonctions ut sont Boréliennes sur ).
Démonstration. En constatant que u~ = —(—u)™, il suffit de montrer que u™ est Borélienne. On

remarque d’abord que u™ () < s si et seulement s’il existe un ¢t € Q avec ¢ < s tel que

LN {u >t} N B,(x))

o =0.

lim
0—0 o

Par conséquent

LY ({u >t} N By(x)) _ 0} |

N

{ut <st= {:ceQ: lim

—0
teQ, t<s @ e

Comme Dapplication z — LY ({u > t} N B,(z)) est Borélienne et o — LN ({u > t} N By(z)) est
continue, on en déduit que

LY {u >t} N B,(x))
N

yol tynB
z — lim ({u > ]%[ o(®)) = lim
0—0 0 0—0,0€Qt 0

est Borélienne, ce qui montre que {u™ < s} est un Borélien de 2, et donc que u™ est une fonction
Borélienne sur €. U

On a toujours I'inégalité u™(x) < ut(x). Si u™(z) = ut(z), on notera u(z) la valeur commune
et on dira que x est un point de continuité approché pour u. Dans ce cas, @(x) satisfait pour tout
e >0,

LN (By(x) N {Ju — a(x)| > })
lim ~ =0.

0—0 Y
En particulier, si x est un point de Lebesgue de u, alors x est un point de continuité approché car

LY (By(x) N {lu—a(@)| >}) _ 1

< — u(y) — u(z)|dy — 0.
5 < g [, ) i@l ay
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On déduit du théoreme des points de Lebesgue que u(x) = ii(x) pour LN -presque tout x € Q.
Autrement dit, en notant

Sy ={reQ: u (z) <ut(z)}
I'ensemble singulier de u, on a LN (S,) = 0.

Théoréme 5.2.3. L’ensemble S, est Borélien, dénombrablement HN ~1-rectifiable et o-fini pour la
mesure HN 1. De plus, il existe une fonction Borélienne v, = Sy, — SN~ telle que pour L -presque
tout t € R,

Vu = Viyst} HN L presque partout sur S, N O*{u > t}.

Démonstration. Les fonctions u* étant Boréliennes, on obtient immédiatement que S, est Borélien.
D’apres la formule de la co-aire, les ensembles {u > t} sont de périmetre fini pour £!-presque
pour tout ¢ € R. Par ailleurs, les ensembles {u = t} étant deux & deux disjoints, on a également que
LN ({u = t}) = 0 pour L -presque tout ¢ € R. Par conséquent, il existe un ensemble D dénombrable
et dense dans R tel que {u > t} est de périmetre fini et £V ({u = ¢}) = 0 pour tout t € D.
Siz € J,, il existe alors t € D tel que v (2) < t < u*(z). Par définition des limites approxima-
tives supérieures et inférieures, on a
LN {u >t} N B,(z))

lim sup ~ >0, limsup
0—0 0 0—0 1

LY({u < t} N By(x))

>0,

d’ott z € O,{u > t}. On en déduit alors que

Suc | 0{u>1t},

teD

ce qui montre que S, est dénombrablement H " ~!-rectifiable. Par ailleurs, comme pour tout ¢ € D,
HN (0, fu > 1)) = HY (0 {u > 1)) = [Dxpusn|(Q) < o,

on en déduit que S, est o-fini pour la mesure #~ 1. De plus, comme pour t € D, on a H¥ 1 (0, {u >
t}\ 0*{u > t}) = 0, I'ensemble Z := ;e p(8:{u > t} \ 8*{u > t}) C Q est un Borélien HV1-
négligeable tel que

Suc o {u>tpuz

teD
Montrons que si s, t € D avec s < t, on a
Viuss}(T) = V{usey (x)  pour tout x € 0" {u > s} N 0" {u > t}.

Soit donc zg € 9*{u > s} NI*{u > t}. D’apres le théoreme de De Giorgi (théoremes 4.4.5 et 4.4.7)
les normales approchées vy, 43 (20) et Vg, (7o) sont bien définies. On définit les demi-espaces

Hf = {z RV : Fv(ussy (o) - (# — x0) > 0}, HE = {z eRV: +viusy(@o) - (x — 20) > 0}.
Comme {u >t} C {u > s}, le théoreme 4.4.5 montre que

S

NB H+
LN(By N H NHf) = lim Slimﬁ (Bo(wo) N{u>s}NHY)

LN(By(xo) N {u>t}NHT)
0—0 QN o—0 QN

=0

et

N — N —
0—0 0 0—0 0
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1l vient alors que H¥ = HE et donc que V{us>s}(Z0) = V{u>¢}(20). On a donc montré que pour
tout z € S, \ Z, il existe un vecteur unitaire v, (z) € SN tel que v, (#) = v{yse(z) sit € D et
x €S, No*{u >t}

Sit & D et {u > t} est de périmetre fini dans €, on peut trouver t; et to € D tels que t; < t < to.
En raisonnant comme précédemment, on montre que pour tout = € 9*{u > t1}NO*{u > t}Nd*{u >
ta2}, on a

Viu>t} (z) = V{u>t1}($) = V{u>t2}(x) = v ().
On obtient ainsi une application Borélienne v, : S, — SV~! telle que pour £'-presque tout ¢ € R,
Vu = V{ust} HNLp.p. sur S, NO*{u > t}. O

+

Montrons a présent que les fonctions Boréliennes u™ sont essentiellement finies.

Proposition 5.2.4. Pour HN'-presque tout x € Q, on a
—o0 <u (z) <ut(z) < +o0.

Démonstration. Etape 1. Montrons que HY "1 ({u~ = +o0}) = H¥ 1 ({ut = —}) = 0. Comme
ut = —(—u)7, il suffit de vérifier que HY "1 ({u~ = +0}) = 0.

Soient U C R™ un ouvert borné tel que U C Q et V un ouvert tel que U C V C V C Q. Soit
¢ € C*(RY) une fonction telle que 0 < ¢ < 1 dans RV, ¢ = 1 sur U et Supp(p) C V. On pose
vi=pu € BV(RN) qui est donc & support compact K, avec v+ = u® sur U.

Soient By = {x € RN : v(z) >t} et F; := {z € RN : v~ (z) > t}. Comme LV (S,) = 0, on en
déduit que v = v~ LN-p.p. dans R si bien que E; et F; different d’un ensemble £V-négligeable.
Par conséquent, on a P(F;,RYN) = P(E;, RY) et par la formule de la co-aire,

/ P(F;,RY)dt = |Dv|(RY) < oo,
R

ce qui montre que
lim inf P(F;, RY) = 0.
t——+o00

Comme v est & support compact K, il existe d > 0 tel que pour tout o > d, tout z € RY et tout
t >0,

LN(By(x) N Fy) < LN(K) Pt
wn oV T owneN T8
Par ailleurs, si v~ (z) > ¢, il vient par définition de v~ (x) que

lim =1 =1.
0—0 ngN 0—0 wNQN
N
Par continuité de la fonction g — %ﬁm, il existe o(z) € (0,d) tel que

1
LY (B (2) N Fy) = ZWNQ(@N

et I'inégalité isopérimétrique relative montre alors que

OnIDXE| By (@) = (7)™ o)V
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La famille 7 = {EQ(E)(x)}me r, forme un recouvrement de F; et le théoreme de recouvrement de
Besicovitch montre I'existence de { sous-familles F7, ..., F¢ dénombrables et disjointes telles que

Ftco U B

i=1 BEF;

Par conséquent,

: diam(B) Nt
N 1
M <3 3 e (5
i=1 BEF;
€
ZZ\DXF, ) < ddDxp|(RY) = ¢ P(F, RY) = 0

quand ¢ — +oo, d’ott Hay '({v™ = +oo}) = 0. Pour tout £ > 0 il existe donc un recouvrement
{A;}ien de {v™ = 400} tel que diam(A4;) < 2d pour tout ¢ € N et

=, [ diam(A;) Nt
3 ()

L’inégalité précédente implique que diam(A4;) < 2(w1\;€,1)ﬁ = §(g) de sorte que Hé\gg)l({v_ =

+00}) < € et donc HYN 1 ({v™ = +o00}) = 0 par passage a la limite quand ¢ — 0. Comme v~ = u~
dans U, on en déduit que HN~1(U N {u~ = +oc0}) = 0. En considérant une suite croissante
d’ouverts {U, }nen telle que U,, C U, et U,, Un = Q, on en déduit par passage a la limite quand
n — oo que HY"1({u™ = +c}) = 0.

Etape 2. Montrons que vt —u~ < oo H¥~!-p.p. dans Q.
Comme S, est o-fini pour la mesure %Y~ on peut appliquer le théoréme de Fubini & la mesure
produit KV ! ® £! sur S, x R qui implique que

HN @ LY ({(x,t) € Sy xR: u™(z) <t <ul(z)}
= / (ut —u”)dHN T = / HNY{z e Sy u(z) <t <ut(x)})dt.
Su R

Orsiu™ (z) <t <u'(x), alors x € d,{u > t} et donc, d’apreés la formule de la co-aire,
|t =y an < [ W o> = [ IDxgueal@) di = Dul(@) < .
S R R

ce qui montre effectivement que u™ — u~ < oo HY 1-p.p. dans Q.

Etape 3. Onaut = (ut —u")+u~ < +oo H¥ " Lpp.dans Qet u™ = —(ut —u")+ut > —c
HN—1p.p. dans Q. O

On décompose a présent la partie singuliere D*u en
D%y = Dy + D¢u,

ot DVu := D%ul_S, est la partie saut de Du et D := D*ul_(Q2\ S,) est la partie Cantor de Du.
Remarquons que, du fait que £V(S,) = 0, alors D/u = Dul_S,,.
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Théoréme 5.2.5. La partie saut D7u de Du est absolument continue par rapport ¢ HN 1 et on
a la représentation
Diu= (ut —u ), HN LS,

De plus la partie Cantor Du est étrangére par rapport & HN =1, i.e.
HYHA) <0 = |D|(A)=0
pour tout Borélien A C .

Démonstration. Pour tout ¢t € R, on notera pour simplifier E; := {u >t} = {z € Q: u(z) > t}.
On remarque d’abord que si x € S, alors

(u™ (z),ut(z)) C{teR: z € . E} C [u (x),u’ ()]

de sorte que L*({t e R: x € 0.E;}) = ut(z) — u™ (z). D’apres la formule de la co-aire dans BV
et le théoreme de Fubini, il vient pour tout Borélien A C €2,

Diu(A) = Du(AﬂSu):/DXEt(AﬂSu)dt
R

- /(/ vE, dHN1> dt
R 0. E:NANS,

= /(/ Vud"HNl) dt
R 0. E:NANS,

= / (/ X{teR: x€d. E+} dt) Uy dHN_l
ANS, R

_ / (u* — u g dHN Y,
ANS,

ce qui montre effectivement que Diu = (ut — u ™), HV 1L S,,.

Si A C Q est un Borélien tel que HY~1(A) < oo, on a en particulier que £V (A) =0 et donc
IDCu|(A) = [Dul(A\ S,) = / HN1(0,E,N A\ S,) dt.
R

Or, siz € 0,E; N A\ Sy, alors u(z) = t. En effet, si t > u(z) = u™ (x), on aurait alors que

LY (> N By))
sy oV

:O7

ce qui contredirait le fait que € J.E;. Par conséquent, ¢ < @(z) et on montre de méme que
t = @(z). Par conséquent,
0.E,NA\S, C{u=t}

et comme les ensembles {@ = t} sont deux & deux disjoints et la mesure HY LA est finie, on en
déduit que
HN Y AN{a=1t}) >0

pour au plus une quantité dénombrable de ¢t € R. En particulier HN 10, E;NA\ S,) < HY-1(AN
{@t =t}) = 0 pour L!-presque tout ¢ € R, ce qui montre bien que |Du|(A) = 0. O
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La dénomination de partie Cantor provient de I'exemple de la fonction de Cantor-Vitali u :
[0,1] — R. 1l s’agit d’une fonction continue et croissante sur [0, 1] qui satisfait «(0) = 0, u(1) =1
et u' =0 L'-p.p. sur (0,1). D’apres I'exemple 2.1.4, il s’agit d’une fonction & variation bornée dans
I'intervalle (0,1) telle que |Du|((0,1)) < 1, dont nous allons montrer que la dérivéee distribution-
nelle est purement de type Cantor. En effet, cette fonction étant continue, on a que S, = ) de sorte
que la partie saut D7u = 0. Montrons par ailleurs que la partie absolument continue D% = 0.
Pour ce faire, on considére la fonction auxiliaire v : [0,1] — R définie par

v(z) = Du((0,x)) pour tout z € [0,1].

Comme u est croissante et bornée, la mesure Du est positive et finie, ce qui montre que v est une
fonction croissante et bornée. Par ailleurs, pour toute fonction test ¢ € C°((0,1)), le théoreme de
Fubini montre que

/ (@) (@) da = / 1 ([ apuw) as= [ 1 ( / ) ) apu(y) = - | " oly) dDu(y).

On en déduit que Dv = Du et comme u(0) = 0 = v(0), il vient que u = v. Par conséquent, comme
v/ (z) = 0 pour L -presque tout z € (0,1), on en déduit que pour L!-presque tout x € (0, 1),

0= lim “@rM-u@ o vlth)—o@) o Dullz )

h—0+ h h—0+ h h—0+ h = Vu(z)

ce qui montre que D%u = 0. On en déduit que Du = DC°u. Par ailleurs, si Du = 0 on aurait

que u est constant sur [0,1] ce qui n’est pas possible puisque u(0) = 0 et u(1) = 1. On peut en

fait montrer que Dy est une mesure portée par la mesure de Hausdorff H*L C ou C' C [0, 1] est
In2

I'ensemble triadique de Cantor et s = {°= est sa dimension de Hausdorff.

Théoréme 5.2.6 (Chain rule). Soit u € BV (Q) et ¢ € C*(R) une fonction Lipschitzienne telle
que ¥(0) = 0 si LN (Q) = co. Alorsv =1 ou € BV(Q) et

Div = (p(ut) —p(u ) HN LS, Vv=14v'(u)Vu, D% =1'(@)D.

Démonstration. D’apres le théoreme d’approximation d’Anzellotti-Giaquinta, il existe une suite
{ug }ren dans C(Q)N BV (Q) telle que uy — u dans LY(Q) et | Dug|(2) — |Du|(R2). En particulier,
v := 1 o uy est de classe C1 sur Q et Vv = 9/ (up)Vug. Comme %(0) = 0 si LY(Q) = oo, on
obtient que v et v € L'(Q). En notant L > 0 la constante de Lipschitz de ¢, on obtient que
|Vug| < L|Vug|. Comme

/Q|vk—v|dx:/Q|w(uk)—¢(u)\dxSL/Sz\uk—u|da:—>O,

on en déduit que vy — v dans L'(Q). Par semicontinuité inférieure de la variation totale, il vient
TV (v,8) < liminf TV (vg, ) = liminf/ |Vug| < Lliminf/ |Vug| dz = L|Dul|(),
k—o0 k—oo Jq k—oo Jo

ce qui montre, du fait que TV (v, ) < oo, que v € BV (Q).

Comme toute fonction ¢ € C}(R) peut s’écrire comme la différence de deux fonctions Lipschitz
1, o € CH(R) avec 1) > 1 pour i = 1, 21, on ne restreint pas la généralité en supposant des le
départ que 1 € C*(R) satisfait 1)’ > 1. Comme v est continue et strictement croissante, on a que

U+ = ¢(U+)a Vo= '(/)(u_)7 S’U = Su; Vy = Vy-

1. 11 suffit de poser ¥2(t) := (1 + ||¢'||o)t €t 1 := 9 + 92
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Par conséquent,
Div=Dvl S, = (v — v ), HN LS, = ((uh) — ¢(u™))v, LHYN LS,

ce qui démontre la représentation de la partie saut.
Soit A C Q un Borélien, d’apres la formule de la co-aire dans BV, on a

Du(A\S,) = Du(A\S.) = [ Dxpusn(A\Su)di

/RDX{“>TZ’71(0}(A \ Su) dt

- / DXusey (A\ S/ (s) ds

/ / ' (8)0 sy () AHN L (2) ds.
R J 0. {u>s}NA\S,

Nous avons déja vu que si x € 9.{u > s} \ Sy, alors 4(x) = s, par conséquent

= "(a(x))v T N=1(2)ds
Du(4\S,) = / /MX}M\S“w(()) sy () AHY () d
- / V' (a()) dDx g, (x) ds
RJA\S,

= T/)/ (71) d.D’LL,
A\S..

ou nous avons de nouveau appliqué la formule de la co-aire dans la derniere égalité. Comme
Duvl_(2\ Sy) = D* + D% et Dul(2\ S,) = D% + D¢u, il vient
D% + D% = ' () D*u + ¢’ (@) D u.

Enfin, comme les mesures D*v — ¢/ (@) D%u et D — ¢'(@) Du sont étrangeres (la premiere étant
absolument continue par rapport & LV et la deuxiéme étant singuliere par rapport a £V), on en
déduit finalement que D% = v’ (4) D% et D = ' () Du. O



