Chapitre 2

L’opérateur Laplacien

L’un des opérateurs différentiels les plus importants est le Laplacien A sur RY défini par
N
Au = Z OZu = divVu.
i=1

Il est utile d’avoir a l'esprit un modele physique lié a cet opérateur. Le plus simple provient
de la théorie de I’électrostatique. Selon les équations de Maxwell, un champ électrique E dans
lespace (un champ de vecteur représentant la force électrostatique par unité de charge) est relié
a la densité de charge f par I'équation divE = f (& condition que les unités de mesure soient
correctement choisies) et satisfait également rotE = 0 (en dimension N, rotE est donné par la
matrice antisymétrique (0;E; — 0;F;)1<i j<n). Cette deuxiéme condition signifie que, du moins
localement, F est le gradient d’une fonction, notée —u, déterminée a une constante additive pres,
appelé potentiel électrostatique. Par conséquent, on a

—AU:f,

de sorte que le Laplacien relie le potentiel a la densité de charge.

2.1 Fonctions harmoniques

Définition 2.1.1. Une fonction u de classe C? sur un ouvert Q C RY est harmonique si elle est
solution de I’équation de Laplace

Au(z) =0 pour tout z € .

Nous verrons plus loin que P'hypothese u € C%(Q) est en fait superflue. Nous allons & présent
établir un certain nombre de propriétés des fonctions harmoniques. Tout d’abord, comme le Lapla-
cien commute avec les rotations, il préserve la classe des fonctions radiales sur laquelle il se réduit
a une équation différentielle ordinaire. On peut alors caractériser toutes les fonctions radiales har-
moniques en dehors de 'origine.

Proposition 2.1.2. Siu(z) = ¢(|x|) pour tout z € RN, alors Au = 0 sur RN\ {0} si et seulement
%
alz| +b si N =1,
wxz) =qaln|z|+0b si N =2,
alz?N +b  si N >3.

9
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Démonstration. Pour tout 1 <i < N et pour tout x # 0, on a,

/ Zg o ‘T12 / ! IZQ
du(z) = ¢ (|x|)m, Ofu(x) = ¢"(|x]) B2 ¢'(l=1) <x| - |x|3) '
Par conséquent,
N -1
Bu(w) = ¢"(ja) + == ()

et Au = 0 sur RV \ {0} si et seulement si ¢”(r) + £=2¢/(r) = 0 pour tout r > 0 ou encore
¢'(r) _ 1=N
o'(r) — v

Ing'(r) = (1= N)lnr +Inc, soit ¢'(r) = cr'=V. Une nouvelle intégration donne le résultat. [

pour tout r > 0. On intégre une premiere fois cette EDO et on obtient alors que

Dans la suite, nous aurons besoin d’intégrer sur des hypersurfaces S qui sont la frontiere de
domaines de RY.

Définition 2.1.3. Soit Q@ C RY un ouvert. On dit que 2 est de classe C* (k € N) si pour tout
x € 09, il existe

—unr >0
— un systéme d’axes de coordonnées {ey,...,ex}
— une fonction v : R¥V=1 — R de classe C*

tels que

Qﬁ QT‘(‘I) = {y € QT‘(x) ‘YN < ’Y(yla e 7yN—1)}7
NN Qr(x) ={y € Qr(x) :yn =1, yn-1)}

ott Q,(z) = {y € RN : |y; — ;] < r pour tout 1 <4 < N}. Si k> 1, la normale unitaire extérieure
aQeny= i, .., yn—1,7W1,.--,ynv—1) = (¢, ¥(Yy')) € 02N Q.(x) est bien définie et est donnée

par
1

W= AP

De plus, si ¢ : RV — R, est une fonction continue dans un voisinage de 052, I'intégrale de bord de
p sur 002 N Qr(z) est définie par

/ pdo ::/ ey, YW NV + V()2 dy'.
a0NQ, () /4] —rr[N-1

(=V(¥), 1).

Si Q est borné, alors 9Q est un compact de RY. Par la propriété de Heine-Borel, on peut alors
trouver un nombre fini de cubes Q; = @, (x;)(pour i = 1,...,m) qui satisfont les propriétés
ci-dessus. Si 61, ...,60,, est une partition de I'unité associée a Q1,...,Qm :

— pour tout 1 <i<m, 0, €CX(Q;) et 0<6; <1;

— Y, 6; =1 sur 99Q;
alors, on définit

m
/ pdo = Z O;pdo.
o0 =7 Joanq;
On peut montrer que cette quantité est indépendante du choix de la paramétrisation, du recou-

vrement Q1,...,Q,, et de la partition de 'unitié 64,...,6,,.

Le résultat suivant est une version N-dimensionelle de la formule d’intégration par parties, bien
connue en dimension 1.
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Théoréme 2.1.4. (Théoréme de la divergence) Soient Q@ C RN un ouvert borné de classe ct
et F: RN = RN un champ de vecteurs de classe C* dans un voisinage de Q. Alors

/QdivF(x) dx :/ F-vdo. (2.1.1)

o0

Si f: RN — R est une fonction scalaire de classe C' dans un voisinage de €,
/ Vi(z)dx = frdo. (2.1.2)
Q o0

Démonstration. Nous démontrons seulement la formule (2.1.2).

Etape 1. On suppose ici que supp(f) C . Soit R > 0 tel que Q C] — R, R[V. Comme f est &
support dans €, on peut ’étendre par zéro & tout | — R, R[Y en une fonction (toujours notée f)
de classe C! sur | — R, R["V. D’aprés le théoréme de Fubini, on a alors que pour tout 1 < j < N,

R
/ 8jfdx:/ 8]fd1':/ (/ 8deifj> dx1~-~dxj,1 diL'J+1dLCN
Q ]—R,R[N ]-R,R[N-1 —R

Or
R
/ 8jfdxj = f((El, e ,$j,1,R,$j+1, e ,.’EN) — f(.’El, N ,ZL’jfl, —R,$j+1, e ,CL’N) = 0
-R
car supp(f) C Q C] — R, R["V. Par conséquent, comme f = 0 sur 02,

/Vfdx:O: frdo.
Q o9

Etape 2. Soit 2 € 9Q, r > 0, Q := Q,.(z) et v € C}(RN¥~!;R) comme dans la Définition 2.1.3.
Plagons nous dans la base {eq,...,ex} donnée par la paramétrisation locale de 9. On note alors

0;f = V[ -e; la dérivée dans la direction e; de sorte que Vf = Zil(ai f)ei. Montrons que

/Vf(y)dy:/ frvdo  pour tout f € CHQ).
Q o

Tout d’abord, on a d’apres le théoreme de Fubini,

v(y")
/8Nf(y) dy:/ </ 3Nf(y',yzv)dyzv> dy'
Q @'+]-R,R[N-1 \J-R

=/ f(y'm(y'))dy’=/ vadaz/ fn do.
2'+]—R,R[N-1 80NQ 90

Par ailleurs, si j # N, et 3 € 2’+] — R, R[N ™1, on a que

(") v(y")
9, (/ f(y’,yzv)dyzv> =f 2W))ov () +/ i f(y yn) dyn.

-R

On integre & présent par rapport & y' € z'+] — R, R[N ~1. Comme f = 0 sur 9Q, le théoréme de
Fubini montre que le membre de gauche s’annule et donc que

~v(y")
0= / S AN dy' + / ( / ajf<y',yN>dyN> ay,
@' +]—R,R[N -1 @/ +]—-R,R[N-1 \J-R
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soit
/3jf(y)dy=/ ijdUZ/ frjdo.
Q 90NQ o0

Etape 3. Soit Q1,...,Q,, un recouvrement de 92 par des cubes satisfaisant les propriétés de
la Définition 2.1.3. On considere également un ouvert w tel que w C Q2 et

QCMUGQZ‘.
i=1

Soit 0y, 01, ...,0N une partition de I'unité associée a w, @Q1,...,Qm :
— g € C(w), 0 <y <1et, pour tout 1 <i<m, 6; € CX(Q;) et 0<0;, <1;
— 3,0 =1sur Q.
Comme f =", 6;f dans Q, on a que

QNQ;

/QVf(m)d:c:/wV(ﬁof) dx+§:1/ V(0: f) dz.

D’apres Pétape 1, du fait que supp(fof) C w C] — R, R["V, on en déduit que

/ V(6o f)dz = 0. (2.1.3)

Si1<i<m,comme6;f € CQ;), on peut appliquer 1’étape 2 pour obtenir que

/V(Oif)dx:/ 0; fvdo. (2.1.4)
Q a0

En regroupant (2.1.3) et (2.1.4), il vient

/QVfd:cg/ﬂvwif)dxi/m@ifudo/mfyda,

ou l'on a utilisé le fait que sur 99, 6y = 0 et donc 221 0; = 1. O

Théoréme 2.1.5 (Formules de Green). Soient Q) C RNiun ouvert borné de classe C* et u,
v:RY — R des fonctions de classe C*> dans un voisinage de Q. Alors

/ (vAu+ Vu - Vov)de = / vo,udo,
Q 0

et

/ (vAu + uAv) dz = / (vO,u — ud,w) do,
Q a0

ot O,u=Vu-vetd,v=Vov- .

Démonstration. Pour la premiere formule de Green, on applique le théoreme de la divergence au
champ de vecteurs F' := vVu. Pour la deuxieme formule de Green, on applique, la premiere formule
de Green deux fois. O

Une conséquence immédiate de la formule de Green stipule que le flux d’'une fonction harmonique
a travers une surface fermée est nul.
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Corollaire 2.1.6. Siu est harmonique sur Q et w est un ouvert borné de classe C* tel que W C Q,
alors

O,udo = 0.
Ow

Démonstration. On applique la formule de Green avec v = 1. O

Nous allons & présent établir des formules de moyennes de fonctions harmoniques sur des boules.
Pour ce faire, il sera utile de connaitre la formule de changement de variables suivante (quand N = 2
il s’agit du changement de variables en coordonnées polaires et quand N = 3, on retrouve la for-

mule de changement de variables en coordonnées sphériques). On peut trouver une démonstration
relativement élémentaire dans [4, Section 2.7].

Théoréme 2.1.7. Soit Q C RN un ouvert et u: Q — R une fonction continue. Six € Q et R > 0
sont tels que Br(xz) C §, alors

LR(m)U(y)dy:ARABr(w) w(z) do(z) dr

R R
= / / u(rz) do(z) r¥ ldr = / / u(z 4 rz) do(z) r¥N " dr.
0 JoB;(x) 0 JoB1(0)

Dans la suite, wy désigne le volume (la mesure de Lebesgue) de la boule unité. En utilisant la
formule de changement de variables en coordonnées polaires avec u = 1, on obtient que

1
wy = |Bi] :/ ldx = / o(0B)rN "t dr = U(aBl),
By 0 N

ce qui montre que le périmetre de la sphere unité est donnée par Nwy. Par homogénéité et inva-
riance par translation du périmetre et du volume on a donc

|Br(z)| = wyRYN et 6(0Bgr(x)) = NoyRN L.

Le résultat suivant établit que la valeur moyenne d’une fonction harmonique en un point est
égale a sa moyenne sur n’importe quelle sphere ou boule autour de ce point.

Théoréme 2.1.8 (de la valeur moyenne). Supposons que u est harmonique sur un ouvert
QCRN. SizeQetR>0 sont tels que Br(x) C €, alors

1 1
u(r) = ———— u(z)do(z) = u(y) dy.
@) = N ) = e [ty

Démonstration. Montrons d’abord la premiere identité. Quitte a translater, on peut supposer que
x = 0. On utilise la formule de Green avec sur 'ouvert U := Bg\ B, (0 < r < R) avec v(y) = ¢(|y|)
oug(r)=rsiN=1,¢(r)=InrsiN=2et ¢(r) = % si N > 3. Comme d’apres la Proposition
2.1.2, u et v sont harmoniques sur U, on obtient

/ (vo,u — udyv)do = 0.
U

Comme QU = OBRr U OB, et v(z) = & sur 0Bg et v(x) = — sur 0B, (le signe moins est di a

Porientation de B, qui est opposée a celle de dBR), l'expression précédente devient

o(R) dyudo — ¢'(R) / udo — ¢(r) dyudo + ¢'(r) / udo = 0.

OBRr OBRr OB, 9B,
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En utilisant le Corollaire 2.1.6, il vient que

leN/ udcr:rlfN/ udo.
OBRr 0B,

Comme u est en particulier continue, on peut faire tendre r — 0 de sorte que

Rl_N/ uwdo = lim rl_N/ udo = Nwyu(0).
9Br aB,

r—0

En intégrant 'identité précédente par rapport a R et en utilisant la formule de changement de
variables en coordonnées polaires, on obtient également que

/BR u(y) dy = /OR /8& u(z)do(z) dr = Nwy (/ORTN_l dr) w(0) = wx BN u(0),

ce qui termine la preuve du théoreme. O

Nous avons également une réciproque au théoréme de la valeur moyenne.

Théoréme 2.1.9. Soit u une fonction continue sur un ouvert  telle que pour tout x € 2 et tout
r >0 tels que B.(x) CQ,

1
u(x) = Nowr¥-T /{)Br(x) u(z) do(2).

Alors u € C*(Q) et u est harmonique sur €.

Démonstration. Soit ¢ € C°(By) telle que ¢(z) = ¢(|z|) avec ¢ € CP(R) et fBl o(y)dy =

Nwy fol Y(r)rN=tdr = 1. Pour tout € > 0, on pose ¢.(y) = e Vop(y/e) et Q. = {z € Q :
dist(z,09Q) > €}. Si z € ., comme B.(z) C Q, on en déduit que la fonction y — ¢-(x — y) est
supportée dans B.(x) C Q et on a

1
= U xr — = u(xr — = u(x —rez PrN"Ydo(z2) dr.
wte) = [uocta vy = [ we-zpowiay= [ [ uta-reautas)a

En changeant de variables et en utilisant ’hypothese, on obtient que

1
/331 u(z —rez)do(z) = (re)v1 /aBTE(z) u(z)do(z) = Nwnu(x),

ce qui implique que

ue(z) = Noyu(z) / v e = uta) [ oty dy = (o)

Comme u. € C®(.), on en déduit que u € C*(f).) également. Puis, £ étant arbitraire, il vient
que u € C*(Q).
Par la propriété de la valeur moyenne, si x € )., on a

d
0=— / u(z +ry)do(y) = Vu(z +ry) -y do(y)
dr 6B1 8Bl
= Vu(z + z) - ZpN-1 do(z) :rN*I/
r

dyudo = N1 / Au(y) dy,
OB, 9B, (z)

B, (z)

ou l'on a utilisé la formule de Green dans la derniere égalité. Comme Awu est continue sur {2, on en
déduit que pour tout z € , Au(z) = 0, ce qui établit que u est harmonique dans €. O
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De facon générale, il est possible d’étendre la notion de fonctions harmoniques aux distributions.
Rappelons au préalable quelques notions de la théorie des distributions.

Définition 2.1.10. Soit @ C RY un ouvert. Une distribution T' € D’(Q2) est une forme linéaire
continue sur C2°(£2) au sens suivant :
— Linéarité : soient A\, u € R et ¢, ¥ € C°(Q), alors

(T, Ao + pp) = MT, ) + (T, 9);

— Continuité : si (¢n)nen est une suite de fonctions de C°(2) et ¢ € C2°(Q) sont tels ¢, — ¢
dans C°(Q) (i.e. il existe un compact K C € tel que Supp(y) C K, Supp(p,) C K pour
tout n € N et 9%p,, — 0% uniformément sur K pour tout multi-indice o € NV), alors

(T, n) = (T, ).

A titre d’exemple, toute fonction f € Li () définit une distribution Ty € D’(£2) par la formule

loc

(T, ) = / fedx  pour tout ¢ € C°(Q).
Q

En effet, la linéarité est une conséquence immédiate de la linéarité de 'intégrale et la continuité
résulte du théoreme de la convergence dominée. Un autre exemple important est celui de la masse
de Dirac 69 € D'(Q) définie par

(00, 0) = ©(0) pour tout p € C°(£).

L’un des avantages des distributions réside dans le fait qu’il est possible de définir une notion
de dérivée a tout ordre via une généralisation de la formule de Green. En effet, si f : & — R est
une fonction réguliere on a par applications successives de la formule de la divergence : pour tout
multi-indice a« € NV et tout ¢ € C°(9),

[ ryin == [ @ pedn

Cette formule est a la base de la définition suivante.

Définition 2.1.11. Soit T € D'(Q) une distribution. Pour tout multi-indice o = (v1,...,an) €
NV, on définit la distribution 9°T € D'(Q) par

(09T, @) = (=1)I*NT,8%¢)  pour tout ¢ € C°(1),
oula|=a1+ -+ an.
Nous sommes & présent en mesure de définir la notion de distribution harmonique.

Définition 2.1.12. Soit @ C RY un ouvert et T € D’() une distribution. On dit que 7' est
harmonique sur Q si AT = 0 dans D’(Q), i.e.

(T, Apy =0 pour tout ¢ € C°(Q).

Remarque 2.1.13. Si T = u est une fonction de classe C? sur €2, la formule de Green montre
alors que

0:<T,A<p>:/

uAcpdx:/(Au)god:r,
Q Q

pour tout ¢ € C(2), ce qui montre que Au = 0 sur § et donc que u est harmonique au sens
usuel.
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On peut montrer que toute distribution harmonique sur € est en fait une fonction de classe
C*° sur ). Nous démontrons ci-dessous ce résultat dans le cas ou T est une fonction localement
intégrable.

Théoréme 2.1.14 (Weyl). Soit u € Li () telle que

loc
/ uApdr =0  pour tout ¢ € C°(Q).
Q

Alors u € C*(Q) et u est harmonique sur €.

Démonstration. Soit ¢ € C2°(B) telle que ¢(x) = (|z|) avec 1 € C*(R) et [ ¢(y) dy = 1. Pour
tout € > 0, on pose ¢.(y) = e No(y/e) et Q. = {y € Q: dist(y,dQ) > €}. Si x € Q, la fonction
y — ¢ (x — y) est supportée dans 2. On pose alors

us(x) = / w(y)de(z — y) dy.

Les propriétés standards de la convolution montrent que u. — u dans L] () et également presque

partout (quitte & extraire une sous-suite). On montre par ailleurs que u. € C*(Q¢) et que

Au () = / w(y)Ad.(z — y) dy =0,

autrement dit, que u. est harmonique sur .. Soient x € § tel que u.(x) — u(z) et r > 0 tels que
B,.(z) C . On peut alors trouver un &g > 0 (dépendant de z et r) tel que B,(z) C £, pour tout
€ < g9. D’apres le Théoreme de la valeur moyenne, on a que

1
dy.

Par passage a la limite quand € — 0, on obtient que p.p. tout = € €,

ue () =

1
we)= o [ wwdy

Par conséquent u admet un représentant continu dans la classe d’équivalence des fonctions qui
lui sont égales presque partout. On peut donc supposer que u € C(£2). On est alors en mesure
d’appliquer le Théoréeme 2.1.9 qui assure que u € C*°(2) et u est harmonique sur €. O

La propriété régularisante des fonctions harmoniques peut se quantifier par 'inégalité de Cac-
cioppoli qui controle les dérivées d’une fonction harmonique par des termes d’ordre inférieur. Notons
que cette inégalité (valable pour les fonctions harmoniques ou, plus généralement, pour les solutions
d’EDP elliptiques sous forme divergence) peut étre vue comme une inégalité de Poincaré-Wirtinger
inversée (voir le Théoréme 3.2.8).

Théoréme 2.1.15 (Inégalité de Caccioppoli). Il existe une constante C' > 0 (qui ne dépend
que de la dimension N) telle que pour toute fonction harmonique u sur §Q, tout o € Q et tout
0 < p < R tels que Br(xo) C Q, alors on a

C
|Vu|? da < 7/ (U — gy r)?* de,
/Bp(xo) (R =p)* JBr(x0) ’

0l Ugy R = ﬁ fBR(xo) u(y) dy est la moyenne de u sur Br(xg).
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Démonstration. Soit ¢ € C°(Br(xo)) telle que 0 < ¢ <1, ¢ =1 sur B,(xz) et |Vo| < C/(R—p),
ot C > 0 est une constante ne dépendant que de N. Comme ¢*(u — uz, r) € C2°(Bgr(xo)), on en
déduit de la formule de Green que

0= 7/ @2(u7uzo7R)Auda::/ V(cpz(ufummR))oVudz
BR(I()) BR(JZ())

= / ¢2|Vu|2 dx—|—2/ W(U_Ugc(,,R)VQO'vudJS.
Br(zo) Br(zo)

Par conséquent, d’apres l'inégalité 2ab < ea? + %, il vient

/ O*|Vul? do = 72/ ©(u — Ugy )V - Vudz
Br(zo) Br(zo)

1
Sa/ ©%|Vul? dx + f/ (u—uxo’R)Q\V<p|2 dx
BR(ZE[)) € BR(:EO)

C
SE/ <p2Vu2dx+7/ (u—uxD,Rde.
Br(zo) | | e(R— p)2 Br(zo0) )

En choisissant € = 1/2 et en utilisant le fait que ¢ = 1 sur B,(z), on en déduit que

C
VU,de S 7/ (u_ua;o,R)Q d$7
/Bp(mo) [Vl (R—p)? Br(zo)

ce qui démontre I'inégalité souhaitée. O

Une conséquence de 'inégalité de Caccioppoli concerne des propriétés de décroissance de la
norme L? d’une fonction harmonique localisée sur une boule, en fonction du rayon de la boule.
Ce type d’estimations mesure la régularité des fonctions (voir par exemple la Définition 4.1.2 des
espaces de Campanato). Elles sont liées & des propriétés de monotonie et sont souvent & la base de
théories de régularité.

Corollaire 2.1.16. Il existe une constante C > 0 (qui ne dépend que de la dimension N) telle
que pour toute fonction harmonique u sur Q, tout xg € Q et tout 0 < p < R tels que Br(xo) C £,

on a N
/ lu|*dz < C (ﬁ) / |u|? dz
BP(CEQ) R BR(:EO)

N+2
/ U — Uy, p|? deC(%) / |u — gy r|* d.
By (wo) Br(zo)

Démonstration. Notons que les deux inégalités sont immédiates si p > R/2. Sans restreindre la
généralité, on peut donc supposer que p < R/2.
Commengons par montrer la premiere inégalité. Dans ce cas, on a

/ lul? dz < wnp™ sup |u?> <wnp™  sup  |ul? = wnp™ |u(@))?, (2.1.5)
Bp(mo)

B,(z0) Br/2(x0)

olt T € Bg/a(x0). D’apres le théoreme de la valeur moyenne, on a

@ =2 d
w(x) = wdx,
WNRN Bpr/2 (%)
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ce qui implique, d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz,
lu(z)? <

2N
< lu|? de < / lul? d. (2.1.6)
wy RN /BR/z(w) wy RN Br(z0)

La premiere inégalité se déduit de (2.1.5) et (2.1.6).

Concernant la deuxiéme inégalité, d’apres I'inégalités de Poincaré-Wirtinger et la premiere
inégalité appliquée a la fonction harmonique Vu et I'inégalité de Caccioppoli, il vient

[ el < el [ vl
By (z0) By (z0)
N
< Cp? (ﬂ) / |Vu|? dz
R Brya(zo)
pN\N 1 2
< (D) L[ weata
R R? Br(zo) ’
ce qui conclut la preuve du corollaire. O

Théoréme 2.1.17 (Principe du maximum). Soit Q C RY un ouvert conneze. Si u est harmo-
nique sur ) et M = sup,eq u(x) < +00, alors soit u(xz) < M pour tout x € Q ou u(x) = M pour
tout x € (2.

Démonstration. Définissons A := {x € Q : u(x) = M} et notons qu’il s’agit d’un ensemble
relativement fermé dans 2. Comme u est harmonique dans €, il en est de méme pour M — u. Par
conséquent, si x € A, le théoreme de la valeur moyenne montre que

1
wnrN

0= M —ufz) - /B()[M—u@)]dy.

Comme par ailleurs M —u > 0 dans Q, on en déduit M — u = 0 dans B,(z), ce qui montre que
B,.(x) C A. Par conséquent A est également ouvert dans 2. La connexité de ) entraine que A =
ou A = ). Dans le premier cas, on obtient que u = M sur € et dans le second cas que u < M sur
Q. O

Corollaire 2.1.18. Soit 2 C RN un ouvert borné et u € C(Q) une fonction harmonique sur Q.
Alors le mazimum de u sur S est atteind sur 0€).

Démonstration. Comme €) est compact et u est continue sur 2, u atteind son maximum sur €2 en
un point zg. Si xg € €, le principe du maximum montre que u est constante sur la composante
connexe de Q qui contient x¢. Par conséquent, le maximum est atteind sur 9. O

Théoréme 2.1.19 (Unicité). Soit Q@ C RY un owvert borné, f € C(Q) et g € C(9Q). Si uy,
ug € C(Q) NC%(Q) sont des fonctions telles que

—Aui(x) = f(x) pour tout x € Q,
ui(x) = g(x) pour tout x € 051,

pour i = 1,2, alors uy = ug sur Q.

Démonstration. Les fonctions u; — ug et ug —uq € C (ﬁ) sont harmoniques sur €2, elle atteignent
donc leurs maximum sur 9€). Comme u; — us = 0 sur J€2, on en déduit que u; = uy sur 2. O
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Théoréme 2.1.20 (Liouville). Si u est une fonction harmonique et bornée sur RY | alors u est
constante.

Démonstration. Comme u est harmonique sur RY elle est de classe C> sur RY. Par conséquent,
en dérivant ’équation Au = 0, on en déduit que toutes les dérivées partielles d;u (1 < i < N) sont
également harmoniques sur RY. Le théoreme de la valeur moyenne et le théoreme de la divergence
montrent alors que pour tout z € RY et tout R > 0, on a

1 1

Oiu(y) dy = uv; do.
wy RN Br(z) ' wn RN OBR(z)

Oiu(z) =

Par conséquent,

1 o N

i < <= .

|Oiu(x)] < NwnR max |u| < = sup |u|
WN OBRr(x) RN

RN R
En faisant tendre R — 400, on obtient que d;u(x) = 0 pour tout z € RV et tout 1 <i < N, ce
qui montre que u est effectivement une fonction constante. O

2.2 Solution fondamentale

Dans cette section nous calculons la solution fondamentale du Laplacien, i.e. une fonction G €

L (RN) qui satisfait

loc
~AG =6y dans D'(R")

et donnons quelques applications a la résolution d’EDP dans tout I’espace. Une maniére élémentaire
d’obtenir une solution fondamentale consiste & considérer des fonctions radiales sur R™ \ {0}. Nous
avons déja vu au Corollaire 2.1.2 qu’elles sont toutes de la forme alz|+bsi N =1, aln|z| + b si
N =2etalz|>*” N +bsi N > 3. Notons que ces fonctions sont localement intégrales de sorte qu’elles
définissent bien des distributions sur R™. Comme la constante b est harmonique méme en 0, elles
ne contribuent pas et peuvent étre omises. Il s’agit donc de montrer que la constante a peut étre
choisie de sorte a obtenir une solution fondamentale.

Théoréme 2.2.1. Soit

—3|z| si N =1,

G(z) = fizln]lﬂ si N =2,
o2 :

N(N|72)w st N > 3.

Alors G est une solution fondamentale pour le Laplacien.

Démonstration. Si N = 1, calculons pour tout ¢ € C°(R),

0 “+oo
/ lz| @ (x) do = 7/ 2’ () dr + / ¢ () dx.
R 0

— 00

En effectuant des intégrations par parties dans chaque intégrales, on obtient que

0 “+o00
/R 2] " (2) di = / o/ (2) di — [ (@)% o0 — / o (2) d + e ()T = 20(0),

— 00

ce qui montre bien que —G"” = ¢y dans D'(R).
Considérons maintenant le cas N > 2. Pour tout € > 0, on pose

Gula) = {_sﬂlnw 1) sN=2

(|2 4£2)—N)/2 .
TNEDer -~ SN 23
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Notons que G. € C>*(RY). On a clairement que G.(x) — G(x) pour tout z # 0 quand € — 0. Par
ailleurs, —7=In(|z[? + 1) < G. < —5-Inlz| si N = 2 et |G| < |G| si N > 3. Dans les deux cas,
G est dominée par une fonction localement intégrable. Le théoreme de la convergence dominée
montre alors que G. — G dans L{ (RY). En particulier, pour tout ¢ € C°(RY),

loc

(AGe, ) = / G:Apdr — GApdr = (AG, ).
RN RN
11 suffit donc de montrer que —(AG., ¢) — ¢(0).
Comme
1 1
_ _ 2., 2\-N/2, . 2 _ 2, 2N=N/2 L 02 2\—(N+2)/2, 2
0.Ge(w) = o ()™ 20, O2Gule) = (ol +2) V24 Pre?) 2

on en déduit que

1 _ 1 B
— AG(z) = E(|x|2 Fe2) N2 E(MQ 4 e2)~(NH2)/2) 2
2
= (| + %)~ VD2 = e Ny(a/e) = v (a),
N

ou

¥(y) (lyf* + 1)~ V272, (2.2.1)

Du fait que AG. est une fonction radiale, on peut donc écrire que

1
= o

—<AG5, 90> == - AGE(—JJ)(,O(.%) dr = @ * "/)5(0)'

Il s’agit alors de montrer que ¢ * 1.(0) — ©(0).
Tout d’abord, un changement de variables en coordonnées polaires montre que

+oo
e(x)dr = dy = r2)rN"Vdo(2) dr
[y = [ wway= [ [ wear s

1 +oo —+o0
= — / (r? + 1) WN+20/2pN=1 5 (2) dr = N/ (r? + 1)~ N+2)/2pN=1 g
0 By 0

wN

En posant s = 72/(r? + 1), ds = 2rdr/(r? + 1)?, il vient
N 1

vewydo= [ wdy=5 [ s Pas 1,
RN RN 2 Jo

ce qui implique que ¥ € L*(RY ). Pour tout > 0 on peut alors trouver un R > 0 tel que

/ _ Wy)ldy <.
RN\Bg

Par conséquent,

() — (O () di = / lo(ey) — o(O)](y) dy.

RN

o vel0) - 0(0) = |
RN
Par conséquent,

| % 1= (0) — p(0)] < 2[|¢p]| Lo mvyn + sup |p(ey) — (0)],
yEBR
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et comme ¢ est uniformément continue sur le compact B on en déduit que
lim sup [¢p 142 (0) = @(O)] < 2]l o=y,
E—r

puis, > 0 étant arbitraire, que ¢ * 1:(0) — ¢(0). O

Le nom de solution fondamentale est en ’honneur de Newton car, pour N = 3, G est le potentiel
Newtonien, i.e. le potentiel gravitationnel engendré par une unité de masse a la l'origine. En termes
d’électrostatique, G est le potentiel Coulombien, i.e. le potentiel électrostatique engendré par une
unité de charge positive a l’origine.

Nous sommes maintenant en mesure de résoudre 1'équation de Poisson —Au = [ pour des
seconds membres f assez généraux. Commencons par un résultat d’existence pour f € C°(RY).

Théoréme 2.2.2. Soit f € C°(RY). Pour tout x € RN, on pose

u(z) = (G f)(z) = - Gz —y)f(y)dy = x [z —y)G(y) dy.
Alors u € C°(RYN) et —Au(z) = f(z) pour tout x € RY.

Démonstration. Comme G € LL (RY) et f € C°(RYN), les propriétés classiques de la convolution

montrent que G * f € C*°(RY). De plus, pour tout z € RV
Au(z) = AG * f)(z) = G+ Af(x).

Donc, pour tout € > 0,

Au(e) = [ Af(z—y)Gly)dy = /B Af(z —y)Gly) dy + / Af(z —y)C(y) dy.

RN N\BE

On estime d’abord la premiere intégrale

[ are-ucn) dy\ <18l eme) [ 1G] dy
B,

€

Comme G € Li _(RY), I'intégrale ci-dessus tend vers 0 quand € — 0, ce qui implique que

/B Af(z —4)G(y) dy — 0.

Soit R > 0 tel que Supp(f(xz —-) C Bg. D’apres la formule de Green, le fait que G est harmonique
sur B \ B: et f =0 sur dBg, on en déduit que

/ Af(x — y)Gly) dy = / Af(z —1)Gly) dy
RN\ B, Br\B-

= |, G(y)o, f(x —y)do(y) — - (x —9)0,G(y) do(y).

La premiere intégrale de bord s’estime de la fagon suivante :

Gw)auf(x—y) da<y>] < IVl [ G doto)

=

OB,
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ou
€ si N=1,
[ 16wldot) = elme sin=2
v 5 siN >3

ce qui montre que

G(y)0, f(x —y)do(y) — 0.
9B,

Par ailleurs, pour tout y € 9B,

260 = %60 (55) = (s ) (51) = s

Par conséquent,

1
/6]35 flz —y)0,G(y)do(y) = NoweN—T /(BBE flz —y)do(y)

1
=—— d .
Non e o, G4 = 1@
En regroupant les résultats précédents, on obtient que —Au(z) = f(x). O

Pour des seconds membres f plus généraux, il convient de donner une définition généralisée de
solution de ’équation —Awu = f dans RY.

Définition 2.2.3. Soit f € LL _(RY). On dit que u € L, _(RY) est une solution faible (ou solution

loc loc
au sens des distributions) du probléeme

—Au=f dans R",

si pour toute fonction test ¢ € C>*(RY), on a

—/ ulApdr = fodx.
RN RN

On a alors le résultat suivant d’existence.

Théoréme 2.2.4. Soit f € L'(RY). Si N = 1, on suppose de plus que fR lyllf(y)|dy < +oo et
si N = 2, on suppose que [g. |f(y)||In|y||dy < +oo. Alors u := G * f € Li (RY) et u est une
solution faible de l’équation —Au = f dans D'(RN).

1

Démonstration. Montrons d’abord que u := Gx f € LIOC(RN). Soit x la fonction caractéristique de
la boule unité. Comme G € L ( RY) on a que xG € LY(RY). Par ailleurs, (1 — x)G € L= (RY)

loc

siN >3,y (1—x(y) iy € L¥(R?) si N =2 ety (1-x(y) Y € L®(R) si N = 1. Les

hypotheses faites sur f montrent alors que (xG) * f € L*(RY) et ((1—x)G) * f € L>®(RY), ce qui
montre que

u=Gxf=(G)*f+((1-x)G)*[f €L, (RY).

Pour tout ¢ € C°(RY), le théoreme de Fubini montre que

[ oaeio= [ ([ ct-niwd) sete)ds

[ ([ ca-nse@) smar= [ ([ cw-0aew) oy

= | A(G*¢)(y) fy)dy = — . FW)e(y) dy,
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ou l'on a utilisé le fait que G est radiale et le Théoreme 2.2.2 dans la derniere égalité. O

Si la convolution avec la solution fondamentale permet de montrer 'existence de solutions clas-
siques ou faibles du type —Au = f dans RY, I'unicité n’est en générale pas assurée par 'EDP.
En effet, on peut par exemple rajouter & u n’importe quelle fonction harmonique pour construire
une famille de solutions de 'EDP précédente. Il faut généralement rajouter des conditions de
décroissance de u a 'infini.

De méme, si Q C RY est un ouvert borné, la résolution d’EDP du type —Au = f dans €2 (en
un certain sens) nécessite de préciser des conditions, dites conditions limites, sur le bord de 2. On
distingue deux classes importantes de problemes aux limites :

— le probléeme de Dirichlet : soient f:Q — R et g: 9Q — R, on cherche u : Q — R telle que

—Au(z) = f(x) pour tout z € Q,
u(z) = g(x) pour tout x € 0

— le probléme de Neumann : soient f:Q — Ret f: 0 — R, on cherche u : Q — R telle que

—Au(x) = f(z) pour tout x € €,
Opu(z) = h(x) pour tout x € 9.

Dans la suite du cours, nous nous attacherons a décrire de bon cadres mathématiques permettant
de résoudre ce type de problemes parfois dans une plus grande généralité.
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