Chapitre 3

Equations linéaires sous forme
divergence

3.1 Introduction

Soit @ € RN un ouvert borné de frontiere 9Q = Q \ Q. On appelle équation elliptique linéaire
du second ordre sous forme divergence une équation du type

(3.1.1)

—div(AVu) = f  dans Q,
u=0 sur 052,

ol u : @ — R est 'inconnue, A = (a;5)1<i j<n est une matrice dont les coefficients a;; : @ - R
ont une régularité a préciser et f : Q@ — R est un second membre. Pour le moment, nous restons
vague sur la régularité des données A et f. Nous supposons toutefois que

a;; € L*(Q2) pourtout 1 <4,j <N (3.1.2)
ainsi qu'une condition dite d’ellipticité (ou de coercivité) : il existe A > 0 tel que

N
Ax)¢- €= Z aij(x)&& > NE?P p.p. tout = € Q et tout £ € RV, (3.1.3)

i,j=1
Cette derniere condition assure que 'EDP précédente est effectivement de type elliptique.

Remarque 3.1.1. Nous aurions pu considérer ci-dessus une condition limite de type Dirichlet non
homogene de la forme
u=g¢g sur 0,

ou g : I — R est une fonction donnée, ou méme considérer d’autres types de conditions limites
par exemple une condition de Neumann

AVu-v=~h sur 99,

avec h : 090 — R également donnée. Cependant, nous nous restreindrons pour simplifier aux
conditions de Dirichlet homogene.
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26 CHAPITRE 3. EQUATIONS LINEAIRES SOUS FORME DIVERGENCE

Remarque 3.1.2. Si A =1Id, on retrouve le probleme de Dirichlet

—Au=f dans (Q,
u=0 sur 0f)

introduit au chapitre précédent.

Définition 3.1.3. On suppose que a;; € C*(2) pour tout 4,5 =1,...,N et f € C(Q2). On dit que
u est une solution classique de (3.1.1) si u € C2(Q) NC(Q) et

iv(A(x)Vu(x)) = f(z) pour tout z € Q,
( ) 0 pour tout x € 9N).

1l n’existe pas forcément de solution classique & (3.1.1). Néanmoins, il existe des solutions plus
faibles que 'on va maintenant définir. Pour ce faire, supposons que u est une solution classique.
Pour toute fonction test ¢ € C°(Q2), on multiplie I'équation ponctuellement par ¢(z) puis on
integre sur €2, il vient alors

/f(pdxz —/ div(AVu)pdz,
Q Q

puis on utilise la forme de Green pour obtenir
/ AVu-Vedr = / fedr pour tout ¢ € C(0). (3.1.4)
Q Q

Notons I’absence de terme de bord dii au fait que ¢ est nulle sur 9Q (puisqu’a support compact
dans ).

Réciproquement, supposons que u € C2(Q2) N C(Q) satisfait u = 0 sur IQ et (3.1.4). On peut de
nouveau intégrer par parties pour obtenir que

f/div(AVu)gadx:/fcpdx,
Q Q

ce qui montre que —div(AVu) = f p.p. sur 2. Comme les fonctions f et div(AVu) sont continues
(du fait des hypotheses de régularité), on obtient que —div(AVu) = f partout sur €2, ce qui montre
que u est une solution forte.

Nous avons donc montré que u est une solution forte si et seulement si u € C2(Q) N C(Q)
satisfait u = 0 sur 9Q et (3.1.4). Or la formulation (3.1.4) ne fait intervenir que les dérivées
partielles premieres de u. Ceci suggere d’affaiblir la notion de solution en cherchant une fonction
u € CHQ) NC(N) satisfaisant u = 0 sur IO et (3.1.4). Malheureusement, I’espace fonctionnel
CHQ) NC(Q) est en général mal adapté pour appliquer des méthodes d’analyse fonctionnelle pour
établir des résultats d’existence et d’unicité. Ceci peut se deviner en constatant que la formulation
précédente est une formulation de type “intégrale” ou il semble naturel d’imposer des conditions
d’intégrabilité sur la solution et son gradient. Un bon cadre est donné par les espaces de Sobolev.

3.2 Espaces de Sobolev

Définition 3.2.1 (Espaces de Sobolev). Soient & ¢ RY, m € N* et p > 1. On dit que
u € W™P(Q) siu € LP(Q) et les dérivées distributionnelles jusqu’a Uordre m satisfont 0%u € LP(Q)
pour tout multi-indice o € N¥ tel que |a| < m. Autrement dit, il existe des fonctions g, € LP(Q)
telles que

/ wdpde = (—1)1* / Japdx  pour tout ¢ € C2°(0).
Q Q

Si p =2, on note H™(2) = W™2(Q). Par convention, si m = 0, on pose WP (Q) = LP(Q).
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Insistons sur le fait que les dérivées sont prises au sens des distributions. Il faut bien garder de
croire que, par exemple, les fonction W1P(Q) admettent des dérivées partielles au sens classique.
Sauf en dimension N = 1, les fonctions W1P(Q) ne sont méme pas continues.

v
Exemple 3.2.2. Soit Q =] — 1,12 et u : Q — R définie par u(z,y) = (—ln(\/x2 +y2)> avec

~ > 1. Du fait de la singularité en (0,0), on a clairement que u n’est pas continue en (0,0) et méme
u & L>®(Q2). Cependant, on peut montrer que u € H(Q).

Les espaces de Sobolev possedent de bonnes propriétés topologiques contrairement aux espaces
de fonctions contintiment différentiables sur un ouvert.

Proposition 3.2.3. Les espaces W™P(Q) sont des espaces de Banach lorsqu’on les munit de la
norme

1/p )
(ZOE‘OASWL ||aau||Z£P(Q)) si 1 S p < 00,

[ullwm.e o) = ‘
maxg<|a|<m [|0%ul| L~ () s p = 0.

Les espaces H™(QY) sont des espaces de Hilbert lorsqu’on les munit du produit scalaire

(U, v) gm(Q) = Z /5‘au8°‘vdsc.
Q

0<|a|<m

De plus,
— 511 < p< oo, alors W™P(Q) est séparable ;
— si 1 < p< oo, alors W™P(Q) est réflexif.

Une propriété utile est la densité des applications régulieres dans les espaces de Sobolev.

Proposition 3.2.4. Soit Q@ C RY un ouvert. Alors I’espace C*°(Q) N W™P(Q) est dense dans
W™P(Q). Si de plus Q0 est borné avec une frontiére C™, alors l'espace C*°(§2) (la restriction a 2
des fonctions dans C°(RY)) est dense dans W™P(Q).

Comme nous ’avons observé, on associe toujours a une EDP posée sur un domaine borné une
condition limite. Par exemple dans le cas d'une condition limite de Dirichlet, il est nécessaire de
donner un sens a la valeur de la solution sur le bord du domaine. Comme les fonctions Sobolev sont
définies comme des sous espaces des espaces de Lebesgue, elles sont stricto sensu définies comme
des classes d’équivalence de fonctions définies presque partout. Or un ouvert a frontiere réguliere
possede un bord de mesure nulle. Il n’est donc pas trivial de parler de la restriction d’une fonction
Sobolev au bord. Une approche possible est la théorie des traces que nous n’évoquerons pas ici.
Une autre approche est la suivante.

Définition 3.2.5. Soient 2 C RY, m € N* et p > 1. On définit u € W"P(Q) comme la fermeture
dans W™P(Q) de C°(Q). Si p = 2, on note HF*(Q) = Wy (Q).

Dire qu’une fonction u € VVO1 P(Q), est une fagon de dire que u est nulle sur 9Q comme limites de
fonctions a support compact dans 2. Le résultat suivant sera essentiel dans I’étude de probléemes
aux limites avec une condition de Dirichlet homogene.

Théoréme 3.2.6 (Inégalité de Poincaré). Soit @ C RY un ouvert borné. Il existe une constante
Co > 0 telle que pour tout u € Wy (Q),

ullzr @) < CallVullLeq)-
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Démonstration. Supposons d’abord que u € C°(£2). Comme {2 est borné, il existe un R > 0 tel
que Q C] — R, R[N. On étend u par zéro sur | — R, R[V\Q. On a alors que pour tout = € €,

u(z) = / Onu(zy,...,oN—1,t)dt.
“R

On éleve a la puissance p et on applique 'inégalité de Holder, il vient que

R

lu(z)|P < (2R)p_1/R|3NU($1,-~-’$N—1at)|p dt.

On integre maintenant sur €2, le théoreme de Fubini montre alors que

/ [ul? dx < (2R)p/ |Onul|P de < (2R)p/ [VulP de.
Q Q Q

On pose Cq = 2R (qui est indépendante de p) et on obtient la conclusion si u € C2° ().

Si maintenant u € Wy*(Q), il existe une suite (uy,)nen de fonctions C°(Q) telle que u, — u
dans W1P(Q). En particulier, pour tout n € N,

unllr @) < CallVun| Lro)-

Comme u, — u et Vu, — Vu dans LP(Q), alors |lun|rr) — [Jullre) et [Vunlir) —
Vul|Lr (). Par passage & la limite, on obtient donc I'inégalité de Poincaré pour u € Wy P(Q). O

Par définition, I'espace W1P(Q) s’injecte continiment dans LP(2). Si Pouvert Q est borné, alors
Iinjection est en fait compacte.

Théoréme 3.2.7 (Rellich). Soient Q@ C RY un ouvert borné de classe Ct. Alors, pour tout
1 < p < oo, lespace WHP() s’injecte compactement dans LP(SQ), i.e., si (Un)nen est une suite
bornée de WLP(Q), alors il eviste une sous-suite (U (n))nen et u € LP(Q) telle que ug(m) — u
fortement dans LP(2).

Une conséquence de l'injection compacte de Rellich est 1'inégalité de Poincaré-Wirtinger, ana-
logue de I'inégalité de Poincaré quand la fonction n’est pas nulle sur le bord.

Théoréme 3.2.8 (Inégalité de Poincaré-Wirtinger). Soit Q C R un ouvert borné, conneze
et de classe C*. Il existe une constante Cq > 0 telle que pour tout u € W1P(Q),

lu —uallLr@) < CallVullLr (o),
ol ug = ﬁ Jou(y) dy est la moyenne de u sur Q.

Démonstration. On démontre ce résultat par ’absurde en supposant I’existence d’une suite (uy, )nen
dans W1P(Q) telle que

ltn — (un)allLe @) > nl|Vunl|r@)  pour tout n € N.

Soit

Up 1= n = (tn) c Whr(Q),
un — (un)allLr @)

alors, pour tout n € N, on a [, vn(y)dy = 0, [[vn|lzr) = 1 et [|[Vun|le) < % Par injection
compacte de Rellich, on peut extraire une sous-suite (toujours notée (v,)nen telle que v, — v
dans LP(Q) avec v € W1P(Q). Par passage & la limite dans les propriétés précédentes, il vient
Jovw)dy = 0, |[v]|Lr) = 1 et ||[Vo][Lrq) = 0. Par connexité de , on en déduit que v est
constante sur () et comme v est de moyenne nulle, on en déduit que v = 0 sur 2, ce qui contredit
le fait que [|v||zr) = 1. O
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3.3 Formulation faible

Revenons au probléme aux limites (3.1.1). Les espaces de Sobolev permettent donc de donner
un sens & cette formulation pour f € Ll (), a;; € L>=(Q) pour tout 1 <i,j < N et u € Wy (Q)
car dans ce cas, les deux intégrales dans (3.1.4) sont bien définies. Notons que la condition limite

“u =0 sur 9 est encodée dans l'indice 0 de Pespace W, ().

Pour montrer le caractere bien posé de ce probleme, a se ramene au cadre du Théoreme de
Lax-Milgram.

Théoréme 3.3.1 (Lax-Milgram). Soit (H,(-)) un espace de Hilbert, L € H eta: H x H — R
une forme bilinéaire

— continue : il existe M > 0 telle que |a(u,v)| < M|ul|g||v||g pour tout u, v € H ;

— coercive : il existe A > 0 telle que a(u,u) > N|ul|%, pour tout u € H.
Alors, il existe un unique u € H tel que

a(u,v) = L(v)  pour tout v € H, (3.3.1)

et 1
lullzr < SHIL] g

Démonstration. Fixons u € H et définissons L,, : H — R par L, (v) = a(u,v) pour tout v € H. La
bilinéarité de a montre que L,, est linéaire, et la continuité de a implique que | L, (v)| < M ||u||g||v|| &
pour tout v € H. On en déduit que L, € H' avec || Ly||g < M||u|| g et le théoréme de Riesz assure
I'existence et I'unicité d’un élement Au € H tel que pour tout v € H,

Ly(v) = (Au,0) = a(u,v),  [|Aullg = [|Lul[a-

De méme, une nouvelle application du théoréeme de Riesz montre 'existence et I'unicité d’un f € H
tel que pour tout v € H,
Lw)=(f,v), flle =Lla-

On est donc ramené a démontrer l'existence et I'unicité d'un u € H tel que
Au = f. (3.3.2)

Tout d’abord, lapplication A : H — H est linéaire, et comme ||Au|lg = ||Lu|lg < M||ull#,
alors A € L(H, H). Par ailleurs la coercivité de a implique que A est injective car si Au = 0, alors
0 = (Au,u) = a(u,u) > a||ul|? ce qui implique que u = 0. Pour montrer la surjectivité, on établit
d’abord que ImA est fermé dans H. Pour ce faire, on considére une suite (v, )nen de ImA telle que
v, — v dans H. Comme v,, = Au,, pour un certain u,, € H, on en déduit par coercivité de a que
pour tout m, n € N,

Mt = um |7 < altn = Uy Un — ) = (At — Aty Uy — Uy ) < || At — At #r||tm — || 1,

d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Il s’ensuit que (uy,)nen est de Cauchy dans H, ce qui assure
I'existence d'un v € H tel que u,, — u. Par continuité de A, il vient v = Au ce qui montre que
ImA est un sous espace vectoriel fermé de H. On peut donc décomposer H = ImA @ ImA~+ et A
sera surjective des lors que ImA+ = {0}. Or u € ImA-~ si et seulement si (u, Av) = 0 pour tout
v € H. En particulier, le choix v = u montre que \||u||% < a(u,u) = (u, Au) = 0, soit u = 0. Ceci
établit la bijectivité de I'opérateur A : H — H et donc l'existence et 'unicité d’un u satisfaisant
(3.3.2). En effectuant le produit scalaire avec u, on obtient

Mlull < a(u,w) = (Au,u) = (f,u) = L) < [|L] g |lul g,

ce qui montre ’estimation. O
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Remarque 3.3.2. Sila forme bilinéaire a est de plus supposée symétrique, alors a(-,-) définit sur
H un nouveau produit scalaire équivalent & (-,-), et la conclusion du théoréme de Lax-Milgram
résulte d’une application directe du théoreme de Riesz.

Dans le cas ou a est de plus symétrique, le résultat suivant établit une caractérisation variation-
nelle de la solution de (3.3.1).

Proposition 3.3.3. Sous les hypotheses du théoréme de Lax-Milgram, si l’on suppose de plus que
a est symétrique, alors l'unique solution du probléme (3.3.1) est aussi solution de

. 1
Ulgg J(), avec J(v)= ia(uv) — L(v).
Démonstration. Soit u € H, on écrit, pour tout w € H
1
J(u+w) = J(u) + ia(w, w) + a(u, w) — L(w). (3.3.3)

Si w est I'unique solution de (3.3.1), alors a(u, w) = L(w) pour tout w € H et donc J(u+w) > J(u)
si w # 0. Réciproquement, si J(u+ w) > J(u) pour tout w € H, on prend w = tv avec t > 0 dans
(3.3.3), puis on fait tendre ¢t — 07, il vient alors a(u,v) — L(v) > 0, puis a(u,v) — L(v) = 0 en
changeant v en —uv. O

Le théoreme de Lax-Milgram rentre dans un cadre Hilbertien. C’est la raison pour laquelle il
convient de rechercher des solutions de (3.1.1) dans Hg () plutét que Wy (). Nous introduisons
maintenant la formulation faible, ou encore formulation variationnelle, du probleme aux limites

(3.1.1).

Définition 3.3.4. Soient  C RY un ouvert borné, f € L?(Q) et A une matrice satisfaisant les
hypotheses (3.1.2) et (3.1.3). On dit que u est une solution faible de (3.1.1) si u € H}(Q) et

/AVu ~V<pdx:/fg0dx pour tout ¢ € C°(Q).
Q Q

Remarque 3.3.5. Comme (par définition) C2°(£2) est dense dans H} (), on montre que u est une
solution faible de (3.1.1) si u € H () et

/AVU~Vvdm:/fvdx pour tout v € Hy ().
Q Q

En effet, si I’égalité précédente est satisfaite pour tout v € HE(Q) elle I'est a fortiori pour tout
v € C(Q) puisque C°(Q) C H(Q). Réciproquement, si u est solution faible et v € Hg (2) alors
il existe une suite (¢y,)nen de fonctions C2°(€2) telle que ¢,, — v dans H'(£). Or pour tout n € N,

/AVu~chndx:/fcpndx.
Q Q

Comme ¢, — v dans L?(Q), alors d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

‘/chpndx/ﬂfvdx

ce qui montre que [, fondr — [, fodz. De méme comme Ve, — Vv dans L*(Q), alors de
nouveau l'inégalité de Cauchy-Schwarz montre que

<N fllz2) llen —vllz2@) — 0,

/AVu~chndx—/AVu-Vvdx
Q Q

< AVl 20 [Von — Vvl L2

<Al L @I Vull L2 @) [IVon — Vol L2(0) — 0,
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d’on fQ AVu -V, dr — fQ AVu - Vo dz. Par passage a la limite, on obtient donc que

/ AVu-Vudxr = / fvdz  pour tout v € H ().
Q Q

Nous sommes a présent en mesure de montrer le caractere bien posé de la formulation faible.

Théoréme 3.3.6. Soient Q C RN un ouvert borné, f € L*(Q) et A une matrice satisfaisant les
hypothéses (3.1.2) et (3.1.3). Alors il existe une unique solution faible u € H}(Q) telle que

/AVu~Vvdx:/fvdx pour tout v € Hy(9).
Q Q

Par ailleurs, on a l’estimation
Ca
[Vul[z2(0) < > £l 220y, (3.3.4)

ot Cq > 0 est la constante de l'inégalité de Poincaré. Si de plus la matrice A est symétrique, alors
u est aussi 'unique solution de

1
inf J(w), avec J(v)= f/AVv-Vvdx—/fvdx.
veEHL(Q) 2 Ja Q

Démonstration. Soit L : H}(Q) — R la forme linéaire définie par
L(v) = / fvdr  pour tout v e H(Q).
Q

Alors L est continue car, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

L) < Iflz2@llvllzz) < Iflle2llvllm g)-

On définit également la forme bilinéaire a : H} (2) x Hg(92) — R par
a(u,v) = / AVu - Vudz.
Q

Alors, a est continue car, de nouveau, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

|a(u, )| < Al @ lull 2@ [0l 2) < I[AllLe @) lull g @) 1ol @)-

Par ailleurs, a est coercive car d’apres la propriété d’ellipticité (3.1.3) et I'inégalité de Poincaré, on
a pour tout u € H} (),

a(u,u):/AVu-Vude)\/ \Vu|? dz > é/ |Vu|2dx—|—i/ lu|? da.
Q 0 2 Ja 2Ca Jao

En posant « := min(%7 ﬁ), on obtient que
2
a(u,u) > allullz o).
Nous somme donc en mesure d’appliquer le théoreme de Lax-Milgram qui assure ’existence et
I'unicité dun u € Hg () tel que

/ AVu - Vvdz = a(u,v) = L(v) = / fodz  pour tout v e Hy(€).
Q Q



32 CHAPITRE 3. EQUATIONS LINEAIRES SOUS FORME DIVERGENCE

L’estimation (3.3.4) s’obtient en prenant v = u comme fonction test dans la formulation varia-
tionnelle, en utilisant la propriété d’ellipticité (3.1.3) de A et les inégalités de Cauchy-Schwarz et
Poincaré.

Si de plus la matrice A est symétrique, alors pour tout (u,v) € H}(Q) x H}(Q),

a(u,v)z/AVu~Vvdac=/Vu~AVvdx=a(v,u)
Q Q

ce qui montre que la forme bilinéaire a est symétrique. D’apres la Proposition 3.3.3, on en déduit
que u est également I'unique minimiseur de

1
v»—)J(v)zi/QAVwVvdm— vada:

sur H}(Q). O

Remarque 3.3.7. En prenant comme fonction test ¢ € C°(£2), on a en fait montré que

—div(AVu) = f  dans D'(),
u € HYHQ).

Remarque 3.3.8. Sous les mémes hypotheses que précédemment, on peut montrer que si g =
(g1,---,9n) avec g; € L*(Q) pour tout 1 < i < N, alors il existe une unique solution u au probleme

—div(AVu) = f +divg  dans D'(Q),
u € HY (D).

3.4 Reégularité des solutions

Nous avons montré que toute solution classique est une solution faible de (3.1.1). Par ailleurs,
nous avons introduit un cadre Hilbertien qui assure 'existence et 'unicité d’une solution faible.
Une question naturelle qui se pose alors, consiste a se demander si cette solution faible est une
solution classique (quitte & rajouter des hypotheéses sur les données du probleme). Ce probléme,
difficile, rentre dans le cadre de la théorie de la régularité que nous développerons plus en détail
dans le chapitre suivant.

Théoréme 3.4.1. Soient Q C RY un ouvert borné, f € L*(Q) et A une matrice satisfaisant les
hypothéses (3.1.2) et (3.1.3). Soit également u € H}(Q) l'unique solution faible de (3.1.1). Si de
plus a;; € CH(Q) pour tout 1 <i,5 < N et Q est de classe C?, alors u € H*(Y). De plus, il existe
une constante C = C(\, N, A, Q) > 0 telle que

lullm2) < Cllfllz2(o)-
La démonstration de ce théoreme est assez longue et délicate. Elle repose sur la méthode des
translations due & Nirenberg. Etant donnés h € RY, h # 0, et une fonction ¢ : RN — R, on pose
Thp(x) = ¢(z + h)

“ (@) = pla) _ pla+h) = pla)
i ]

Nous utiliserons la proposition suivante qui caractérise les fonctions Sobolev.

Dyp(r) =
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Proposition 3.4.2. Soient Q C RY un ouvert et u € L*(Q). Alors u € H*(Q) si et seulement
s’il existe une constante C > 0 telle que pour tout ouvert w avec @ C § et tout h € RY avec
|h| < dist(w, 2°),

[Drullrzw) < C.

On a alors que ||Vu| p2) < CVN.
Démonstration. Commencons par supposer que u € C*(Q2)NH(£2). Soit h € RN pour tout t € R,

on pose v(t) = u(z + th). On a alors v/(t) = Vu(x + th) - h et donc

w(@+h) —u(z) =v(l) —v(0) = /0 V'(t)dt = /0 Vu(z + th) - hdt.

Par conséquent, 'inégalité de Cauchy-Schwarz et le théoreme de Fubini montrent que

1
/|u(:c+h)—u(:c)\2d:z:§|h|2/ /|Vu(x+th)\2d1:dt.
w 0 w

En effectuant le changement de variable y = = + th, il vient

1
/|u(m+h)—u(m)\2dm§ |h|2/ / Vu(y)|? dy dt.
w 0 w+th

Si k| < dist(w, Q2°), alors w + th C €, ce qui montre que
[Drullr2(w) < [Vullr2()-

Si u € H'(Q), on peut trouver une suite (u,)nen de fonctions C*(Q) N H(Q) telle que u, — u
dans H'(Q). En particulier, on a que Dyu,, — Dpu dans L?(w) si |h| < dist(w, Q°) et Vu, — Vu
dans L?(2). Par passage & la limite dans

[ Dntnl|r2w) < IVn| L2

quand n — 400, on obtient
| Dnullr2w) < IVullL2q),

ce qui conclut la preuve de la condition nécessaire.

Montrons maintenant la condition suffisante. On prend h = eu; ot 0 < € < dist(w, Q) et ¢;
est le i-eme vecteur de la base canonique. On pose g. := D..,u de sorte que I’hypothese montre
que (ge)e>0 est bornée dans L?(w). On peut donc extraire une sous-suite et trouver g € L?(w)
tels que g. — ¢ faiblement dans L? (w). Comme cette propriété est satisfaite pour tout ouvert
w tel que w C 2, un argument d’extraction diagonale montre que la sous-suite peut étre choisie
indépendamment de w et ainsi que ¢ € L2 (). Or, par semi-continuité de la norme pour la
convergence faible, on a que

lglerw) < liminf | Dec, ooy < C.

ou C > 0 est la constante de I’énoncé de la proposition, qui est indépendante de w. Par conséquent,
en prenant une suite d’ensembles {wy, ren qui croit vers Q, on obtient que [|gV||p2() < C, ce qui
montre que g\ € L?(Q).
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Soient ¢ € C°(€2) et w un ouvert tels que W C 2 et Supp(p) C w. Pour tout 0 < ¢ < dist(w, 2°),
ona

u(z + ee;) — u(x)

| Peciaanoar = [ M o) ds
— _/ U(y) Qp(y) — SO(ZU - EEi) dy — _/ U(y)DfseL(P(y) dy
Q Q

Par ailleurs comme D_..,¢(y) — 9;pp(y) pour tout y € €, d’apres le théoreme de la convergence

dominée, on en déduit que
/ gWDodr = —/ u0;p dx,
Q Q

ce qui montre u € H'(Q) avec dyu = g¥) et

/ |0yul? dz < C,
Q

ou C > 0 est la constante de 1’énoncé. O

Remarque 3.4.3. La Proposition 3.4.2 reste vraie dans WP(Q) avec 1 < p < oo. Par ailleurs,
la démonstration de la condition suffisante montre de fagon plus générale la propriété suivante :
g’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout ouvert w avec w C €2 et tout ¢ > 0 avec
e < dist(w, Q2°),

||DseiuHL2(w) < Cv

alors d;u € L*(Q).

Lemme 3.4.4 (Estimations a ’intérieur). Pour tout ouvert w tel quew C 2, on a u € H?(w).
De plus, il existe une constante K1 = K1 (N, \, A, Q, dist(w, Q°)) > 0 telle que

llull 2wy < Killfllz2)-

Démonstration. Soient ¢ € C°(2) et h € RV, avec |2h| < dist(Supp(yp),Q¢). Comme D_j¢p €
C (), il vient d’apres la formulation variationnelle,

/ Dy (AVu) - Vedr = —/ AVu-V(D_pp)dz = —/ fD_ppdz.
Q Q Q
Comme Dy, (AVu) = (1, A)(DpVu) + (DpA)Vu, on obtient
/(ThA)V(Dhu) -Vedr = —/ (DRA)YVu -V + fD_pep) dz.
Q

Q

D’apres la Proposition 3.4.2, on peut estimer I’expression précédente par
| VD) T de < (1Al @IVl s + 122000 Vl22(0

Par densité, I'expression précédente reste vraie pour tout ¢ € H(€). On pose alors ¢ = n2Dyu
o n € C(N) est telle que 0 < n < 1. Notons que, pour h assez petit ¢ est bien définie et
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© € H}(Q), Vo = 2nVn(Dyu) + n?°V(Dpu). En reportant dans l'estimation précédente et en
utilisant la propriété d’ellipticité (3.1.3) satisfaite par la matrice A, il vient

)\/Q|17V(Dhu)|2dx§/(ZnQ(ThA)V(Dhu)-V(Dhu)dm

= / (thA)V(Dpu) - Ve da — 2/ n(Dpu) (1t A)V(Dpu) - Vi dz
Q Q
< (IAller @ IVull 2@y + 1£ 1 22(0) @IVl Lo @[ Vull L2 @) + 11V (Dru)ll 22 (o))
+ 2[| Al co @) 1MV (Drw) | 22) (Drw) Vil L2 (q)-

En utilisant 'inégalité de Young (ab < %az + ibQ pour tout a et b > 0), on obtient que

>\||77V(Dhu)|\2m(n) < 2([|Aller gy IVull2() + £ 1l L2@) V0l e ) [ Vull L2(0)
€ 1 2
+ 5“77V(Dhu)”%2(9) + %(”A”Cl(ﬁ)HVUHL%Q) + 1flz2@))
€ 2
+ §||77V(Dhu)||2m(9) + g||A||go@||(DhU)V77H%2(Q)~

il vient

En choisissant ¢ = %7

A
SlnDr (V)72 0y < 2(1Aller ey IVullL2) + 1 1lL2@) IVl Lo @) [ Vull L2 o
2 )
1 2 4
=+ X(HAHcl(ﬁ)”VUHH(Q) + Hf||L2(Q)) =+ X||A||30(§)||(DhU)V77H%2(Q)-

Soit w un ouvert tel que @ C £, on choisit 1 de sorte que n =1 sur w, n € C°(N) et 0 <np < 1. En
notant d = dist(w, Q2°), on a que ||V7|z~(q) < 2/d. 11 vient alors que

A 4

§||Dh(vu)||2L2(w) < g(HAHcl(ﬁ)HVUHm(Q) + 12 @) IVull 20
1 2 16

+ X(HAHCl(ﬁ)HVUHH(Q) 1 2 e)” + W||A||?;O(§)||VUH%2(Q)-

D’apres la Proposition 3.4.2, on en déduit que Vu € H'(w), soit u € H?(w) pour tout ouvert w tel
que @ C Q. De plus en utilisant 'estimation (3.3.4), on obtient que

1Dl 2wy < Killfllr2(w),

OflKlzKl(N7)\,d,A,Q)>O. O

Lemme 3.4.5 (Estimations au voisinage du bord). Pour tout xg € 0%, il existe un ouvert
U tel que g € U et u € H*(QNU). De plus, il existe une constante Ko = Ko(N, X\, A,U,Q) > 0
telle que

||/LLHH2(QQU) < K2||f||L2(Q). (3.4.1)

Démonstration. Etape 1 : Changement de variable pour se ramener a un bord plat.
Comme 0N est de classe C2, pour tout zy € OS2, on peut trouver un cube @ centré en g, une base
{e1,...,en} de R et une fonction v : RV~1 — R de classe C? tels que

QNQ={zreQ:zy <)}, NQ={reQ:zy =)}
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Soit @ : RY — R la fonction définie par ®(x) = (2/,zx —v(z')) pour tout x € RY. La fonction ®
est clairement de classe C2 sur R™ ainsi que son inverse donnée par ¥(y) = @1 (y) = (v, yn +7(v'))
pour tout y € RY. De plus,

QN CRY :={ycRY :yy <0}, QNI c RV x {0}.

Comme V := ®(Q) est un ouvert tel que V N (R¥~1 x {0}) # 0, il existe une boule ouverte B
centrée en un point de I'hyperplan R¥=1 x {0} telle que B C V. On note enfin U := ¥(B) et
B~ :=BnRY c VNRY de sorte que

QNU =T(B7).
Notons % = u o ¥ et montrons que @ € H'(B~). En effet, comme u € H}() il existe une suite

(tun)nen de fonctions C2°(€2) telle que u,, — u dans H'(Q). Pour tout n € N, posons i,, = u, o .
La fonction @,, est de classe C? sur B~. D’apres la formule de changement de variables, on a

|l =Py = | (o) = @) Pl TO@)]de < Cllu, = uls o) 0

ce qui montre que @, — @ dans L?(B~). Un argument similaire montre que pour tout 1 <i < N,
Oifiiy, = (Vup 0 W) - ;¥ — (Vuo W) -9;¥ dans L*(B™).

On en déduit alors que pour tout ¢ € C°(B™)

/ Giiin)pdy = | (Vuow) 0,0 pdy,
) .

ce qui montre que @ € H'(B™) et Vi = (V¥)T(Vu o ¥). Comme la matrice (V¥) est inversible
d’inverse V® o ¥, on en déduit que

VuoW = (V& o ¥)(Va). (3.4.2)

Pour tout ¢ € C°(B7), alors ¢ = oo ® € C(Q2NU) C C(N) et donc d’apres la formulation

variationnelle,
N
/AVu~V¢dx: Z/aijajuaiabdx:/fqﬁdw-
Q Q Q

ig=1
Comme 0;¢ = Zszl(aW o 8)9; Py, il vient
N
> / ai;0;u (Ogp 0 )@y da = / f(po®)da.
ij, k=17 Q2
En changeant de variables x = ¥(y), il vient
N
> [ (a0 0001 0 W et (T) (@yu0 Wkpdy = [ (o W) det(TH)|ody.
ij,k=178" B~
En posant A = (@) 1<k i<y Ol

g =Y |det(VP)| (aij o ©)(0;®k 0 W)(0; @10 W), f=]|det(VE)|(foD)

ij=1
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et en utilisant (3.4.2), il vient
AVi - Vody = / fody. (3.4.3)
B- B-
On a clairement que f € L?(B™) avec ||f||Lz(Bf) < O fllz2(@nv)- De plus, pour tout 1 < k,I < N,
ar € CH(B™) et la matrice A(y) = (ar(y))1<k1<n satisfait HA||CI(B—,) < Cl|Aller @rm) ainsi que
la condition d’ellipticité. En effet, d’apreés (3.1.3), pour tout y € B~ et tout £ € RV,

N

A)e-€= Y |det(VE(y))] (ai; (P ()2 Pk (¥ (y))0; (¥ (y))ér

i,4,k,1=1
N
= Y [det(VE ()| (ai; (¥ (y))min; > Aldet(VE(y))|In?,
i,jl=1

o n = Ve(¥(y))'¢ Comme £ = VIU(y)T'n, on en déduit que [£]* < Cln|? ott C = ||[V¥||poo(5-).
Par ailleurs, det(V¥) = /1 + |V~|?2 > 1, ce qui montre que

Ay)E-€> %\ﬂz pour tout y € B~ et tout £ € RY. (3.4.4)

Etape 2 : Estimation dans un demi plan. En utilisant la nouvelle formulation variationnelle
(3.4.3), on peut procéder exactement comme dans les estimations intérieures en faisant cette fois
des translations tangentielles, i.e., de la forme h = te ou 1 < k < N — 1. En effet, en prenant
D_pp comme fonction test dans (3.4.3) (ot ¢ € C°(B7)), on obtient que

| @A Dui)- Ve da < (1Al I Vlzz + 1) IVl

Par suite, on prend ¢ = n? Dy, ot @y, = U, o ¥ et (uy)nen est une suite de fonctions C°(Q) telle
que u, — u dans H*(Q) et n € C>(B) telle que 0 < n < 1. Comme %, = 0 dans un voisinage
de I’hyperplane RN~1 x {0}, du fait que h = tey avec 1 < k < N — 1, alors Dy, = 0 dans un
voisinage de RV 1 x {0} (c’est ici qu’on utilise le fait que les translations doivent étre tangentielles
au bord). Par conséquent, le produit n? Dy, est bien & support compact dans B~. Il vient alors

/7 WZ(ThA)V(Dhﬂ) -V(Dpiy,) dx

:/ (ThA)V(Dhﬂngpdfo/ n(Dytin ) (1h A)V (D) - Vi da
< (Ilﬁllcl(y)llwllmw—) + £ 122 5-)) @IVl Lo (8 Vin | 22—y + 10V (Drtin) || 22 (5-))
+ 2] Al o 5= 11V (Driin) | 25 | (Daiin) Vil L2 (-

Par passage & la limite quand n — oo, comme ,, — % dans H'(B~), on obtient que
A ~\12 20 i ~ ~
C InV(Dpa)|"dx < N (thA)V (Dpii) - V(D) dw
B
< (Il 5= IVl 2 -y + 1 llz2(8-)) @IVl oo (8 Vil 125y + 10V (Da@)l| 2 (5-))
+ 20 All o =, MV (D) | 25 | (DB V|25,
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ou l'on a utilisé la propriété d’ellipticité (3.4.4) satisfaite par la matrice A. En utilisant I'inégalité

D .
de Young avec € = 57, il vient

A N ~ ~ ~ N
%HﬂDh(VU)H%Z(B—) < 2(l1Aller 3= IVl 2 gy + I1fl28-)) I Valll oo (5 IV ]| 25
C, - 5 ~ 2  4C, - 5
+ 1A 192205 + 1)) + 2 1AL, | D) T

En raisonnant comme dans l'estimation a l’intérieur et en utilisant la Remarque 3.4.3, on en

déduit que pour tout (k,1) # (N,N), 83,a € L?*(B~). De plus, il existe une constante C; =
C1(N, )\, Q, A) > 0 telle que

|0 allz2 5y < Cr (IFlas-) + [ Vallias-)) - (3.4.5)

Pour montrer que & € H?(B™), il reste & montrer que 9% @ € L*(£2). Pour ce faire, on considere
&;N ¥ (on ) € C°(B~) comme fonction test dans (3.4.3). Notons que ann (y) = A(y)en-en >

> 0 pour tout y € B~ de sorte que ﬁ € CY(B™) et ¢ € CL(B™). 1l vient alors que

¥
A
c

_ _ 1 f o 1
[ atovios (cev)a= [ (Lo S aw@we ()|
- NN B- NN (kD) 2NV NN
Soit (k,l) # (N,N). Comme d,,; € C'(B~) et O € L?*(B™), on en déduit que axd;i admet
une dérivée distributionnelle par rapport & x;, dans L?(B~) donnée par (Oax; )0 + &kla,%lﬂ. Par
conséquent,

[ @vuyoxv)dy= [ ——@wioviny)vdy

aNN
v e ¥ EMaaer ¥ M) a

ANN - ey ANy VN (k) Z(N.N) NN

En utilisant (3.4.5), on obtient que pour tout ¢ € C°(B™),

[ (@xuoxv) dy\ < G (Iflao-) + 19l ) 18] 22,

ott Oy = Cy(A,Q,K3) > 0. Comme CX(B~) est dense dans L?(B~), la forme linéaire ¢ €
CX(B™) — [5-(0nG)(OnY) dy s’étend de fagon unique en une forme linéaire continue sur L*(B™).
Le Théoréme de Représentation de Riesz montre alors I'existence d’une fonction g € L*(B~) telle
que

/7 (OnT)(On1p) dy = — /Bi g dy  pour tout ¢ € C°(B7),

et
lgllzzs-y < Co (Ifle2m) + I ¥alliaso) ) - (3.4.6)

Ceci montre que 0% i = g € L?(B™) et donc que @ € H*(B™). Par ailleurs, en regroupant (3.4.5)
et (3.4.6), on obtient que pour tout 1 < k,I < N,

|0%1all 125y < Cs (IFlas-) + I Vall2s-) ) (3.4.7)
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ot C5 = C3(N,\,Q,A4) > 0.
Comme Vi € H'(B™), on obtient que Vo ® € HY(Q NU) et, d’apres (3.4.2), que Vu =
Vo(Vio®) € H (QNU). Par conséquent v € H2(QNU) et

lull tr2(0n0) < C (I1f 20y + ull g @no))

ot C = C(N,\,Q,A,U) > 0. D’apres I'inégalité de Poincaré et (3.3.4), on a que |lul g1 (q)
Cll fllz2(@), Aot [[ull g2 nvy < Cllfllz2@)-

OIA

Nous sommes a présent en mesure de donner la preuve du Théoreme 3.4.1

Démonstration du Théoréme 3.4.1. Comme 02 est compact, d’apres le Lemme 3.4.5, on peut le
recouvrir par un nombre fini d’ouverts Uy, ..., Uy, tels que, pour tout 1 <i < m, u € H2(QNU;)
et

ullzzonu,y < CllfllLz@)-

Soit maintenant Uy un ouvert tel que Uy C Q et Q C U;lo U;. D’apres le Lemme 3.4.4, on a que
u € H?(Up) et
[ull 2wy < CllFllL2@)-

On considére une partition de 1'unité 6y, . . ., 8,, subordonnée au recouvrement {Up, ..., U,,} de Q,
i.e.,

— pour tout 0 <i <m, 0; € C°(U;) et 0 < 6; < 1;

— Yo bi =1sur Q.
On a alors que O;u € H*(Q) et [|6;ulm2(0) < Cllullgz@nu;) pour tout 0 < i < m et comme
u = Z:io O;u, il vient que u € HQ(Q) et ||uHH2(Q) < CHf||L2(Q)

La régularité de la solution faible permet de définir une notion plus précise de solution.

Définition 3.4.6. Soient 2 C RY un ouvert borné de classe C2, f € LQ(Q)Et A une matrice
satisfaisant les hypotheses (3.1.2) et (3.1.3) et dont les coefficients a;; € C*(Q) pour tout 1 <
i,j < N. On dit que u est une solution forte de (3.1.1) si u € H*(Q) N H () et

—div(AVu) = f  p.p. dans Q.
On peut alors montrer 'existence de solutions fortes.

Théoréme 3.4.7. Soient Q C RY un ouvert borné de classe C%, f € L*(Q) et A une matrice
satisfaisant les hypothéses (3.1.2) et (3.1.3) et dont les coefficients a;; € C*(Q) pour tout 1 <
i, < N. Alors lunique solution faible de (3.1.1) est également l'unique solution forte.

Démonstration. D’apres le Théoréme 3.4.1, 'unique solution faible u de (3.1.1) appartient & l'es-
pace H2(Q2) N H}(Q). En particulier, comme les coefficients de la matrice A sont de classe C! sur
Q, alors AVu € H'(Q) et donc div(AVu) € L?(2). Par définition de la formulation faible et de la
dérivée au sens des distributions, on a donc que

/fgodx:/AVu'Vgodx:—/diV(AVu)cpd:c
Q Q Q

pour tout ¢ € C°(02). On en déduit alors que f = —div(AVu) p.p. sur . L’unicité de la solution
forte vient du fait que toute solution forte est une solution faible et de I'unicité de cette derniere. [J

Il est encore possible d’aller plus loin et de montrer que, si les données sont assez régulieres,
alors on retrouve bien une solution classique. Tout d’abord, une récurrence relativement immédiate
permet de montrer le résultat suivant.
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Théoréme 3.4.8. Soit m € N. Si Q C RN un ouvert borné de classe C™*2, f € H™(Q) et A une
matrice satisfaisant les hypotheéses (3.1.2) et (3.1.3) et dont les coefficients a;; € C™1(Q) pour
tout 1 <i,j < N . Alors l'unique solution faible u de (3.1.1) appartient a H™2(Q).

On peut méme retrouver des solutions classiques quand les données sont tres régulieres. Pour
ce faire, il convient d’utiliser une version des injections de Sobolev que nous admettrons (voir par
exemple [3, Lemma 6.45]).

Théoréme 3.4.9 (Injection de Sobolev). Soient m > k + % et Q un ouvert borné de RY de
classe C™. Alors H™()) C C*(Q) et il existe une constante C = C(m, k, N, Q) telle que

luller@y < Cllullam@) — pour tout uw € H™(Q).

Une conséquence immédiate du Théoreme 3.4.8 et de l'injection de Sobolev est que si m > %,
alors la solution u € H™*2(1Q) est en fait une fonction de classe C? sur Q. Par conséquent, 1’égalité
—div(AVu) = f p.p. sur Q a en fait lieu partout sur €, ce qui montre que u est une solution
classique de (3.1.1).

On a finalement le résultat suivant de régularité.

Théoréme 3.4.10. Soit Q@ C RY un ouvert borné de classe C*°, f € C*(Q) et A une matrice
satisfaisant les hypotheses (3.1.2) et (3.1.3) et dont les coefficients a;; € C>(Q) pour tout 1 <
1,7 < N. Alors l'unique solution faible u de (3.1.1) appartient a C*°(2).

Démonstration. D’apres le Théoréme 3.4.8, on a que u € H™(Q) pour tout m € N. Par conséquent,
I'injection de Sobolev montre que u € C¥(Q) pour tout k € N, soit u € C*°(Q). O



