Chapitre 4

Résultats de régularité

D’apres le Théoreme 3.4.8 il est naturel de se demander si 'on peut obtenir de la régularité des
solutions de —Awu = f dans Q quand f a un degré de différentiabilité donné. On pourrait naivement
penser que si f € C() alors u € C?(£2). Malheureusement ceci est faux en général excepté dans le
cas de la dimension N = 1.

Exemple 4.0.1 (Weierstrass). En dimension N > 2, on considere la boule B = By /5(0) centré
a Porigine et de rayon 1/2. Pour tout € B, on pose

v(z) = {(x% —x3)y/—Inz| siz#0, fo) = 9622';‘0621 (\/—Trﬂw + 2(\/_11119;')3) sixz#0,

0 siz =0, 0 siz=0.

On peut vérifier que f € C(B), v € C(B)NC3(B\ {0}) et Av(z) = f(x) pour tout = € B\ {0}. Si
u € C?(B) est une solution de Au = f dans B, alors v — u est harmonique dans B\ {0} et v —u
est continue sur toute la boule B. Le principe des singularités artificielles montre que v — u est en
fait harmonique sur toute la boule B. Par conséquent, v — u € C*°(B) et donc v = (v — u) 4+ u est
de classe C? sur B ce qui est absurde.

En revanche, des résultats analogues sont valides si on remplace C™(2) par des espaces fonc-
tionnels plus sophistiqués. Nous avons déja vu dans le Théoreme 3.4.8 que ceci est vrai dans les
espaces de Sobolev H™(£2). Nous allons considérer d’autres situations dans le cadre des espaces de
Holder C%(€2) et de Sobolev du type WP(Q).

4.1 Estimations de Schauder

Rappelons tout d’abord la définition des espaces de Holder.

Définition 4.1.1 (Espaces de Holder). Soient a €]0,1[ et K C RY un compact. On définit
I'espace de Hélder C%*(K) comme 'ensemble des fonctions u € C°(K) satisfaisant la propriété
suivante : il existe une constante C' > 0 telle que

lu(z) —u(y)] < Clx —y|* pour tout z,y € K.

La plus petite constante C' > 0 dans Iexpression précédente est notée [u]co.o(xy et elle satisfait

Ju(x) — u(y)|
u ,a = max .
T
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42 CHAPITRE 4. RESULTATS DE REGULARITE

Il s’agit d'un espace de Banach pour la norme
[ullco.a(rcy := [lullco(x) + [u]eo.o (i)

Si k € N, on définit 'espace C**(K) comme l'ensemble des fonctions u de classe C*¥ dans un
voisinage ouvert de K et telles que, pour tout multi-indice 3 € NV avec |3| = k, on a 9°u € C**(K).
Il s’agit de nouveau d’un espace de Banach pour la norme

lluller.oxy = lluller k) + ‘féllii[aﬁu]coxa(m-

Si € RY est un ouvert, on définit (I’espace de Fréchet) C¥*(2) comme l’ensemble des fonctions
u € CF(Q) telles que u € CH*(@) pour tout ouvert borné w C RY tel que @ C Q.

Définition 4.1.2 (Espaces de Campanato). Soient 1 < p < 0o, A > 0 et 2 C RY un ouvert.
On définit I’espace de Campanato L£P*(£) comme I'ensemble des fonctions u € LP(Q) telles que

[u]i/\ = sup pf)‘/ [u — g, p|P dz < +o00,
To€Q,p>0 QNB,(z0)
ol Ugy,p 1= WM meBP(zO) u(y) dy. I s’agit d’un espace de Banach pour la norme
[ullzor (o) = llull e @) + [ulp.a-

Remarque 4.1.3. Si Q C R est un ouvert borné et u € C%%(Q), alors u € £LPA(Q) pour
A =ap+ N. En effet, soient z9 € Q et p > 0. Pour tout z et y € QN B,(x0), on a |u(x) —u(y)| <
[Wco.@lz = yl* < [u]o.a(m)(20)%. On en déduit que |u(z) — tiay,p| < [U)co.o(m)(20)%, puis

[ ula) = gl do < o2l g,
QﬂBp(wo)

ce qui montre que u € LP*PTN(Q)) avec

1 o
[U]p,ap+N < WN/p2 [U]coﬂ(ﬁ)'

De plus, d’apres I'inégalité de Holder, on a également que [Ju|prq) < |Q|171/”||UHCO(§)7 ce qui
montre que ||ul|zr.ar+n (@) < Cllufco.o(q)- Nous allons voir que si  est assez régulier, les espaces
LPePEN () et C%*(Q) sont en fait isomorphes.

Avant cela, nous rappelons un résultat d’intégration dont la démonstration se trouve par exemple
dans [4, Theorem 3.21].

Théoréme 4.1.4 (de différentiation de Lebesgue). Soit f € LL (RN). Alors pour presque
tout z € RN, on a

. 1
lim
=0 wWNp

N /Bp(z) |f(y) — f(xo)|dy = 0.

Théoréme 4.1.5 (Campanato). Soit @ C RY un ouvert borné de classe C*. Si N < X< N +p
et a = /\_TN’ les espaces LP(Q) et CO*(Q) sont isomorphes. De plus, les quantités || - Hco,a(ﬁ) et
| - lp.a sont équivalentes.
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Démonstration. Nous avons déja vu dans la Remarque 4.1.3 que si u € C%®(€2), alors u € LP (1)
pour A = ap + N et, de plus,
lullpr < Cllulgo.n -

Supposons maintenant que u € £P**(€). Montrons tout d’abord qu'il existe une constante C' =
C(N, )\, p,Q) > 0 telle que pour tout o € Q et R >0, on a

[ty 2-k R — Ugy 2-1r| < C’[u]p7>\(27kR)¥ pour tout k < [. (4.1.1)

Comme € est de classe C!, il existe une constante A > 0 telle que pour tout zg € et p < diam(),
ona [N B,(xg)| > ApN. Siz, 20 €Qet 0 <r < R,on a

(oo = tao, kP < 277 gy, — u(@)” + [u(@) = Uy rP)-

En intégrant par rapport & € QN B,.(zg), il vient

2r-1
[tgyr — Uzo r|P < / [tgy,r — u(z)|P do —|—/ [u(z) — gy, r|P dz
o o ArN A\ JonB, (o) QNBr(z0) ’

2p~1

<
- ArN

(P + R < o full B,

A0, [Uag,r — Ug,r| < 7275 [Ulp AR Pr=N/P. Posons Rj = 277 R pour tout j € N, alors

2 ](N NN
|u9007Rj - uwoﬂjﬂ‘ < Al/P[ Ip, AR v 5
En sommant pour j =k,...,l — 1, il vient
A=N
|U$U,Rz - u$07Rk‘ < C[u]P,ARk ",
avec C = C(N,p, A\, A) > 0.

On en déduit que la suite (ug,, R, )ken est de Cauchy dans R. Elle admet donc une limite, notée
a(xo). Par passage & la limite quand | — +o0o dans (4.1.1), on en déduit que pour tout R > 0 et
tout k € N,

[ty — @(20)| < Clulpa(27*R)™F

ce qui montre que cette limite est en fait uniforme sur 2. Comme la fonction g — ug, g, est
continue, on en déduit que u est continue. Par ailleurs, le théoreme de différentiation de Lebesgue
assure que Uz, p — u(Zg) pour presque tout xo € . Par conséquent, u = 4 presque partout sur {2
et on peut donc supposer que u est continue sur 2.

(4.1.2)

D’apres (4.1.2) avec k = 0 et en remplacant R par 2R, on a pour tout x € €,

A—N
u() = s ol < ClulpnR* (4.1.3)
Soient maintenant z et y € ), et posons R = |z — y|, alors
lu(z) — u(y)| < |u(z) — ua2r| + [ta2r — uy2r| + [uy2r — u(y)]-

On a tout d’abord que

A=N AN
\u(x) - uw,2R| < C[u]p,ku‘ - y| Py |u(y) - uy72R| < C[U]P7)\|x - y| P
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Par ailleurs, si z € QN Bagr(z) N Bagr(y),
[uz2r — Uy 2r| < [uz2r —u(2)| + |u(2) — uy 2R

et comme Bgr(x)UBgr(y) C Bar(z) N Bagr(y), on en déduit, en intégrant sur QN Bog(z) N Bagr(y),
que

1 1

- Ugpor —u(2)|dz + ———— [u(z) — uy 2r| dz.
12N Br(z)| QOBR(m)l 2 120 Br(y)| QNBr(y) v

[uz,2r — Uy 2r| <

En utilisant I'inégalité de Hélder et le fait que Q est de classe C!, il vient que
2 NYI=1/p(g )M A=
[ua2r =ty 2| S oy (WNRT)TVP2R) Y Plulpn = Clulpalz =yl 77

On a donc montré que [u(z) — u(y)| < Clulp x|z —y|*, ce qui établit que [u]co.q @) < Clulp,a.

Enfin, on montre que la fonction u est bornée sur Q. En effet, en posant 2R = diam(Q2) dans
(4.1.3), on en déduit que pour tout z € €,

A—N
u(@)] < Jus2r] + [u(z) = us2r] < (@ndiam(92)) ™ |lull L) + Clulpadiam() 7,
ce qui montre que |[ul[¢og) < Cllullzra (o). O

Théoréme 4.1.6 (Schauder). Soient Q C RY un ouvert borné et f € C%*(Q) ot 0 < a < 1.
Si u est une distribution solution de —Au = f dans D'(Q2), alors u € C*>*(Q). De plus, pour tout
ouvert w tel que W C Q, il existe une constante C = C(N, a, Q,w) telle que

2
[D*ullco.e @) < Cllfllco.e@)-
Nous allons d’abord montrer que la solution distributionnelle est en fait une solution forte.

Lemme 4.1.7. Soient Q C RY un ouvert borné et f € CO*(Q) ou 0 < a < 1. Si u est une
distribution solution de —Au = f dans D' (), alors u € HZ () NCLH(Q).

loc

Démonstration. Montrons d’abord que u € C1(Q). Pour ce faire, on considére un ouvert w tel que
w C Q. Soit ¢ € C(N) telle que ¢ = 1 sur w. On pose f=o¢fe C.(RY) de sorte que le Théoréme
2.2.4 assure que —A(f* G) = f = ¢f dans D'(RY). Comme f = f sur w, on en déduit que
—A(f *G) = f dans D' (w). Par conséquent u — (f * G) est harmonique sur w, et donc de classe

C™ sur w. Comme w est arbitraire, on en déduit que u — (f * G) € C=(Q).

Il reste a établir que le potentiel Newtonien f * G € CHRYN). Pour tout £ > 0, on pose

—LIn(jz]?+€?) siN=2,
oo - { RIS
W si N Z 3.
Notons que G. € C>®(RY) et d’apres les propriétés classiques de la convolution, on a également
que f * G. € C>®°(RY). On a déja vu dans la démonstration du Théoreme 2.2.1 que G. — G dans

L (RN). Par conséquent, pour tout z € RY,

| % Ge(w) = F+ G(a)| < [|Ge = Gllrya-ollF e ey,

ce qui montre que f * G — f * G uniformément sur RV, et donc que f * G est continue sur RV,
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Pour tout 1 <5 < N, on a

1 T

0;Ge(x) = ~ Noow (7§ V2

et 0,G:(z) — 0;G(x) = N%UN ;"}V pour tout z # 0. Comme de plus |9;G.| < |9;G| € LL . (RY)
on en déduit par convergence dominée que 9;G. — ;G dans Li (R"). Le méme argument que
précédemment montre que 9;(f *G.) = f*(9;G.) — f*(9;G) uniformément sur RY. Comme par
ailleurs, 9;(f * G.) — 9;(f * G) faible* dans D'(RN), on en déduit que 9;(f * G) = f * (9;G) est
continue sur RN et donc que f * G € C'(RV).

Comme u € C!(Q2), on en déduit que @ := u¢p € C1(Q) C HL(Q) est une solution faible de
—Aii=f—2Vu-V¢—uA¢p dans D'(Q).

Comme le membre de droite de I'équation précédente appartient & L?(), on obtient par régularité
elliptique que @ € HZ () et donc v € H?(w). On déduit que u € HZ (). O

Il reste & montrer que D?u € C%() ainsi que Pestimation. Pour ce faire, nous allons montrer
que D?u € £22°FN (W) en supposant, sans restreindre la généralité, que w est de classe C! (sinon
on peut toujours trouver un ouvert w’ tel que W C W’ C w’ C Q). En dérivant I’équation on a

—Adgu = O f dans D'(Q). Soit zg € w et 0 < Ry := dist(w, IN)/2 tel que Br,(xo) C . Pour tout
R < Ry, on considere une solution faible w € H} (Br(xo)) de

{Aw =0f dans Bgr(xo),

w=0 sur O0Br(xo)-
i.e.,
/ Vw-Vedr = —/ forpdx  pour tout ¢ € Hy(Br(xo)). (4.1.4)
Br(zo) Br(zo)

Le théoréeme de Lax-Milgram assure U'existence et I'unicité d’un tel w. On pose ensuite z = Jyu—w
de sorte que Az = 0 dans D'(Br(xo)) ce qui montre que z € C*°(Bg(zo)).

Démonstration du Théoréme 4.1.6. D’apres le Corollaire 2.1.16 appliqué a la fonction harmonique
Vz dans Bg(xg), pour tout 0 < p < R, on a

N42
/ |Vz — (Vz)zmp\2 de < C (ﬁ) / |Vz — (Vz)gm,R|2 dx,
By (o) R B

r(zo)

ou encore,
/ |VOru — (V@ku)zmp|2 dx
BP($0)

< 2/ |Vz — (Vz)mo,p|2 dx+2/ [Vw — (Vw)zo,p\de
B, (x0) By (o)

IN

N+2
c(ﬁ) V2 — (V2)ay.r| dz + C' Vwl|? dz
R Br(zo) ' B

0(5”0)

IN

C (”)N+2 v 2 4 2
= |VOru — (VOrt)zy,r|"de + C |Vwl|* dz.
R Br(zo) Br(zo)
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En prenant ¢ = w dans la formulation variationnelle (4.1.4) satisfaite par w, on obtient

/ |Vw|? do = —/ forwdx
Br(zo) Br(zo)

= —/ (f = fao,R)Okwdz < || f = fao, Rl L2(Br(zo) VW L2(BR (20))5
Br(zo)
ce qui montre, d’apres la Remarque 4.1.3, que
[ WePdrs [ 1f =l de < Ol g R
Br(zo) Br(zo)

Par conséquent, on a

2 14 N+2 111 2 2a+N
o (p) ;:/ ( )|V3ku— (V) a2 da < C(E) B(R) + C"[f]20.0 ) B2
Bp o

En remarquant que la quantité ¢ — [, (z0) |[VOru — c|? dr est minimale précisément pour ¢ =
P
(VOkt)gy,p, on en déduit que @ est une fonction croissante. Le Lemme 4.1.8 implique alors que

2

= R2a+N + [f]clm(ﬂ))

soit, pour tout p < Ry

/B oy O (V0o 42 < Crrgp™ N (D% 235, o + [
p(Zo

< ORopzaJrN (”f”L?(BRO(xo)) + [f]?;o,a(ﬁ)) < CR0P2Q+N||f||(2;0,a(§)'

Si a présent p > Ry, alors par régularité elliptique et la Remarque 4.1.3,

p—2a—N/ |vaku _ (vaku)$0’p|2 dr < ZRO_QQ—N/ |V6ku|2 dx
B, (z0)Nw B

p(z0)Nw

< Cu, [ 1D do < C, [ 117 do < 1.

Ceci implique que D?u € £%2%+N (w) et d’apres le théoréme de Campanato, D?*u € C%%(@), soit
u € C>*(w), avec
||D2u||CO‘“(ﬁ) < C‘|f||c(}a(ﬁ)7

ce qui conclut la preuve du théoréme de Schauder. O

Lemme 4.1.8. Soit ® : RT — RT une fonction croissante telle que pour tout 0 < p < R,
A% b
a(p) < A (%) a(m)+ B,

ot A, B, a,b>0 eta>b. Alors il existe c = c¢(A,a,b) tel que pour tout 0 < p < R

®(p) <c (‘I)Igf) + B) P’
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Démonstration. Sans restreindre la généralité, on peut supposer A > 1. Soit v = (a+b)/2, on peut
alors trouver 7 € (0, 1) tel que AT® = 77. Posons alors p = 7R de sorte que

®(TR) < AT°®(R) + BR® = 77®(R) + BR".
En itérant l'inégalité précédente, il vient pour tout k € N,
o(r*R) < 770(rF'R)+ Br VPR

k—1
< TM(I)(R) + Brk=1bpb Z (=0
j=0

IN

b4 2 Z 7i(r=b) T(kH)b((I)(R) + BRb)
j=0

= cr"*VY®(R) + BR"),
oil ¢ = ¢(A, a,b). Pour tout 0 < p < R, on peut trouver k € N tel que 7" R < p < 7*R. Comme
781 < p/R, on en déduit que

B(p) < B(rFR) < er™+VN(DB(R) + BRY) < c (%)b (®(R) + BRY).

O

Le Théoreme 4.1.6 s’étend en une estimation globale pour les solutions d’une EDP elliptique
du second ordre sous forme divergence avec des coeflicients assez réguliers. A 'aide de résultats
d’approximation, on peut également montrer ’existence et I'unicité de solutions dans le cadre des
espaces de Holder (voir le Theorem 6.8 dans [6])

Théoréme 4.1.9. Soient Q C RY un ouvert borné de classe C>* (0 < o < 1), f € C™*(Q) et
A une matrice satisfaisant les hypothéses (3.1.2) et (3.1.3) et dont les coefficients a;; € C*(Q)
pour tout 1 < i,j < N. Alors il existe une unique solution classique u € C*>*() telle que

—div(AVu) = f  dans Q,
u=0 sur 0.

4.2 Estimations de Calderon-Zygmund

Théoréme 4.2.1. Soient Q C RY un ouvert borné et f € LY (Q) ou 1 < p < co. Si u est une

loc

distribution solution de —Au = f dans D'(2), alors u € W2P(Q). De plus, pour tout ouverts w et

loc

W' tels que w CC W' CC Q, il existe une constante C = C(N,p, Q,w,w’) telle que
1D?ul| Lo (wy < C (llullLe ey + [1fllzrry) -

Quitte & remplacer f par fx.s, on peut supposer sans restreindre la généralité que f € LP(QQ).
Tout comme pour les estimations de Schauder, nous allons ramener le probleme au controle dans
W?2P d’une fonction harmonique et du potentiel Newtonien d’une fonction L?. Pour ce faire, on
étend f par zéro sur RY et on continue & noter f cette extension. On pose alors

Uu=v+w

onv:=u—(Gxf)etw=Gxf. Comme f est & support compact (car Q est borné), le Théoréme
2.2.4 assure que —Aw = f dans D’(Q). Par conséquent v est harmonique sur ), et donc de classe
C sur (.

Commencons par établir que le potentiel Newtonien w € W1P(Q).
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Lemme 4.2.2. La fonction w appartient a WP(£).

Démonstration. Comme w = G * f avec G € L _(RY) et f € LP(RY) avec Supp(f) C €, une
estimation du produit de convolution montre que [|w|| zr) < || fl|Lr ) |GllL1 (@-g), soit w € LP(Q).

Pour montrer que d;w € LP(Q) pour tout 1 < j < N, il suffit d’établir que 0;w = (9;G) * [ car,
du fait que 9;G € LIOC(R ), on en déduira que [|0;w||zr)y < ||fllzr ) |0;G |l L1 (@—0). Soit donc
p € CX(Q), alors d’apres le théoréme de Fubini, on a

/Qw(x)a dx—/(/Gx— dy)a dx—/(/Ga:— 0,0z )dx)f()d

Fixons y € Q, et considérons € > 0 tel que B.(y) C Q. Alors
[cta-vop@dr= [ Gu-yop@ir+ [ Gla-yoypla)ds
Q Q\B:(y) B:(y)
D’apres la formule de Green, il vient que

/ Gl — y);0(x) d = — / 8,6 — y)pl)) dir — / Gl — y)pla)v;(x) do(z),
Q\ B ( Q\B:(y)

dB:(y)

et

/ Gz — y)pla)v; (@) do(@)| < el sy / G(2)| do(z) = 0
0B:(y) 2]

€

quand € — 0. Par ailleurs, comme G et 9;G € Ll _(RY), on a

/ G(x —y)0;p(x) dx| +
Be(y)

[ 66—yl s
Be(y)

<1050l / 1G(2)] d= + [l ol (e /B 10;G(2)] dz — 0.

€

| 6o ds = - [ 0,6( - yyola)da
Q Q

ce qui implique, en utilisant de nouveau le théoréeme de Fubini que

On en déduit que

| w@dsete)de = = [ 0,6+ i)t .
Il vient alors que 0;w = 0,;G * f et donc que d;w € LP(Q). O

On déduit du Lemme précédent que u = v + w € LP(Q2). On commence par montrer une
estimation W?2? de la fonction harmonique v.

Lemme 4.2.3. Soit w’' un ouvert tel que w CC w' CC Q. Alors, la fonction v := u— Gx* f satisfait

1D?0]| o) < C (Ilull Loy + 1f | o))

ot C > 0 est une constante qui ne dépend que de N, p et dist(w,0).
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Démonstration. Soient w’ et w” des ouverts tels que w CC w”’ CC W' cC Q. Comme ;v est
harmonique sur €2, on en déduit par la propriété de la moyenne et la formule de Green que si
x €w' et 2r = d = dist(w”, 0w’) de sorte que B,(z) C w/,

wnrN () = /

BT(I)

Bw(y) dy = / o(y)viy) do(y).

OB, (z)

Par conséquent, en intégrant effectuant le changement de variable y = = + rz dans l'intégrale de

surface, on obtient que
1
|0iv(z)| < / [v(x +72)| do(z).
9B,

WNT

On éleéve 'inégalité précédente & la puissance p puis on intégre par rapport a x € w”. L’inégalité
de Holder et le Théoreme de Fubini montrent alors que

m(mw)p—l /w (/83 lo(z + r2)|? do(z)) da
~ e [ ([ 1t rapac) dote) < L ol

Le méme argument appliqué a la fonction harmonique 81-2]-11 montre que ||ai2jUHLp(w) < Cl|osv]| ey,
ce qui implique que

Haivuip(wn) <

ID?0]| o () < Cllvl Lo (wry-

Or
vl ey < ullen + 1G * fllLewr)-

Comme 2 est borné, f € LP(RY) avec Supp(f) C Qet G € L (RY), on obtient que [|Gx f|| r (o) <
Gl L1 (-l fllLe (- 11 vient finalement que [|[v]|zr ) < C(l|ullLer) + Ifllr@)) et donc que

ID?0] Loy < C (lull oy + 1 o)) -
ce qui termine la preuve du lemme. O

Il reste donc & établir que D?w € LP(£). Le cas p = 2 est une conséquence directe de la formule
de Green.

Lemme 4.2.4. Si f € L?(Q), alors le potentiel Newtonien G x f € H*(Q), —A(G x f) = f p.p.
sur ) et

ID*(G * g)llr20) < If 2@
En particulier, Uapplication T : L*(2) — L?(Q) donnée par
Tf= 3z2j(G * f)
est une application linéaire continue sur L?(£2).

Démonstration. On suppose d’abord que f € C2°(Q2). D’apres le Théoreme 2.2.2, on a que w :=
Gx feC®RY) et —Aw = f dans RY. Soit R > 0 tel que supp(f) C Q C Bg/s. Alors

N
/Q|f|2dx:/BRf|2dx=/BR|Aw|2dx: Z /BR(aflw)((?wa)dx

ij=1



50 CHAPITRE 4. RESULTATS DE REGULARITE

En utilisant deux fois la formule de Green, il vient que

N
2 _
/Qlfl dr=3"

ij=1

N
/B (@)@ de+ 3 /8 . (@300~ @) @] do

ij=1

Montrons que I'intégrale de surface tend vers zéro quand R — +oco. Si x € dBg et y € supp(f) C
Bpjs alors v —y| > R/2 > 0 de sorte que les applications y — G(z —y), y = VG(z —y) et
y — D?G(x — y) appartiennent & C>°(Bp/2). Par conséquent, pour tout 2 € JBg,

D) = / 0G(x — o) f(y) dy, Pu(x) = / Gz — y)f(y) dy.

N N JE
Comme |0;G(z — y)| < lemjy‘N,l < WN%N71 et [07,G(z —y)| < ww\ﬁle < wjlvﬁw, on en déduit
que

< COyR'"NRNRN-1 0

/8 (@)@~ @a0) @] do

quand R — +oo. Par conséquent,

/|f|2dx: lim / \D2w|2dmz/\D2w|2dx. (4.2.1)
[¢) R—+oc0 Br Q

Si f € L3(Q), on sait déja que w = G x f € H'(Q). Par densité, il existe une suite (fy,)nen de
fonctions C°(Q) telle que f, — f dans L?(Q2). En notant w,, := G * f,, comme  est borné et
G e WU RYN), on en déduit que

loc

lwn — w2y < |G-yl fn = fllz2@) — 0,
0wy — Ojw| L2(0) < 195G L1 @@-a)llfn — fllzz) — 0,

ce qui montre que w,, — w dans H*(2). Par ailleurs, I'estimation (4.2.1) implique que || D*w,, —
D?wp |l 22(0) < |fa — fmllL2(0)> ce qui montre que (D?wy,)nen est une suite de Cauchy dans L*(€)
qui est complet. La suite (D?w,,)nen admet donc une limite dans L?() qui doit coincider avec
D?w. En particulier, w € H?(Q) et, par passage a la limite quand n — +oc dans l'inégalité

/|D2wn|2dxs/ fal? de,
Q Q

/|D2w|2da:§/ 2 da.
Q Q

Enfin, comme —Aw, = f, dans , on obtient que —Aw = f p.p. dans Q. O

il vient

Malheureusement, 1’argument précédent ne s’adapte pas pour p # 2. Pour p = 1, nous allons
montrer une version affaiblie qui repose sur la décomposition de Calderon-Zygmund d’une fonction
intégrable f en une partie “good” notée g, ou celle ci-est “essentiellement petite” et une autre
“bad”, noté b ou elle peut prendre de grandes valeurs mais “oscille peu”.

Théoréme 4.2.5 (Decomposition de Calderon-Zygmund). Soit f € L'(RY) et t > 0. Alors
il existe une suite de cubes (Q;);en d’intérieurs deuz & deuz disjoints tels que

Lf@] <t pp. tout v € RN\ (Ujen @) 5
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2. pour tout j € N, on a

1
t< — |f(2)] dax < 2Vt
Q5 Qj
3. Y ien|Qsl S tTHIf Il @y
On peut alors décomposer f en
f=g9+0
ou
. N ,
() = f(x) siz €R \(UJENQ1>,

& fo, f@)dy size Q.
qui satisfont
1. |g| < 2Nt p.p. sur RV ;
2. b=0 p.p. sur RN\ (UjeN Qj) ;
3. fQj b(y)dy = 0.
Démonstration du Théoréeme 4.2.5. Soit [ € N assez grand tel que

1

— dr < t.
[ @) <

On recouvre RY par des cubes d’intérieurs deux & deux disjoints et dont les cotés sont de longueur
I (la mesure de tels cubes est donc (V). On décompose chacun de ces cubes @ en 2V sous-cubes
d’intérieurs deux & deux disjoints de longueur /2. Les sous-cubes C' qui satisfont

I%N/Cuwdxs:f

sont de nouveau décomposés de la méme maniere et le procédé est répété indéfiniment. Notons
F ={Q;}jen la famille des cubes qui satisfont

1
1Qj] Jq,

Pour tout j € N, soit C 'unique cube dont la subdivision donne @;. On a alors nécessairement
que ﬁ Jo 1f(2)|dz <t (puisque ce cube a été décomposé) et comme |C/|Q;] =2V, on a

|f(z)| dx > t.

1 1
t< — |f(x)|dx§2N—/|f(x)\dx§2Nt.
Q5| Jo, ICl Je
Par définition de Q;, on a que |Q;| < t* fQ |f(z)]dx. Comme les cubes sont d’intérieurs
J
deux a deux disjoints et que 'intersection des frontieres de cubes est de mesure nulle, il vient que

ien Q)] <71 fon [f(2)] da.

Soit enfin 2y € RV \ UjeN @; un point de Lebesgue de f. On peut alors trouver une suite
décroissante de cubes ouverts (C,)n,en contenant xg et dont le diameétre tend vers zéro quand
n — 400 satisfaisant

1
|C|/c |f(x)|de <t pour tout n € N.
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En notant C,, = x,,+ (I, 1)~ olt z,, € R est le centre et [,, > 0 est la longueur des cotés du cube
C,, on en déduit que C,, C B VN2, (z9). Par conséquent, d’apres le théoreme de différentiation de
Lebesgue, on a

! _ |By/ar,, (%0))| 1 )
o 10 = folas < G g~ S
= LUNNN/2 1 ‘f(x) _f(x0)|dx_>0’

1By, (@)l JB 0 (w0)

ce qui montre que

n—-+oo

Flzo)| = lim KiLA%U@degt

Posons alors
/(@) size RV (Ujen @)

T2 @ fo, )y s

; . N — 1 .
et b= f — g. Par construction, b = 0 p.p. sur R*' \ (UjeN Qj) etb=f— o1 fQj f(y)dy p.p. sur
Q; de sorte que fQ]» b(y) dy = 0. Par ailleurs, on sait déja que |g| = |f| <t p.p. sur RV \ (UjeN Qj>
et, par construction des cubes Q;, |g] < ‘Q—ll fQ' |f(z)|dr < 2Nt sur Q;. On a ainsi montré que

J J

lg| < 2Nt p.p. sur RV, O

L’application linéaire f € L*() — T'f = 07;(G * f) n’est en général pas continue sur L'(Q).
Nous avons toutefois le résultat plus faible suivant.

Lemme 4.2.6. Soient Q C RY un ouvert borné et f € L*(Q2). Alors il existe une constante C > 0
qui ne dépend que de N telle que

supt|{z € @: [Tf(@)] >t} < Clflo -

Démonstration. On étend f par zéro a tout RY et on continue & noter f cette extension. D’apres
la décomposition de Calderon-Zygmund, on peut décomposer f sous la forme f = g+ b ou g et
b satisfont les conclusions du Théoréme 4.2.5. Comme de plus f € L?(2), on en déduit que g et
b € L?(Q) ce qui montre que Tg et Th sont bien définis. Par linéarité de T', T f = T'g + Tb et, pour
tout ¢ > 0, on a

{z e |Tf(x)| >t} c{zeQ:|Tyg(x)] >t/2}U{x € Q:|Tb(x)| > t/2},
d’ol, en passant a la mesure

e € Q: [Tf(z)] >t} < |[{z € Q: [Tg(x)| > t/2}] + |{z € Q: [Th(z)| > t/2}]. (4.2.2)

Estimation de T'g : D’apres I'inégalité de Chebychev et le Lemme 4.2.4,

4 9 4 9 22+N
e [Tg@) > t/2) < 5 [ Todr < [lofde< 2 [ gz,
Q Q Q
car |g| < 2Nt p.p. sur Q, puis comme [, [g|dz < [, | f] dz,
24N

e € [Tg(a)| > 1/2)] <

Il - (4.2.3)
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Estimation de Tb : On pose by := bxq, de sorte que b = ',:;X(; bi p.p. sur RY. Par ailleurs,
comme pour tout n € N et p.p. tout « € RN,

n
Db
k=1

ce qui montre, par convergence dominée que b = ZZ:B by dans L%(RY). Par conséquent, comme
T est une application linéaire continue sur L2(RY), il vient que

n

<3 xar £ 3@V 1) xau £ 2V o + 1] € LHRY)
k=1 k=1

Tb=> Tb, dans L*(9).

Soit yk le centre du cube Q. et § = diam(Qy) de sorte que Q, C By = Bj, (yx). Comme
fQ bi(y) dy = 0, pour tout = € By, on a

Thu(e) = [ 0G(— o)y = [ [03G(w —y) - B0l m)n(y) do.
Qr Qk
Comme x ¢ By, 'application y 6i2jG(x —y) est de classe C* sur le cube Q. Pour tout y € Q,
le théoréeme des accroissements finis montre alors I'existence un i € [y, yx| tel que

Cn

10,G(z —y) — 05,G(x — yr)| < |VO},G(x — )| |y — y] < P |y — Ygl-

Or comme @y, est convexe, i € Qy et donc |x — gi| > dist(z, Q). On obtient finalement que

Cnoy
|Tbr ()| < W/Qk bk (y)| dy,

et il vient alors que

dx
T (x dmg/ Top(z)|de <C 5k/ —/ br(y)| dy.
L, @l [ <own [ e |

Orsiz & By et z € Qp, on a que |z — yi| > 0 et |z — yg| < 0/2 < |z — yx|/2. Par conséquent,
|z — 2] > | — yk| — |y — 2| > |z — yx|/2 et donc dist(x, Qx) > |z — yg|/2. D’apres la formule de
changement de variables en coordonnées polaires, il vient

dx
TbscdeC'd/ 7/bydy
/Q\Bk| H(@) ok RN\ By, |z — yp|VH Qk| ()l

too N—1
= d b dy < b dy.
Ot [ Tz [ inldy<Ox [ elay

En notant F' = (J,cn Br et G = Q\ F, on obtient aprés sommation en k € N que

/|Tb\da:<2/ |Tbk|dx<2/ |Tbk\da:<CNZ/ |bk|dx—CN/|b|dx

keN keN O\ B keN

Mais comme b = 0 p.p. sur RN\UkeN Qretb=f— |Qk| ka y) dy p.p. sur Qg, on en déduit que

/|b\dxs2/ £ de,
Q Q
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ce qui montre que

/|Tb\dx§CN/|f|dx.
G Q

2
o € G [Th(a)| > 1/2)] <> /ITb\de%/lflda
G Q

Or comme,

et |Bi| = Cn|Qkl,
Cn
F| < By| = N =cC < == d
FI< 3 1Bl =3 ondl =Cn Y Qi < [ Iflda,
keN keN keN
il vient finalement que
C
Hz € Q:|Tb(x)| >1t/2}] < ?/ |f] de. (4.2.4)
Q

En regroupant (4.2.2), (4.2.3) et (4.2.4), on obtient le résultat annoncé. O

Le résultat général dans le cas 1 < p < 2 repose sur le théoreme suivant d’interpolation de
Marcinkiewicz et un argument de dualité quand p > 2.

Théoréme 4.2.7 (Interpolation de Marcinkiewicz). Soient Q C RY un ouvert, 1 <qg<r <
oo des exposants et T : LY(Q) N L"(Q) — L1(Q) N L"(Q) une application linéaire. Supposons qu’il
existe des constantes K1 et Ko > 0 telles que

e €9 [Tf@) > 1} < (W) e € Q: [TF@)] > 1)] < (K”f'“”)

t

pour tout f € L1(Q) N L"(Q) et tout t > 0. Alors T s’étend en une forme linéaire continue sur
LP(Q2) pour tout g <p <7 et

ITfllLr0y < CKIKS™|fllro

pour tout f € LI(Q)NL"(Q) ou

et C > 0 ne dépend que de p, q et r.
Avant de démontrer ce théoreme, rappelons un résultat d’intégration.

Lemme 4.2.8. Pour toutp > 1 et f € LP(Q2), on a

i) = o € 2 |f@) > 8 < 5 [ 1F@)P da

et

[ as=p | ey

Démonstration. La premiere inégalité (dite de Chebychev) est une conséquence de

eu)< [ \pde< [ irps,
{If1>t} Q
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Par ailleurs, si f € L*(Q), en notant A = {(z,t) € @ x R" : |f(z)| > t}, le Théoréme de Fubini
montre que

[f(2)]
/\f(x)|dx:// dtdx:/ xa(x,t)dxdt
Q QJo QxR+

Z/ /X{xesz:\f(m)\>t} dmdt:/ w(t) dt.
R+ JQ R+

Si p > 1, on applique le cas précédent & la fonction |f|P € L*(£2), puis on effectue le changement
de variables t = sP. Il vient alors

/Qlf(x)l”dx=/w I{weﬂrlf(x)l”>t}\dt=/w e € Q: |f()] > s} psP~ ds,

ce qui montre 1’égalité désirée. O
Venons en a la preuve du Théoreme de Marcinkiewicz.

Démonstration du Théoréme 4.2.7. Pour f € L1(Q)NL"(Q), A >0 et t >0, on écrit

f=f+f
ou
S fx) siff(x)] > AT,
fi@) = {o si|f(z)] < A1t
et

@) silf@)] < A
Par linéarité de T', on a |T'f| < |T f1]| + |T f2| et donc

{o si | f(x)] > A7t

{z e Q:[Tf(z)] >t} < {z € Q: [Thi(x)] > t/2} + {z € Q: [T fa(x)] > t/2}|

2K\ 2K5\"
S(;) /Q|f1|qd$+(t2) /Q|f2|rd$-

Par suite, le Lemme 4.2.8 implique que

/\Tf|pdx:p/ 1 € QO |Tf(2)] > 1)) dt
Q R+

§p(2K1)q/ fp1-a / 1] da dt—l—p(ZKg)"/ po1-r / |7 dz | dt.
R+ {IfI>A-t} R+ {IfI<A-1t}

On pose t = As ou A > 0 sera déterminé ultérieurement. On obtient alors

/ TfPP da gp(QKl)w*q/ p=1-a (/ |fqu> ds
Q R+ {lf1>s}
+p(2K2)TA”_T/ =17 (/ |f|rdx> ds.
R+ {If1<s}
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Or, le Théoreme de Fubini donne

e ( /{ |f>s}|f(:v)lqu> ds= [ 1@ ( / ﬂx”#‘l‘%) do= 2 [ 1f@)rda

et de méme

1 e 1
p—l-r r _ r p—1-r — P
/s (/{f|<s}|f(x) dx) as= [ 17 (/W)'s ds> do = —— | |1 do.

En regroupant les estimations précédentes, on obtient que

/Q ITfIP da < {ﬂ(afmw—uﬂ(zmw—r} / ()P da

pour tout A > 0. En prenant la valeur de A qui minimise I’expression entre accolades, i.e.
A= QKEI/(T*Q)K;/(T*Q)

on obtient

1
T <o L 4 P /pKOKH
|7 fllee) < pfq+rfp 1K N fllee @)

comme attendu. O

Lemme 4.2.9. Soient Q C RN un ouvert borné et f € LP(2) (1 < p < 00). Alors le potentiel
Newtonien G * f € W2P(Q), —A(G x f) = f p.p. sur Q et il existe une constante C > 0 qui ne
dépend que de N et p telle que

| D*(G * g)ll ey < Cllfllzeo)-
En particulier, Uapplication T : LP(Q) — LP(Q2) donnée par
Tf= 81‘2]‘(G * f)
est une application linéaire continue sur LP(£2).

Démonstration. Le cas p = 2 a déja été traité dans le Lemme 4.2.4. Si 1 < p < 2, il suffit
d’appliquer les Lemmes 4.2.4, 4.2.6 et le Théoreme 4.2.7 d’interpolation de Marcinkiewicz avec
q =1 et r=2. 1l reste a traiter le cas p > 2 qui repose sur un argument de dualité. En effet, en
posant ¢ = p/(p — 1) €]1,2[, si f et g € C°(Q), alors une intégration par parties et le Théoréme
de Fubini montrent que

/ngala:*/a2 (G f gdz:/( f)ajgd:v
/ / Gz — ) ()02 g(x) dy di = /Q F(T9) dy < 11w | Tl Locen-

Comme 1 < ¢ <2, on aque |79 rs) < CllgllLa) et donc

/Q(Tf)g dz < Cllfllme gl oy,

T fllLe() = sup {/Q(Tf)g dr:ge€Cr(Q),lgllLa) < 1} <Ol fllze (-

Par conséquent, T s’étend en une forme linéaire continue sur LP(€2). O
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Le Théoreme 4.2.1 est maintenant une conséquence immédiate des Lemmes 4.2.3 et 4.2.9.

Les estimations de Calderon-Zygmund sont fausses dans les cas critiques p =1 et p = co.

Exemple 4.2.10. Supposons N = 2 et D = B;(0). On peut vérifier facilement les calculs suivants :
— si, pour tout * € D\ {0}, on a u(xr) = Inln(e|z|~1), alors Au(z) = —W. On
montre dans ce cas que D*u ¢ L*(D) mais que Au € L*(D);
— si, pour tout (r, ) €]0,1[x]0, 27, on a en coordonnées polaires u(r, #) = r? Inr cos(26), alors
Au(r,0) = 4cos(20). On montre alors que Au € L*°(D) mais D?*u ¢ L°°(D).

Remarque 4.2.11. On peut en fait montrer, a l'aide de techniques d’analyse harmonique qui
dépassent le cadre de ce cours, que
— si f € LY(Q), alors D?u appartient & I'espace de Lorentz L1'>°(£), ce qui signifie (voir le
Lemme 4.2.6) que
supt|{z € Q: |D*u(z)| > t}| < +o0;
t>0

— si f € L®(2), alors D?>u € BMO(2) qui est un espace isomorphe & 'espace de Campanato
LN (Q).
De plus, si f appartient a I'espace de Hardy H'(£2) (qui peut étre identifié au dual de BMO(f)),
alors u € VVlicl(Q)

Les estimations de Calderon-Zygmund se généralisent en des estimations globales pour les so-
lution d’une équation elliptique du second ordre sous forme divergence. A 'aide de techniques
d’approximation, elles permettent également de montrer ’existence et 'unicité d’une solution forte
pour un second membre f € LP() (voir par exemple le Theorem 9.15 dans [6]).

Théoréme 4.2.12. Soient Q@ C RN un ouvert borné de classe C?, f € LP(Q) avec 1 <p < oo et A
une matrice satisfaisant la condition d’ellipticité (3.1.3) et dont les coefficients a;; € C1 () pour
tout 1 < i,5 < N. Alors il existe une unique solution u € WP (Q) N W, P(Q) telle que

—div(AVu) = f  presque partout dans €.
De plus, il existe une constante C > 0 dépendant de N, p, X\, A et Q) telle que

[ullwz2r(0) < Cllf ()

4.3 Autres résultats de régularité

Nous terminons ce chapitre par un exposé de quelques autres résultats de régularité. Contraire-
ment aux résultats décrits jusqu'’ici, les résultats suivants ont la particularité d’étre valables sans
aucune hypothese supplémentaire sur les coefficients a;; de 'EDP qui peuvent par conséquent
étre discontinus (contrairement aux Théoremes 3.4.1 et 4.2.12 qui nécessitent des coefficients a;;
continiment différentiables).

Un premier résultat di a Meyers montre une meilleure intégrabilité du gradient de la solution
faible u € H}(Q) d’une équation elliptique du second ordre sous forme divergence.

Théoréme 4.3.1 (Meyers). Soient Q C RN un ouvert borné de classe C1, f € L?(Q) et A une
matrice satisfaisant les hypothéses (3.1.2) et (3.1.3). Soit u € H} () lunique solution faible de

—div(AVu) = f  dans Q,
u=0 sur 0N).

Alors il existe 0 > 0 qui ne dépend que de Q, N, X et ||A|| () tel que pour tout 2 < p < 240, si
few=tr(Q), alors u € WHP(Q).
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Une premieére démonstration relativement élémentaire se trouve dans [1] (Chapitre I, Section 4).
Elle consiste & décomposer 'opérateur différentiel L = —div(AVu) en une partie symétrique Ly =
—div(A;Vu) avec AT = A; ayant une grande constante d’ellipticité et une partie antisymétrique
Ly = —div(A2Vu) avec AT = —Ay et [|Az]|=(q) petit. Les arguments principaux reposent sur
le fait que —A réalise un isomorphisme de Wy?(€2) dans W~1?(Q) (qui est par définition le dual
topologique de W, 4(Q) avec 1/p+ 1/g = 1) et le théoréme d’interpolation de Riesz-Thorin.

Une autre démonstration de portée plus générale se trouve par exemple dans [7] (Chapitre 6).
Elle est basée sur l'inégalité de Caccioppoli et 'injection de Sobolev qui permettent d’établir une
inégalité de Holder inversée sur |Vu|?. Un résultat général d’intégration appelé Lemme de Gehring
montre alors que toute fonction satisfaisant une telle propriété possede une meilleure intégrabilité
(voir [7, Theorem 6.6]).

Il s’agit d’un résultat de portée tres générale qui peut se généraliser dans beaucoup de situa-
tions notamment pour les EDP elliptiques non linéaires, pour des probléemes variationnels et les
probléemes vectoriels.

Un résultat da a Stampacchia assure que la solution d’une EDP elliptique du second ordre sous
forme divergence est toujours bornée.

Théoréme 4.3.2 (Stampacchia). Soient Q@ C RN un ouvert borné de classe C*, f € L?*(Q) N
LP(Q) (p > N/2) et A une matrice satisfaisant les hypothéses (3.1.2) et (3.1.3). Si u est 'unique
solution faible dans HZ () de

—div(AVu) = f  dans Q,
u=0 sur 02,

alors uw € L>=(9).

Deux démonstrations sont accessibles, toutes deux reposant sur l'inégalité de Caccioppoli qui
permet de controler ||Vu|z2(py,,) par ||lul|L2(p,) pour toute boule B C . La premiere preuve
basée sur des itérations de Moser qui consiste a combiner 'inégalité de Caccioppoli et 'injection
de Sobolev pour contréler la norme L? de u (pour tout ¢ < o0), en prenant comme fonctions tests
des puissances de la solution (voir [5, Proposition 8.20]). La deuxiéme démonstration due & De
Giorgi consiste a travailler plutét sur les ensembles de niveaux de la solution (voir [5, Theorem
8.13]). Dans les deux cas, il s’agit d’une approche scalaire qui se généralise mal pour les problemes
vectoriels.

Les techniques développées précedemment peuvent encore étre rafinée pour montrer une inégalité
de Harnack permettant de controler I'oscillation de la solution faible sur des boules. En découle
alors un résultat de régularité Holdérienne obtenu indépendamment par Nash (pour les équations
paraboliques, mais la philosophie est la méme) et par De Giorgi (voir [5, Chapter 8]).

Théoréme 4.3.3 (De Giorgi, Nash, Moser). Soient Q@ C RY un ouvert borné de classe C*,
feLXQ)NLP(Q) (p> N/2) et A une matrice satisfaisant les hypothéses (3.1.2) et (3.1.3). Siu
est l'unique solution faible dans H}(Q) de

—div(AVu) = f  dans €,
u=0 sur 02,

alors il existe a €]0, 1] tel que u € CO*(9).
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On renvoit au livre [5] pour une approche générale de ce type de résultats de régularité. Remar-
quons qu’on ne fait aucune hypothese de régularité sur les coefficients a;; excepté leur mesurabilité,
ce qui rend le résultat spectaculaire. Le théoreme de De Giorgi-Nash-Moser est particulierement
célebre pour deux raisons. D’abord parce qu’il clot la résolution du XIXe probleme de Hilbert,
qui concerne la régularité des solutions de problemes variationnels, et ensuite parce que le peu
d’hypotheses sur la matrice A permet de traiter des versions non linéaires de cette équation.
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