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TD10. Intégration. Théorémes de convergence.

Echauffement, exemples et contre-exemples

x Exercice 1.

a) Donner une suite de fonctions boréliennes positives (f,)n>o telle que [, frdX admet une
limite ¢ > 0 et [, liminf f,,d\ < c.

b) Si (E, A, ) est un espace mesuré, (f,),>o une suite de fonctions intégrables de signe quel-
conque telle que fE | liminf f,|du < 400, a-t-on toujours fE liminf f,dp < liminf fE fndp?

c) Donner une suite (fy,)n>0 de fonctions continues sur [0, 1] & valeurs dans [0, 1] telle que
pour tout = € [0, 1] la suite f,(z) n’admet pas de limite et lim,, f[o 1 frndX = 0.

d) Donner une suite (f,,)n>0 de fonctions continues positives sur [0, 1] telle que lim,,_, f[o 1 frndX =
0et f[O,l] SUpP,>q fndA = +00.

Exercice 2. Calculer la limite des suites suivantes :
) f]R 67|$‘/nd$,

.2
) Jr Tisicos(2)122) Fooszy =1 9%

c) Zm>1 m Sm(nlm)

Convergence dominée, variations

Exercice 3. Soient (E, A, 1) un espace mesuré et (f,),>o une suite décroissante de fonctions
mesurables positives qui converge u-p.p. vers une fonction f.

a) On suppose qu’il existe ng tel que f 5 Jnodp < 0o. Montrer que
lim | f,dp= / fdpu.
b) Que peut-on dire sans I'hypothése d’intégrabilité ?

Exercice 4. Soit f :]0,1[— R une fonction positive, monotone et intégrable. On définit pour
tout n > 1, g,(z) = f(2™). Calculer la limite de f]o 1 IndA.

*x Exercice 5.

a) Soient (X, A, 1) un espace mesuré, et (f,)n>o une suite de fonctions intégrables de (X, .A)
dans (R, B(R)). Montrer que si Y- - [y |faldpu < oo, alors

/fndu / an)du



b) Soit (N,P(N),m) ot m est la mesure de comptage. Soit v : N — R,. Montrer que
fN udm = ano u(n).
c) Soit (anp)np>0 des réels. Montrer que

ZZ |ap.q| < 00 = ZZ@M = ZZaM.

p>0 ¢=>0 p>0 ¢>0 g>0 p>0

d) Calculer la limite de ") _, (*1]):“ A

Convergence en mesure, convergence dominée

x Exercice 6. Soit (X, A, ) un espace mesuré tel que pu(X) < oo. Soient (f,)n>1 et f des
fonctions mesurables de (X, .A) dans (R, B(R)). On dit que la suite (f,,),>1 converge en mesure
vers f si:

ve >0, limp({|f, = f| > e}) = 0.

a) Montrer que si [y |f, — fldp — 0, alors la suite (f,),>1 converge en mesure vers f.

b) Montrer que si la suite (f,),>1 converge u-p.p. vers f, alors elle converge en mesure vers
f.
c) Réciproquement, supposons que (f,,) converge en mesure vers f :
i) Montrer qu'il existe une sous-suite (f,, )ren telle que

1 1
vk 21 p({lfan = 1> 1) < 15

ii) Soit A = lim{|f,, — f| < %} Montrer que (f,,) converge vers f sur A et que
k

u(A) = 0 (en d’autres termes, f, posséde une sous-suite qui converge p-p.p. vers

f)-

*x Exercice 7. Soit (X,.A, ;) un espace mesuré tel que p(X) < oo. Soient (f,),>1 et f des
fonctions mesurables de (X,.A) dans (R, B(R)). On suppose que la suite (f,), converge en
mesure vers f, et quil existe une fonction g : X — R intégrable positive telle que |f,| < ¢
W-p.p. pour tout n > 1.

a) Montrer que |f| < g p-p.p.

b) En déduire a l'aide de la propriété d’uniforme continuité de I'intégrale que

/ o= fldi —> 0.
X n—oo

Exercice 8. Soient (X, A, ) un espace mesuré et f : X — R une fonction intégrable.
a) Montrer que lim, nu({|f| > n}) =0.

1. Indication : appliquer le théoréme de convergence dominée & >, <, (—1)%z* sur ]0,1[.



b) Montrer que

1
Z—z/ |f2dp < +oo0.
= Jifl<n

n>1

Exercice 9. Soient (E,.A, 1) un espace mesuré et (f,),>1 une suite de fonctions intégrables.
On suppose qu’il existe f intégrable telle que

[ 162 fldu 0.
E n oo

Montrer qu'’il existe une suite extraite (fs(n))n>1 convergeant vers f u-p.p., et une fonction B
intégrable telle que sup,,> | fom)| < B p-p.p.

Le coin du curieux

Exercice 10. Soit f,, une suite de fonctions continues de [0, 1] dans [0, 1] telle que pour tout
z € [0,1] fo(xr) — 0 quand n — oo. Retrouver sans utiliser la théorie de l'intégration de
Lebesgue que la suite des intégrales de Riemann vérifie lim fol fu(z)dx = 0.



