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TD 11. Intégrales dépendant d’un parametre :
convergence, sommation, dérivation.

Echauffement

Exercice 1. Déterminer la limite des suites (I,,),>1 suivantes aprés avoir justifié l'existence
de I, pour n > 1:

L ne= X n+k
N 1, = d i) I, =
0 /0 n+ 1 (i) kz:; nk3/2 + k3

22 : 1/n
ne’ —+m sinx x
i) I, = | ————d iv) I, = e —
(111) /Rn621'2 +4$4 Z (IV) A),-}-oo[ x2 1_|_$1/n -

(v) I, = /;OO sin(na”)

nnt1/2 ’

Interversions somme-intégrale

+0o0
Exercice 2. La fonction f définie sur [0, 1] par f(z) = Z

n=2

W est-elle intégrable sur

[0,1]?

Exercice 3.

+oo
sin x 1
a) Montrer que : dr = )

b) Soit f : R — R une fonction borélienne telle que pour tout a € R, la fonction z +— e** f(z)
est intégrable. Montrer que pour tout z € C, / e f(x)dx = Z Z—' / " f(z)dz.
R n:Jr

n>0

Intégrales a parametre

+o0o
Exercice 4. Le but de cet exercice est de montrer que [ := /
0

a) i) Montrer que l'intégrale généralisée I est convergente.

ii) La fonction g : x + sin(z)/z est-elle Lebesgue-intégrable sur R* ?



__.sinzx

b) Soit f(z,t) =e ™

]1]0,+OO[(£L“).
i) Montrer que pour tout ¢ > 0, la fonction x — f(z,t) est Lebesgue intégrable.
ii) Montrer que la fonction F(t) = [ f(z,t)dz est dérivable sur ]0, +ool.
iii) Calculer F'(t) puis lim;_, 4 F'(t). En déduire que : F'(t) = § — arctant.
c) Soient A > 0 et t > 0. Montrer que ‘f;oo f(x,t)dx‘ <2

d) Montrer que pour A > 0,

A A
lim/ f(:v,t)dx:/ Y e,
t—0t 0 0 T

e) Conclure.

. . : : ‘e 1—cosx
Exercice 5. Soit ¢ la fonction définie sur |0, +oo[ par : ¢(t) = / e ——dux.
0 T

a) Montrer que ¢ est dérivable pour tout ¢ € |0, +oo[ et calculer explicitement sa dérivée.

b) Calculer la limite de ¢(t) quand ¢ — +oo. En déduire la valeur de ¢(t).

+m . 2
Exercice 6. Soit f la fonction définie sur R, par f(t) = / (smx) e .
0

x
a) Montrer que f est continue sur R, et deux fois dérivable sur R*.

b) Calculer f” et les limites en +oo de f et f’. En déduire une expression simple de f.

x Exercice 7. Soit I' la fonction définie sur RY par

+o0
['(t) = / e dr.
0

a) Montrer que I' est de classe C*° sur R¥.

b) Montrer que, pour tout n € N* I'(n + 1) = nl.

“+o00 t
¢) Montrer que, pour tout t >0, I'(t + 1) = ﬂttet/ (1 + %) e*\/fydy_
-Vt

d) Montrer que, pour tout y > 0, la fonction t — ¢In (1 + %) — y\/t est décroissante sur

10, +00] et que pour tout y € |—v/£,0[, tIn (1 + %) —y/t < _?/2_2_

e) Montrer que

° v\ v e v\ v R
lim 1+ -2 ) e V¥ iy = lim (1—1— —) e Viq :/ e Y/ dy.
fmrtoo —\/i< ﬁ) YT 0 Vit Y 0 Y

f) En déduire la formule de Stirling : I'(¢ + 1) oV 2mttt et



Pour aller plus loin

Exercice 8. [Théoreme de Bohr-Mollerup] Le but de cet exercice est de montrer que la fonction
I' définie a 'exercice précédent est I'unique fonction G : R} — R qui vérifie :

(i) InG est une fonction convexe (on dit aussi que G est log-convexe),
(ii) Vo >0, G(z + 1) = 2G(x),
(ili) G(1) = 1.
1/ On montre d’abord que la fonction I' vérifie ces trois conditions.
a) Montrer que I' vérifie les conditions (ii) et (iii).

b) Montrer qu'une fonction G est log-convexe ssi
VYA€ [0,1], Yo,y >0, GOz + (1 = N)y) < G(z)*G(y)' .

¢) En déduire que I' est log-convexe (on pourra utiliser I'inégalité de Holder).
2/ Montrons maintenant 'unicité. Soit G : R — R* une fonction vérifiant (i), (ii) et (iii).

a) Soient n € N* et x €]0, 1]. Montrer que
Gn+x)<n*(n—1! et nl<Gn+a)(n+z)'"

(Indication : écrire n + x (resp. n + 1) comme une combinaison convexe de n et n + 1
(resp. de n +x et n 4z + 1)).

b) En déduire que pour n € N* et = €]0, 1],

nl(n + z)*?

n®(n —1)!
zz+1)---(x+n-1) =

rlx+1)---(x+n—1)

G(x) <

c¢) Conclure.



