UNIVERSITE PIERRE & MARIE CURIE (PARIS 6) LICENCE DE MATHEMATIQUES L3
UE LM364 — INTEGRATION 1 ANNEE 2013-2014

TD7. Mesures.

Echauffements

» Exercice 1. Soient (X, A, u) un espace mesuré, (Y, ) un espace mesurable et f : (X, A) —
(Y, B) mesurable. Montrer que py :| B — R+ est une mesure sur (Y, B).

B = u(f71(B))

Exercice 2. On considere la tribu A = {A € P(R); A est dénombrable ou “A est dénombrable}
sur R. Montrer que ¢ : | A — R, est une mesure sur (R, .A).
A { 0 si A est dénombrable,

1 sinon;

*x Exercice 3. Dans cet exercice on considére l'espace mesuré (R, B(R), A\) ot A est la mesure
de Lebesgue. Un ouvert de R de mesure finie est-il nécessairement borné ?

Quelques exercices classiques

* Exercice 4.

a) Soient (X,.A) un espace mesurable et (41;);en une suite croissante de mesures positives
sur A (pour tout A € A et pour tout j € N, p;(A) < pjr1(A)). Pour tout A € A, on
pose i(A) = sup;cy 5 (A). Montrer que y est une mesure.

b) Sur 'espace mesurable (N, P(N)), on définit, pour tout j € N et tout A € P(N), v;(A) =
card(A N [j, +00]). Montrer que pour tout j € N v; est une mesure sur P(N) et que pour
tout A € A, v;(A) > vj1(A).

c¢) Soit v 'application positive définie sur P(N) par v(A) = inf ey v;(A) pour toute partie A
de N. Déterminer v(N) et v({k}) pour tout k& € N. Dire si v est une mesure sur (N, P(N)).

Exercice 5. Soient (X,.A) un espace mesurable. On suppose que A € A est un atome de A,
c’est-a-dire que A est non vide et pour tout B € A tel que B C A, alors B =0 ou B = A.
Montrer que py :| A — R, est une mesure sur (X, .A).
{1$A§B
B —

0 sinon.

*x Exercice 6. Soient (X, A, pu) un espace mesuré et f : (X, A4) — (R,B(R)) une fonction
mesurable.
a) On pose, pour tout n € N, A, = {|f| < n}. Montrer que, si u(X) # 0, il existe n € N tel
que pi(Ay) 0.
b) Montrer que si u({f # 0}) # 0, alors il existe A € A et € > 0 tels que u(A) # 0 et pour
tout x € A, |f(z)] > e.



*x Exercice 7. |Lemme de Borel-Cantelli] Soient (X, .A, 1) un espace mesuré et (A,)neny une
suite d’éléments de A telle que

> w(A,) < +oo.

neN
Montrer que p (limsup,, A,) = 0.

*x Exercice 8. Soient y une mesure finie sur B(R) et F': R — R, la fonction définie, pour tout
r € R, par F(z) = pu([z, +oo]).
a) Montrer que F' est décroissante et continue a gauche sur R et calculer ses limites en +oo
et —oo.
b) Pour tout z € R, montrer que F' est continue en z si et seulement si p({z}) = 0.
En déduire que {z € R : u({z}) # 0} (I'ensemble des atomes de p) est dénombrable.

Pour aller plus loin. ..

Exercice 9. [Théoréme d’Egoroff| Soit (X, .4, ) un espace mesuré tel que u(X) < +oo et soit
(fn)nen une suite de fonctions mesurables de (X, .A) dans (R, B(R)).

a) Montrer que I'ensemble de convergence C' de la suite (f,),en est mesurable.
b) On suppose que la suite (f,,)nen converge p-p.p. vers une fonction mesurable f, au sens
ou u(°C) = 0.
1
Pour tout k € N* et tout n € N, soit E¥ = ﬂ{|fZ —f] < o
>n
Montrer que C' C 5, E*. En déduire que, pour tout réel ¢ > 0, pour tout k € N*, il
existe ng . € N* tel que (CEﬁk 5) < 5%
¢) (Théoréme d’Egoroff) En déduire que, pour tout € > 0, il existe E. € A tel que (f,,)nen
converge uniformément vers f sur E. et tel que u(°E.) < ¢.

d) Donner un contre-exemple lorsque p(X) = +o0.

Exercice 10. [Application du théoréme d’Egoroff] Soit (X,.A, ) un espace mesuré et soit
(fn)nen une suite de fonctions mesurables de (X, .A) dans (R, B(R)). On dit que la suite ( f;)nen
converge en mesure vers f si :

e > 0, timp({], — f| > £}) = 0.

a) Montrer que si u(X) < +oo et la suite (f,)nen converge u-p.p. vers f, alors elle converge
en mesure vers f.

b) Réciproquement, supposons que (f,,)nen converge en mesure vers f :
i) Montrer qu'il existe une sous-suite (f,,, )i>1 telle que

1 1
szl,ﬂ<{|fnk—f\>z}) <z

ii) Soit A = lm{|f,, — f| < %} Montrer que (f,, )k>1 converge vers f sur A et que
k

u(°A) = 0 (en d’autres termes, (f,)neny posséde une sous-suite qui converge p-p.p.
vers f).



