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TD4. Espaces de Lebesgue

Exercice 1. Soit (X,.A, ) un espace mesuré.

a) Soient f et g deux fonctions mesurables positives de X dans R, telles que fg > 1. Montrer que
I fdp [y gdp > p(X)>2.

b) On suppose qu’il existe une fonction intégrable f : X — R telle que 1/f soit intégrable. Que
peut-on dire de la mesure p 7

Exercice 2.

a) Soit (X,.A, i) un espace mesuré, f € L'(u) et (f,)n>1 une suite de fonctions positives de L (1)
convergeant presque partout vers f, et telle que lim, o [ < Jondp = | « fdp. Montrer que (fy)
converge vers f dans L'(u). (Indication : on pourra considérer g, = min(f, f,,).)

b) Soit f, € LY(R, B(R), \) définie par f,, = 1101 /n[—n1=1/n,0[ Montrer que (f5)n>1 converge p.p.
vers 0 et que limy o [ frn dXA = 0. La suite (f,)n>1 converge-t-elle vers 0 dans LP(X) (p > 1)?

Exercice 3. Soient p,q € [1,+o0] tels que p < ¢. Soit (X, A, 1) un espace mesuré de masse finie.
a) Montrer que I'injection canonique i : L(u) — LP(u) est une application linéaire continue.

b) Calculer sa norme.

Exercice 4. Soit (X,.A, ) un espace mesuré.

a) Soient 1 < p < g < +o0o. Montrer que si f € LP(u) N L9(w), alors f € L"(u) pour tout r € [p, ¢
et que

6] 11—«
= + _—,

b) Montrer que si f € L*(u) N L (), alors

ol a € [0,1] est défini par 1 =

lim | f[[zr = |[fllze~-
p—00

c) Soit f € LP(u) pour tout p € [1,+00) et telle que ||f||z» — oo quand p — oco. Montrer que
fé L= ().

d) Soit f € LP(u) pour tout p € [1,+00) et telle que f ¢ L*°(u). Montrer que || f||zr — oo quand
p — .

Exercice 5. Soit p > 1 et (f,)n>0 une suite de fonctions de L!(p) qui converge presque partout vers
fe Ll ().
a) Soit g, = 2P| ful? + |fIP) — | fu — f|P. Montrer que pour tout n > 0, g, > 0.

b) Montrer que f, converge vers f dans LP(u) si et seulement si limy, oo || fnllzr = ||f||zr. (Indica-
tion : appliquer le lemme de Fatou a la fonction g,,.)

Exercice 6. Soit (X, .4, 1) un espace mesuré, p € [1,+o0[, ¢ = p%l. On dit que la suite (fy,)n>0 de
LP(p) converge faiblement vers f € LP(u) si, pour tout g € L(u), lim, o0 [y fagdp = [y fgdp.
a) Montrer que la convergence dans LP(u) entraine la convergence faible.

b) Par la suite, on se place dans ([0, 1], B0, 1], A) et on suppose 1 < p < +o0. Soient f,(z) = e"*
et ¢ € C(0, 1) ; montrer que lim,, fol fnpdu = 0.



c)

d)

Jo 9(@)eine dz| <

fol lg(z) — p(z)| dz. En déduire que la suite (fy,)n>0 converge faiblement vers zéro dans LP(0, 1).

Soient g € L1(0,1), ¢ € C(0, 1) arbitraires. Montrer que limsup,,_,,

La suite (f,,)n>0 converge-t-elle aussi faiblement dans L'(0,1) ?

Exercice 7. Soit p €]1,+o0[. A toute fonction f € LP(R,), on associe la fonction F définie sur R%
par F(z) =1 [7 f(t)dt.

a)
b)

)

Montrer que F' est bien définie.

On suppose que f € C.(R% ;R.). Montrer que f0+oo F(z)Pde = —p O+OO v F(2)P~ F'(x) dz, puis
que [ F(z)? dv = il o7 f(x)F(z)P da.

En déduire I'inégalité de Hardy pour f € Co(R7;R,) :

b
[Fzr < IlefHLP-

Démontrer I'inégalité de Hardy pour les fonctions de LP(R}).

Montrer que p%l ne peut étre remplacé par une constante plus petite. (Indication : on pourra

considérer fa(x) = 1 4 (z)z=1/P)

Exercice 8. On considére I'espace mesuré (R™, B(R™), \,,) et un exposant 1 <p < oo. Si f: R" - R
est une fonction, on définit la translation de f de vecteur h € R™ par

2)
b)

f(x) == f(x +h) VoeR™

Si f € C.(R™), montrer que 7, f — f dans LP(R™) quand |/h| — 0.

En déduire que ce résultat reste vrai si f € LP(R™).

Exercice 9. Soient (X, A, 1) un espace de probabilité et f : X — RT une fonction dans L' (u).

a)

b)

c)

)

c)

En utilisant I'inégalité de Holder, montrer que si p({f > 0}) < 1, alors || f||, = 0 quand p — 0.
Etablir que

lim [ fPdp=p({f>0}).
pA)O X
Montrer que pour tout p €]0, 1] et pour tout y €]0, +oc], alors

ly? — 1|

< y+|logyl.
p

A partir de maintenant, on suppose que f > 0 sur X et que log f € L'(x). Montrer que

: JP=1
lim du= [ log fdu.
p=0Jx P X

lim || f||L» = exp </ 10gfd,u> .
p—0 X

En déduire que



