Chapitre 2

Espaces vectoriels normés

Soit K le corps R ou C. On désignera dans ce chapitre par E un K-espace vectoriel.

2.1 Normes

Définition 2.1.1. Une application || - || : E — RT est une norme sur E si elle vérifie
i) Séparation : ||z|| = 0 si et seulement si x = 0;
ii) Homogénéité : || Az|| = |A|||z|| pour tout A € K et tout = € E;
ili) Inégalité triangulaire : ||z + y|| < ||z|| + ||y|| pour tout =, y € E.

On dit que (E, || - ||) est un espace vectoriel normé.

On vérifie aisément que ’application
(z,y) € EXE — [lz -y

est une distance sur F ce qui confere & F une structure d’espace métrique. La structure
d’espace vectoriel normé rend continu les applications canoniques données par la loi interne
et la loi externe.

Proposition 2.1.2. Les applications (z,y) € EXEw—x+y € E et (\,z) e Kx E
Ax € E sont continues.

Démonstration. Soient (zp)nen €t (Yn)nen des suites d’éléments de E telles que z, — =
et y, — y. D’apres 'inégalité triangulaire,

[2n +yn — 2 = yll < [lon — @[] + lyn =yl = 0,
ce qui montre que z, + Yy, — T + ¥.
Soit (Ap)nen une suite de K, alors d’apreés la propriété d’homogénéité et de nouveau
I'inégalité triangulaire,

[Anan = Azll = [[(An = Man + Man = 2) | < A = Mllzall + Az — ]

15



16 CHAPITRE 2. ESPACES VECTORIELS NORMES

Comme x,, — z, la suite (z,,)nen est bornée. Il existe donc M > 0 tel que ||z,| < M pour
tout n € N, et donc

IAnzn — Ax|| < M|A, — A + [A|||lxn — || — 0,
ce qui montre que A\,x, — Ax dans F. ]

Définition 2.1.3. On appelle espace de Banach un espace vectoriel normé complet.

Exemple 2.1.4. Un premier exemple que nous étudierons plus en détail dans la section
2.2 est ’espace vectoriel de dimension finie K¢. On montre que I'application

= (x1,...,2q) € K> |z|o := sup |z
1<i<d

définit une norme sur K< L’espace (K%, |- |s) est de plus un espace de Banach.

Exemple 2.1.5. Un deuxiéme exemple en dimension infinie (mais pas trop grande quand
méme) est donné par des espaces de suites. On définit

(N = {z = (Zp)neny € KN : Y onen [TnlP < oo} sil<p<oo,

{z = (zn)neny € KN ¢ sup,ey 70| < 00} sip=oc

qui sont des espaces vectoriels normés pour la norme
1/ .
HxHEP(N) _ (ZneN |$n|p) PG <p < oo,
SUPpeN |l si p = oo.
L’espace
co(N) = {z = (zp)ney € KV lim =z, = 0}
n—oo

muni de la norme || - [|po (1) est également un espace vectoriel normé. Les espaces (¢7(N), || -
) et (co(N), || - [|geo(xv)) sont des espaces de Banach.

Exemple 2.1.6. Un troisieme exemple que nous étudierons en détail au Chapitre 3 est
I'espace Cp(X) des fonctions f : (X,d) — K continues bornée sur un espace métrique
(X,d) a valeurs dans K. Muni de la norme

[fllo := sup | f ()],
zeX

cet, espace est un espace de Banach.

Exemple 2.1.7. Un dernier exemple qui sera étudié au Chapitre 4 est ’espace LP(X) des
(classes d’équivalences de) fonctions A-mesurables f: (X, A, ) — K (ou (X, A, ) est un
espace mesuré) a valeurs dans K telles que

£l _ ) Ux ’f‘pdﬂ)l/p<00 sil<p< oo,
PO linf{C > 01 p({If] > 0 =0} <00 sip=roo
Les espaces (LP(X), | - ||r»(x)) sont des espaces de Banach. Notons que les espaces de

suites /P(N) correspondent aux espaces LP(X) quand (X, A, u) = (N, P(N),#), ou # est
la mesure de comptage.
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2.2 Espaces vectoriels normés de dimension finie

Nous allons commencer par nous intéresser a l’espace vectoriel normé de dimension
finie (K¢, |- |s). Le résultat fondamental suivant permet de caractériser toutes les parties
compactes de K.

Théoréme 2.2.1 (Bolzano-Weierstrass). De toute suite bornée (z,,)nen de (K%, |-|0),
on peut extraire une sous-suite convergente.

Démonstration. On se rameéne au cas K = R (quitte a considérer séparément les parties
réelles et imaginaires dans le cas K = C).

Etape 1 : Le cas d = 1. Soit (x,)nen une suite bornée de R, il existe M > 0 tel que
|zn| < M pour tout n € N. On pose, pour tout k € N

Yr 1= sup, € [~ M, M]
n>k

de sorte que la suite (yx)ren, étant décroissante et minorée par —M, converge vers une
limite notée /.
Soit k(1) € N tel que

N =

lYe) — €] <

Par définition du sup, il existe un entier (1) > k(1) tel que
1
To(1) < Yk(1) S To1) + >
ce qui implique que
2oy = 4| < |2y = Yr)| + |y — € < 1.
Soit p € N* et supposons qu’il existe des entiers o(1) < --- < o(p) tels que
1
[Ty — £ < p pour tout 1 < k < p.

Comme yj, — £, il existe k(p+ 1) > o(p) + 1 tel que

| [
yk(p+1) — 2(p+ 1) .
Par ailleurs, par définition du sup, il existe un entier o(p+ 1) > k(p + 1) tel que
1
To(p+1) < Yk(p+1) < To(pt1) T 20p+ 1)
ce qui montre que

1

Zopr1) = £ < Zopr1) = Ve + k1) — 4 < ST
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On a donc montré par récurrence l’existence d’une extraction o : N* — N telle que
1 .
[Zo(p) — €] < = pour tout p € N,
p

ce qui donne, par passage a la limite, que z,(,) — £.

Etape 2 : Le cas d > 2. Soit (7,)nen une suite bornée de (R?, |-|), il existe un M > 0
tel que |z,|0o < M. En particulier, comme |(x,);| < |Zn|oo pour tout 1 < i < d, on en
déduit que chacune des suites numériques ((z,);)nen sont bornées dans R. Par conséquent
elles admettent chacune une sous-suite convergente. Plus précisément :

— pour ¢ = 1, il existe une extraction o1 : N — N et a; € R tels que

(xal(n))l — a1;

— pour i = 2, la suite ((Z,,(n))2)nen étant bornée dans R, il existe une extraction
09 : N —= N et as € R tels que

(xaloog(n)))2 — ag;

— On suppose qu’il existe des extractions o1, ...,04_1 : N — N strictement croissantes
et des réels ay,...,aq-1 € R tels que pour tout 1 <i<d—1on a

(xcrlo---oa'i(n))i — Q-

La suite ((Tg,0...004_;(n))d)nen étant bornée dans R, il existe une extraction o4 : N —
N et aq € R tels que

(Toyomoog(n))d — ad-

Posons ¢ := 01 0---004 : N — N qui est strictement croissante. De plus, pour tout
1 <i < d, la suite ((Ty(n))i)nen est une sous-suite de ((¥4,o...00,(n))i)nen. Comme cette
derniére converge vers a; dans R, on en déduit que (7, (,)); — a; dans R et donc z4(,,) — a
dans R O

Corollaire 2.2.2. Les parties compactes de (K%, |- |s) sont les parties fermées bornées.

Démonstration. D’apres le Corollaire 1.3.4, toute partie compacte de (K%, |-|) est fermée
et bornée dans cet espace. Réciproquement si K est fermé et borné dans (Kd,\ |eo), €t
(Tn)nen est une suite d’éléments de K, le théoreme de Bolzano-Weierstrass montre que
(zn)nen admet une sous-suite qui converge vers un certain z € K¢ Comme K est fermé,
la Proposition 1.1.10 montre que x € K, et donc K est compact. O

Dans la suite de ce paragraphe, nous considérerons un K-espace vectoriel £ de dimension
finie égale a d € N. Si B = {ey,...,eq} désigne une base de E, alors tout élément = € F
s’écrit de facon unique sous la forme

d
T = E xie; avec (x1,...,xq) € K.
i=1
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On définit la quantité

||| :== lrgagidkci] pour tout z € F, (2.2.1)

et on montre aisément qu’il s’agit effectivement d’une norme sur E.
On considere 'application

(B — KL

x — (T1,...,%q).
On vérifie sans difficulté que ® est une application linéaire bijective et que |®(x)|oc = |||«
pour tout x € E. Par conséquent, ® est un isomorphisme isométrique de (E, || - ||«) sur

(K% [ - Joo)-
La caractérisation des parties compactes de K¢ obtenue au Corollaire 2.2.2 s’étend aux

espaces vectoriels de dimension finie. Pour ce faire, il convient de remarquer que le choix
de la norme n’influe pas sur la topologie et donc sur la description des compacts.

Théoreme 2.2.3. Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toutes les normes
sont équivalentes.

Démonstration. Soient E un espace vectoriel de dimension finie d et N une norme sur F.
Nous allons montrer que les normes N et || - ||« sont équivalentes.

Etape 1 : Montrons que I'application

N:(E -l — R
r +— N(z)

est Lipschitzienne. En effet, pour tout = et y € FE, d’apres 'inégalité triangulaire et
I’homogénéité de N, on a

d
IN(z) = N(y)| < N(z —y) = N (Z(% - yi)ez)

i—1
d d

<Y N —w)ed) = Y |z — wil N(e) < Lz — ylls,
i=1 i=1

ot 'on a noté L := Zle N(e;).

Etape 2 : Montrons que 'ensemble S := {z € E : ||z||x = 1} est compact dans
(E,| - |l+)- Le Corollaire 2.2.2 montre que ’ensemble

5= {(xl,...,.%'d) eK?: |(21,...,2d) |00 = 1}

est un compact de (K%, |- |s) car il est fermé (comme image réciproque du fermé {1} de
R par la fonction continue (x1,...,7a) = [(Z1,...,%4d)|e0) et borné. Grace a la continuité
de ®~1, la Proposition 1.3.6 montre que S = ®~1(S) est compact dans (E, || - [|+).
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Etape 3 : Comme N est continue sur F, elle I’est en particulier sur le compact S. La
Proposition 1.3.7 montre alors 'existence d’un minimum a € S et d’'un maximum b € S
tels que

llall« = ||b]l« =1, N(a) < N(x) < N(b) pour tout xz € S.
Notons m = N(a) et M = N(b). Comme ||a|l. = 1, on en déduit que a # 0 et donc que
N(a) > 0. Par conséquent, m > 0, M > 0 et pour tout y € E (y # 0), on a y/|yll« € S,

ce qui implique
m< N ( v ) <M
[yll«

Par la propriété d’homogénéité de la norme N, on en déduit que

mllyll. < N(y) < Mlyll.  pour tout y # 0. (2.2.2)

Cette inégalité reste bien évidemment vraie si y = 0, ce qui montre que les normes || - ||«
et N sont équivalentes.

Enfin si Ny et Ny sont deux normes quelconques sur E, en combinant les inégalités (2.2.2)
appliquées a N7 et No, on en déduit que N7 et Ny sont effectivement équivalentes. ]

En dimension finie, les parties compactes sont exactement les parties fermées et bornées
par le théoreme de Bolzano-Weierstrass.

Théoréme 2.2.4. Les parties compactes d’un espace vectoriel normé de dimension finie
sont les parties fermées et bornées.

Démonstration. Soient (E, || -||) un K-espace vectoriel de dimension finie d et KX C F un
ensemble fermé et borné dans (E, || -||). D’apres le Théoréme 2.2.3, K est également fermé
et borné dans (F, || - ||«). Par continuité de &1, 'ensemble ®(K) = (&)1 (K) est fermé
dans (K%, |- |s). Comme @ est une isométrie ®(K) est également borné dans (K¢, | - |).
L’ensemble ®(K) est donc un compact de (K%, |- |s) en vertu du Corollaire 2.2.2. La
continuité de @~ et la Proposition 1.3.6 montrent alors que K = ®~1(®(K)) est compact

dans (E, ||-||«) puis également de (E, ||-||) par une nouvelle application du Théoreme 2.2.3.
Réciproquement, d’apres le Corollaire 1.3.4, toute partie compacte de (E, || - ||) est fermée
et bornée. O

Cette caractérisation est fausse en dimension infinie, comme ’atteste le résultat suivant.

Théoréme 2.2.5 (Riesz). Soit (E,| -||) un espace vectoriel normé. Alors la boule unité
fermée est compacte si et seulement si E est de dimension finie.

Démonstration. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie. Comme la boule
unité fermée B = {z € E : ||z| < 1} est fermée et bornée, elle est compacte en vertu du
Théoreme 2.2.4.

Réciproquement, supposons que B est compacte. Par la propriété de Borel-Lebesgue,
pour tout € > 0, il existe un nombre fini de points z1,...,xy € B tels que

N
B c | B(ie). (2.2.3)
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Soit F' = Vect{z;}1<i<y qui est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Si
F = E, alors le résultat suit. Dans le cas contraire, on peut trouver un z € E \ F. Notons
d = dist(z, F') = infyerp ||z — y||. Comme F est de dimension finie, F' est fermé dans E et
donc d > 0. On peut alors trouver un y. € F tel que

d< — < .
<o -yl < 7

Posons z. = % € B. Alors pour tout y € F,
o —ye =l —wellyll S 1= ),
[z — el d

llze —yll =

car Y- + ||lx — ye|ly € F, ce qui montre que
dist(ze, F) > 1 —e.

Par ailleurs, d’apres (2.2.3), il existe un ¢ € {1,..., N} tel que z. € B(z;,¢) et donc,
puisque z; € F',
dist(ze, F') < ||z — z4| < e.

On aboutit & une contradiction en choisissant € < 1/2. U

Remarque 2.2.6. Cette propriété est propre aux espaces vectoriels normés. Il existe en
particulier des espaces métriques de “dimension infinie” pour lesquels les parties fermées
et bornées sont compactes. C’est notamment le cas de I'espace des fonctions holomorphes
sur un ouvert connexe de C, ainsi que de I’espace des fonctions de classe C*° sur un ouvert
de RY (pour lesquels il convient de définir une distance).

2.3 Applications linéaires continues

Théoreme 2.3.1. Soient E et F' deuzx espaces vectoriels normés. Soit f : E — F une
application linéaire. Les propri¢tés suivantes sont équivalentes :

1. f est continue en 0 ;

2. f est continue;

3. f est uniformément continue;
4. f est Lipschitzienne ;
5

. Il existe une constante M > 0 telle que pour tout x € F,
1f(@)||Fr < Mlz| g

Démonstration. Par linéarité de f, il est clair que 5. = 4. = 3. = 2. = 1. Il reste a
montrer que 1. implique 5. Par continuité de f en 0, il existe 6 > 0 tel que si ||z||g < 9,
alors || f(z)||r < 1. Soit z € E quelconque (non nul) de sorte que 2’ = dx/||z| g satisfait
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|2'||z < 4. Alors ||f(2')||r < 1, ce qui implique par linéarité de f et homogénéité de la
norme que

1
If@)lF < <llle,

qui reste vrai pour x = 0. O

On note L(E, F) I'ensemble des applications linéaires continues de E dans F'. 1l s’agit
clairement d’un espace vectoriel. Si f € L(F, F'), on définit la quantité

f@)|Fr
e = sop BEIE oy @yr = sup 17@)]lr-
vebaro N2lE  ocalp<t Izl m=1

Proposition 2.3.2. La quantité || - || z(p r) définit une norme sur L(E, F) ce qui en fait
un espace vectoriel normé.

Démonstration. Si f € L(E,F) et A € K, comme || - || est une norme sur F, il vient
M @)e @)l
IAMflleerpy = sup = |Al sup = fllze,Fy
TEE,x#0 lells ©€E 270 Nlzlle
ce qui établit I'homogénéité de la norme. On a évidemment que [|0[|zgF) = 0, et si

I fllze,rpy = 0, alors || f(z)||r = 0 pour tout x € E, ce qui implique que f(x) = 0 pour
tout « € E, soit f = 0. Enfin, si fi et fo € L(E, F), quel que soit x € E (z # 0), on a

(i) @)[r = [[f1(@)+fa(0) | < 1@ pHf2(2) 7 < (filleem + 2lloem) 2l e

En divisant par ||z||g puis en passant au sup dans le membre de gauche, il vient || fi +
Fllzce,ry < fillze,ry + I f2ll2(e,r)> ce qui montre I'inégalité triangulaire. O

Nous allons maintenant énoncer une condition suffisante pour que L(E, F’) soit un espace
de Banach.

Proposition 2.3.3. Si F est complet, alors L(E, F) lest aussi. En particulier, L(E, F)
est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (fn)nen une suite de Cauchy dans L(E, F'). Alors pour tout € > 0, il
existe un ng € N tel que pour tout m, n > ny,

[ fn () = fin(2)

[Ed1h>

HF <\fn = fmllge,py <€ pour tout x € E. (2.3.1)

On en déduit que (f,(z))nen est une suite de Cauchy dans F' qui est complet. Il existe
donc ¢, € F tel que f,(z) — f;. On montre facilement que x — ¢, est linéaire et 1'on
note ¢; = f(z). Comme (fn)nen est une suite de Cauchy dans L(E, F') elle est bornée
dans cet espace et donc il existe une constante C' > 0 telle que ||fy|zprm < C. Par
conséquent, || fa(@) 1 < Ifulleqe,mllzllp < Cllzlg. Comme fu(x) — f(z) dans F, alors
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lfn(@)|lr — ||f(x)||F et il vient par passage a la limite que ||f(z)||lr < Cllz| g, soit
f € L(E,F). Enfin, dans (2.3.1), on passe a la limite quand m — oo et on obtient

[ fn () = f(2)|lF

(Edp>

< e pour tout n > ng et tout x € F.

Par passage au sup en x dans le membre de gauche, il s’ensuit que ||f, — f|| L(EF) S €
pour tout n > ng, ce qui montre que f, — f dans L(E, F). O

Le résultat suivant permet de passer d’'une majoration ponctuelle & une majoration
uniforme.

Théoréme 2.3.4 (Banach-Steinhaus). Soit E un espace de Banach et F un espace
vectoriel normé. Si { fi}icr est une famille dans L(E, F) telle que

sup || fi(z)||[r < oo pour tout x € E,
iel

alors
sup || fill z(e,r) < 00.
iel

Démonstration. On pose X,, := {x € E : sup,c; || fi(z)||r < n}. Comme f; est continue,
x — || fi(x)||F Vest également et ’ensemble {z € E : ||fi(z)||r < n} est fermé. Par suite
Xn=Nieflz € E: ||fi(z)|[r < n} est fermé. Par ailleurs, par hypothese,

E = UXn.

neN

L’ensemble E étant complet, le théoreme de Baire assure l’existence d’un indice ng € N
tel que X,, n’est pas d’intérieur vide. Il existe donc un z¢p € E et rg > 0 tels que
B(z0,70) C Xny, soit || fi(z)||r < ng pour tout x € B(xg,r0) et tout i € I. Si z € B(0,1),
alors g + rox € B(wg,70) et donc

1 1
I < o+ Liao)le) < - (mo-+sup el )
7o To el
Par passage au sup en x dans le membre de gauche, il vient
1
| fillzz,ry < — ( no +sup || fi(zo)llF |
To icl
d’ou le résultat. I

Théoréme 2.3.5 (Application ouverte). Soient E et F' deux espaces de Banach et
f € L(E, F) une application surjective. Alors f est une application ouverte, i.e., pour tout
ouwvert U C E, l’ensemble f(U) est ouvert dans F'.
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Démonstration. Notons Br et Bp la boule unité ouverte de E et F', respectivement.
Comme f est surjective, on a
F=|Jnf(Bg).
neN

Par conséquent, F' étant complet, le théoreme de Baire assure I’existence d’un indice ng € N
tel que ngf(Bg) n'est pas d’intérieur vide dans F. On peut donc trouver un yg € F et
ro > 0 tels que yo + roBr C nof(Bg). Comme yo € ngf(Bg), par symétrie de Bg par
rapport a lorigine, on en déduit que —yy € nof(Bg), d’ou

roBr = —yo + Yo + roBr C nof(BEg) + nof(Bg),

puis, par convexité de B, il vient que r¢Bp C 2ngf(Bg). En posant ¢ = r¢/(4ng), on a
donc montré que

2cBr C f(Bp). (2.3.2)
Soit y € c¢Bp, d’apres (2.3.2), on a 2y € f(Bg), il existe un 1 € %BE tel que |2y —
f(2z1)||F < ¢, soit ||y — f(x1)||F < §. Par récurrence, supposons avoir a notre disposition
des éléments x1,...,x, € F tels que pour tout 1 < k <mn,

lzklle <27F, lly— fla+ - +an)|r <27

Alors 2"t (y— f(z1+- - -+2n)) € 2¢Bp et d’apreés (2.3.2) il existe donc un x,,41 € 27" ' B
tel que [|27TH(y — f(z1 4 -+ 4+ 20)) — F2" M zni1) || P < c, soit

|zntille <2770 lly = flanr + -+ 2p + 2pp)[p < 2777

Pour tout n > 1, notons s, := > ,_; x} la suite des sommes partielles. Alors (s,)n>1
définit une suite de Cauchy dans E, complet. Comme ||s,||g < 1, il existe z € Bg C 2Bg
tel que s, — = dans F et y = f(x). On a donc montré que pour tout y € ¢Bp, il existe
un z € 2Bp tel que y = f(x), autrement dit,

5 Br C I(Bp).

Enfin, si U est un ouvert de E et y € f(U), il existe un x € U et r > 0 tels que y = f(z)
et + +rBp C U. Par conséquent, y + S Br C f(x) +rf(Bg) C f(U), ce qui montre
effectivement que f(U) est ouvert dans F'. O

Un corollaire immédiat du théoreme de I'application ouverte est le résultat suivant, bien
connu en dimension finie, qui assure que I'inverse d’une application linéaire continue reste
continue.

Théoréme 2.3.6 (Banach). Soient E et F' deux espaces de Banach et f € L(E, F) une
application inversible. Alors f~! € L(F, E).

Démonstration. Le théoreme de 'application ouverte montre que pour tout ouvert U C E,
I'ensemble f(U) = (f~1)~}(U) est un ouvert de F, ce qui montre que f~! est continue. [
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Le résultat suivant donne une caractérisation de la continuité d’une application linéaire
en terme de son graphe.

Théoréme 2.3.7 (Graphe fermé). Soient E et F' deuz espaces de Banach et f : E — F
une application linéaire. On note G(f) := {(z, f(x)) : x € E} le graphe de f. Alors f est
continue si et seulement si G(f) est fermé dans E x F.

Démonstration. 11 est clair que si f est continue, alors son graphe est fermé. Supposons
alors que G(f) est fermé dans E x F. Notons ||z|; := ||z||g + || f(z)||# et montrons que
(E, || |I’z) est un espace de Banach. Le fait que || - ||’z est une norme résulte de la linéarité
de f. Soit (zp)nen une suite de Cauchy dans (E,| - ||%z), alors (z,)nen est de Cauchy
dans (E, | -||g) et (f(zn))nen est de Cauchy dans (F, || - ||r). Par complétude de ces deux
espaces, il existe x € FE et y € F tels que x, — x dans (E, | - |[|g) et f(z,) — y dans
(F,]|-|lp). Comme (xy,, f(zn)) € G(f), (xn, f(zn)) = (x,y) dans E x F et G(f) est fermé
dans Pespace produit E x F', on en déduit que (z,y) € G(f), soit y = f(z). On a montré
que x, — z dans (E, || - ||’z), ce qui établit que (E, || - ||'y) est un espace de Banach.
Définissons I'application identité

it (B g) = (Bl le)

qui & z € E associe i(z) = z. Cette application est évidemment linéaire, inversible. Par
ailleurs, pour tout x € E, on a ||li(z)||g = ||zl|g < ||z||g + | f(2)||r = |||z ce qui montre
qu’elle est continue. Le théoréme de Banach implique que son inverse i ! : (E,| - |[|g) —
(E, |- |I'z) est également continue. Il existe donc une constante ¢ > 0 telle que

Izl = 7 @) < cllale.

Comme ||z||%; > || f(2)||F, il vient || f(z)||r < c||z| g, ce qui montre la continuité de f. O
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