Chapitre 4

Espaces de Lebesgue

4.1 Rappels de théorie de la mesure

Définition 4.1.1. Une tribu (ou o-algébre) sur un ensemble X est une sous famille A de
P(X) vérifiant :

(i) e A;

(ii) si A€ A, alors X \ A€ A,

(iii) si (An)nen est une suite d’éléments de A, alors J,,cn An € A.
Le couple (X, .A) est appelé espace mesurable.

Définition 4.1.2. Une mesure est une application u : A — [0, 00] qui satisfait

(i) p(0) = 0;

(i) si (An)nen est une suite d’ensembles dans A deux a deux disjoints,
o
2 (U An) = ZU(An)
neN n=0
Le triplet (X,.A, u) est appelé espace mesuré.

Pour les fonctions f : (X,.4) — K on munit implicitement P'espace d’arrivée K de la
tribu Borélienne B(K).

Définition 4.1.3. Une fonction f : (X,.A) — K est A-mesurable si f~!}(B) € A pour
tout B € B(K) ce qui est encore équivalent & f~*(U) € A pour tout ouvert U C K.
4.2 Premieres définitions et propriétés
Définition 4.2.1. Soit 1 < p < oo, on définit
LP(X):={f: X = K A-mesurable : ||f||zr(x) < +o0},
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ou

1/p
</ |f!pdu> sil<p<oo,
1 fllzr(x) =
esssuD|f )l =inf{C >0: u({|f[>C}) =0} sip=oco.

Commencons par établir deux inégalités fondamentales en théorie de 'intégration.
Proposition 4.2.2 (Inégalité de Holder). Soient 1 < p < co et p' > 1 son exposant
conjugué défini par 1/p+1/p' =1 (par convention p' =1 sip =00, et p =00 sip=1).
Si f € LP(X) et g € LP(X) alors fg € LYX) et

1£glercey < 1 ereo gl o

Démonstration. Par concavité du logarithme sur |0, +oo[, pour a,b > 0 et 1 < p,p’ < 0o
avec 1/p+1/p’ =1, on a

1 1 / 1 1.
log(ab) = log(a) + log(b) = —log(a?) + — log(a”) < log <ap + ,bp> .
p p p p
Par passage a ’exponentielle, on obtient 1’inégalité de Young
1 1. .
ab S —aP + 7/bp
p p

qui reste vraie pour tout a > 0 et b > 0. En prenant a = [f(2)|/|fllzr(x) et b =
lg(x)|/l|gll (x) et en intégrant sur X, on obtient I'inégalité voulue.

Dans I'un des cas p = 1 ou p = o0, le résultat est immédiat par définition du sup-
essentiel. O

Proposition 4.2.3 (Inégalité de Minkowski). Pour 1 < p < oo et pour tout f, g €
LP(X), on a

If +9llzexy < N fllerexy + lgllcex)

Démonstration. On commence par le cas p = co. Par définition du sup-essentiel, |f(x)| <
| £y €6 9] < gl oy pOUT f-presque tout € X, d'od

[f (@) + g(x)] < |f@)] + lg(@)] < 1 Fllzoox) + 19l x)

pour pi-presque tout & € B, et donc || f + gl o) < | fll e (x) + 19l e x)
Sip=1,o0na

1f +gllzix) = /E |f +gldu < /X(’f + 1gl) dp = (| fll z1(x) + 9l 1 x)-



4.2. PREMIERES DEFINITIONS ET PROPRIETES 41

Enfin, si 1 < p < oo, 'inégalité de Holder implique que

I+l = [ 1f+aPdu= [ 17 +allf +or " du

< [ g ek [ gl 4ol du
X X
. . (»=1)/p
< (flerco + lgllerce) ( [ s+t )du>
— (Ufllercy + Ngllesco)lf + gl
ce qui conclut la preuve de ce résultat. O

L’inégalité de Minkowski montre que l'application £P(X) > f — | fllzr(x) satisfait
I'inégalité triangulaire. Par ailleurs, ||Af|, = |A[||f|l, pour tout A € K et f € LP(X) et
[0llzr(x) = 0. Malheureusement, ||f||z»(x) = 0 n’implique pas forcément que f = 0, ce
qui montre que I'application LP(X) 3 f + || f|[zr(x) ne définit pas une norme sur £P(X)
(c’est en fait une semi-norme). En effet, on a le résultat suivant qui caractérise toutes les
fonctions de semi-norme nulle :

Proposition 4.2.4. Soit f : X — [0, +o00[ une fonction A-mesurable telle que

/fdu—o

Alors f(x) =0 p-presque pour tout © € X.

Démonstration. On considere les ensembles mesurables E, := {f > 1/n}. La suite d’en-
sembles (Ey,)nen est croissante et {f > 0} = J;2 | En. Par conséquent,

En>s/Enfdus/Efdu—o,

et donc, p(E,) = 0 pour tout n € N. On en déduit par passage a la limite que

[o@)
p({f > 0}) = p <U1 En> = lim p(En,) =0,
n—=
ce qui montre bien que f =0 p-p.p. dans X. O

Etant données deux fonctions A-mesurables f et ¢ : X — K, on dit que f ~ g, si
f(x) = g(x) p-presque pour tout z € X. On peut montrer que ~ définit une rela-
tion d’équivalence (réflexive, symétrique et transitive) dans la classe des fonctions .A-
mesurables. Les espaces LP(X) peuvent étre rendus normés en considérant ’espace quo-
tient £P(X)/ ~ noté dorénavant LP(X). Si f € LP(X), on notera (temporairement) [f] sa
classe d’équivalence et par définition de la norme dans un espace quotient, on a

I llr(x) = flﬂ[fc] [ fllzecxy = I fllcrxy)  pour tout f € [f].

Par abus de notation, nous identifierons systématiquement une fonction avec sa classe
d’équivalence.
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Définition 4.2.5. Soit f € LP(X), on note

</ 1/p
!fpdu> §i1<p< oo,
1fllp = I fllze(x) = X

esssup |f(x)] si p = o0.
zeX

Les inégalités de Holder et Minkowski restent vraies dans les LP(X).

Proposition 4.2.6 (Inégalité de Holder). Soient 1 < p < oo et p' > 1 son exposant
conjugué défini par 1/p+ 1/p' =1 (par convention p’ =1 sip= o0, et p' =00 sip=1).
Si fe LP(X) et g e L (X) alors fg € L' (X) et

gl < 1 f1lpllglly-

Proposition 4.2.7 (Inégalité de Minkowski). Pour 1 <p < oo et tout f, g € LP(X),
on a

1f+gllp < [Ifllp + llgllp-
Proposition 4.2.8. Pour tout 1 < p < oo, lapplication LP(X) > f — ||f|lp, définit une
norme sur LP(X). De plus, pour p = 2, Uapplication
(F.9) € () % IXX) = {f.9) o= [ fadp.

définit un produit scalaire sur L*(X).

Démonstration. D’apres la Proposition 4.2.4, si || f||, = 0, alors f = 0 p-p.p. dans X, et
donc f = 0 dans LP(X). Par ailleurs, [|Af], = |A|||f]l, pour tout A € R et f € LP(X).
Enfin I'inégalité triangulaire n’est autre que 'inégalité de Minkowski.

Si p = 2, 'inégalité de Holder (Cauchy-Schwarz dans ce cas) assure que l'intégrale
Jx fgdp est bien définie pour f et g € L?(X). De plus, il s’agit clairement dune forme
sesquilinéaire (par linéarité de I'intégrale) hermitienne définie positive (d’apres la Propo-
sition 4.2.4) ce qui assure que (-, -) est effectivement un produit scalaire sur L?(X). O

4.3 Complétude

Théoréme 4.3.1 (Riesz-Fischer). Pour tout 1 < p < oo, l'espace LP(X) est complet.

Démonstration. Supposons d’abord que 1 < p < oo. Soit (f)nen une suite de Cauchy
dans LP(X). Grace a la propriété de Cauchy, on construit par récurrence une sous-suite

(fn;)i>1 de (fn)nen ayant la propriété
||fnj+1 - fnij < 2_J pour tout ] > 1.

Soit up = Z;?:l |fn; 1 — fn;|, alors la suite (ug)r>1 est croissante et

k
lugll, < 277 < 1.
j=1
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Par conséquent, le théoreme de la convergence monotone assure que

/ fufP dy = lim / gl dp < 1,
X k—oo X

olt 'on a posé u := limyur = 3 ;5 |fn; 1, — fn,|, ce qui montre que u(z) < oo pour
p-presque tout x € X. On pose

o) {fm () + Cot (Fayes @) = Fuy (@) 51 Xy [y () = iy ()] < 00,
0 si 2]21 |fnj+1($) - fnj (z)] =00

La fonction f ainsi définie est A-mesurable et comme la somme

fnl (x) + Z (fnj+1(‘r) - fnj (.’L‘))

Jj=1

se téléscope, on en déduit que f,, — f p-p.p. dans X. Comme |f| < |fy, | + u, Vinégalité
de Minkowski montre que

[fllp < [ fnnllp + lullp < A fnillp + 1,

ce que assure que f € LP(X). Comme [f,,| < |fn,| +u € LP(X), le théoreme de la
convergence dominée montre que f,; — f dans LP(X). Montrons que toute la suite f, — f
dans LP(X). Soit £ > 0, d’apres le critere de Cauchy, il existe un rang N € N tel que pour
tout m, n > N, || fn, — fmllp < €. Soit j assez grand de sorte que n; > N, alors il vient que

1 = fllp < [1fn = Fosllp + [1fn; = Fllp < &+ 11 fny = fllp-

En faisant tendre j — oo puis € — 0, on obtient la convergence souhaitée.
Pour p = o0, si (fy)nen est une suite de Cauchy dans L (X), alors il existe un ensemble
p-négligeable A € A tel que

pour tout z € X \ A et tout m,n € N. (4.3.1)

Doncsiz € X\ A, (fn(z))nen est une suite de Cauchy dans K complet, elle admet donc une
limite notée f(z). Par ailleurs, on pose f(z) = 0 si z € A. La fonction f ainsi définie est
A-mesurable comme limite d’une suite de fonctions mesurables. De plus, comme (fy,)nen
est de Cauchy dans L°°(X) elle est bornée. Donc il existe M > 0 tel que || fn|lcc < M
et donc par passage a la limite dans la premiere inégalité de (4.3.1), il vient |f(x)] < M
p-presque pour tout x € X soit f € L°°(X). Enfin d’apres le critere de Cauchy, pour tout
e > 0, il existe un rang N € N tel que pour tout m, n > N, ||fn — fmllco < €. Donc par
passage a la limite dans la deuxieme inégalité de (4.3.1), il vient |f,(x) — f(z)| < € pour
tout n > N et p-presque tout x € X, soit || f, — f|lco < € pour tout n > N, ce qui montre
que fp, — f dans L (X). O

Corollaire 4.3.2. Pour tout 1 < p < o0, les espaces LP(X) sont des espaces de Banach
et L?(X) est un espace de Hilbert.
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4.4 Résultats de densité

Pour 1 < p < 00, on note &, I'ensemble des fonctions f € LP(X) qui sont étagées.
Théoréme 4.4.1. Pour tout 1 < p < oo, l’ensemble &, est dense dans LP(X).

Démonstration. Soit f € LP(X). On peut supposer sans restreindre la généralité que
f > 0. Soit (fn)nen la suite de fonctions étagées définies de la fagon suivante : pour tout
n € Net k€ {0,...,n2" — 1}, on définit les ensembles .4-mesurables

k E+1
E, = {xEX:zngf(x>< on }, FE,:={f >n}.
et pour tout = € X,
n2™—1
k=0

On vérifie que la suite (f,,)nen est croissante et qu’elle converge u-presque partout vers f.
Si p = oo, alors pour tout n > |[|f|ls, on a |fn(x) — f(x)| < 27" presque pour tout
x € X, et donc [|fp, — flloc <277 — 0.
Sil < p < oo, comme fp(x) 7 f(x) pour presque tout = € FE, on en déduit que
|f(z) — fu(@)|P = 0 et |f(x) — fu(z)P < 2Pf(x)P p-presque pour tout z € X, d’ou par le
théoréme de la convergence dominée ||f — fp||, — 0. O

Nous allons & présent nous restreindre au cas de mesures Boréliennes sur RY, finies sur
les compacts (que I’on appelle mesures de Radon). Notons que la mesure de Lebesgue, notée
dorénavant £V, en est un cas particulier puisqu’un ensemble compact K C RY étant borné,
il est inclu dans un cube [~ R, R]"V avec R > 0. Par conséquent £V (K) < (2R)N < oo.

Les mesures de Radon positives jouissent d’une propriété de régularité permettant d’ap-
procher la mesure d’un Borélien par I'intérieur a l'aide de compacts, et par I'extérieur a
I’aide d’ouverts.

Proposition 4.4.2. Soit i une mesure Borélienne dans RY finie sur les compacts. Pour
tout Borélien A C RN tel que p(A) < oo et tout e > 0, il existe un compact K et un ouvert
U tels que K C ACU et

p(A\K) <e, wU\A)<e.

Démonstration. Commencons par montrer ’approximation intérieure par un compact. On
pose v(B) := u(AN B) pour tout Borélien B C RY, ce qui définit une mesure Borélienne
finie sur RV,

On considere la famille

F o= {B c RY Borélien : pour tout € > 0, il existe

un fermé C' C B tel que v(B\ C) < 6}.
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La famille F contient évidemment les ensembles fermés.
Montrons que F est stable par union et intersection dénombrable. Soit donc { By, }nen
une famille d’éléments de F. Pour tout € > 0 et tout n € N, il existe un ensemble fermé

C, C B, tel que
€

L’ensemble C := ), Cy, est fermé et

() )= ((0) (0e)

§y<U(Bn\C> i:: B, \ Cp)

neN

ce qui montre que (), By, € F. Par ailleurs, on a

(o) (U)o () ()

gy<U(Bn\c> Z By \ Cy)

neN

Pour m asssez grand, on a donc en posant C" := ;" , Cp

((UB>\C> <

ce qui montre, C’ étant fermé, que |J,, By € F.
Comme tout ouvert de RV peut s’écrire comme une union dénombrable d’ensembles
fermés, on en déduit que F contient tous les ouverts de R¥.
Posons a présent
G:={BeF: “BeF}

de sorte que RY € G et G est stable par union dénombrable. Par conséquent, G est une
tribu. Comme les ouverts sont contenus dans G, on en déduit que la tribu G contient la
tribu Borélienne. Par conséquent, pour tout B C RN Borélien et tout € > 0 il existe un
ensemble fermé C' C B tel que v(B \ C) < e. En particulier, pour B = A, on obtient un
fermé C C A tel que u(A\ C) < e. Pour tout n € N, on pose K,, := C N B(0,n) qui est
un compact inclu dans A. Comme p(C) < p(A) < oo, on a lim, pu(C \ K;) = 0. Pour n
assez grand, on obtient donc un compact K, C A tel que u(A\ K,) <e¢

Montrons maintenant ’approximation par l'extérieur a 1’aide d’ouverts. L’ensemble
B(0,n) \ A étant un Borélien de mesure finie (car p est finie sur les compacts), I'étape
précédente montre I'existence d'un fermé C,, C B(0,n)\ A tel que pu((B(0,n)\ A)\ Cy) <
e/2". Posons U, = B(0,n) \ C, qui est un ouvert avec B(0,n) N A C U, et tel que
pw(Un \ A) < €/2". Si on pose U := |J,, U, qui est un ouvert, on obtient que A C U et
wUNA) <32, mUn\ A) <e. O
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Cette propriété de régularité des mesures de Radon permet de montrer la densité des
fonctions continues dans les espaces de Lebesgue pour p < oo.

Théoréeme 4.4.3. Soit i une mesure Borélienne dans RN finie sur les compacts. Soit
Q C RN un ouvert et 1 < p < 0o. Alors lespace Co(Q) est dense dans LP(S2, ).

Démonstration. Soit f € LP(Q, u). D’apres le Théoreme 4.4.1, pour tout & > 0, il existe
une fonction étagée g € LP(€2, p) telle que || f — g||, < €. On est donc ramené & montrer
que toute fonction étagée peut étre approchée par une fonction de C.(f2) pour la norme
LP(Q).

Soit (K}, )nen une suite exhaustive de compacts telle que K,, C Kn+1 pour tout n € N et
Q = U, en Kn- Le Théoreme de la convergence dominée assure que ||g—x,, g/, — 0 quand
n — 00. On peut donc supposer sans restreindre la généralité que g = 0 au voisinage de
o0f.

Par linéarité, il suffit de considérer la fonction caractéristique d’un ensemble Borélien
A tel que A est compact et A C Q (autrement dit y 4 est & support compact dans ). En
particulier, comme A est borné, on a p(A) < co. Par conséquent la Proposition 4.4.2 assure,
pour tout € > 0, I'existence d’un ouvert U et d’un compact K tels que K C A C U et
u(U\ K) < e. Le Lemme d’Urysohn donne alors l'existence d’une fonction h € C.(2; [0, 1])
telle que h =1 sur K et Supp(h) C U. D’ou, comme xx < h < xy,

= xaldn < pU\K) <=
Q
ce qui conclut la preuve du résultat. ]

Dans le cas de la mesure de Lebesgue £V, nous allons améliorer le résultat précédent en
montrant que ’ensemble des fonctions régulieres et a support compact est dense dans les
espaces de Lebesgue. Si © est un ouvert de R I’espace C°(£2) est I’ensemble des fonctions
f:Q — R admettant des dérivées partielles continues a tout ordre et telles que Supp(f)
est un compact inclu dans €.

Définition 4.4.4. Soit p € C°(RY) telle que p > 0, Supp(p) C B(0,1 f]RN p(z)dx = 1.
Pour tout n € N, on pose p,(z) :=n Np(nz) de sorte que [pn pn(x)dz =1 et Supp(pn) C
B(0, %) On dit que (pp)nen est une suite régularisante.

A titre d’exemple, on peut vérifier que la fonction p : RN — R définie par

1
p(z) = C{em'“ si [l <1,

0 st (]| > 1,

L -1
ol la constante ¢ := | [ B(0,1) el=I*-1 dx , satisfait les propriétés requises ci-dessus.

Définition 4.4.5. Si f : RY — R est une fonction localement intégrable (i.e. dans L'(K),
pour tout compact K C RY, et on note f € LL (RY)), on définit le produit de convolution

[ pn(z) = /RN pn(x —y) f(y)dy = /RN fx—y)pn(y)dy pour tout z € RY.
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Remarque 4.4.6. Notons que U'intégrale est bien défnie car y — p,(x — y) s’annule en
dehors de B(z, %), elle est bornée sur cet ensemble et f est intégrable sur cet ensemble.
Lemme 4.4.7. Si f € LL (RY), alors f * p, € C*(RY). De plus B
— si f € C.(RN), alors f+p, € C(RYN), Supp(f*pn) C Supp(f)+5(0, %) et fxpp — f
dans LP(RY) pour tout 1 < p < o0 ;

— si f € LP(RN), alors f % p, — f dans LP(RY) pour tout 1 < p < oco.

Démonstration. Montrons d’abord que f * p, est de classe C*°. On montre par convergence
dominée que f * p, est continue sur RY. Montrons & présent qu’elle admet des dérivées
partielles d’ordre 1. Soit h € R avec |h| < 1, en notant {ej,...,enx} la base canonique de
RY, on calcule

f* pn(x + hei) — f* pn(z) _/ pn(fv+h€z—y)—pn(w—y)f
h = Jan h

(y) dy.

n h— 1) Pn _
Pour presque tout y € R, on a 2 (z+ yeh) pn(z y)f(y) — Oy, pn(z—Yy) f(y) quand h — 0 car
pn est différentiable sur RY. Par ailleurs, le Théoréme des accroissements finis montre que

pebtifie gl it o)y (y)’ < maxgn Oz, on|XF(z2) (W) f ()]

car pn(x + he; —y) = pp(z —y) = 0si |y — x| > 2. Notons que 0y, p, étant également
C°(RY) elle est bornée sur RV ce qui montre que maxgy |02, Pl X B 2| f| € L'(RN). Le
Théoréme de la convergence dominée montre alors que

lim [ pn(x + hei) = [ pn(z) / De.pn(x — ) f (1) dy,
RN

h—0 h
ce qui montre que f * p, admet des dérivées partielles d’ordre 1 et Oy, (f * pn) = f*(0z,pn)
pour tout 1 < ¢ < N. On montre de nouveau par convergence dominée que toutes les
dérivées partielles d’ordre 1 sont continues sur RY, ce qui établit que f * p, est de classe
C! sur RY. Par récurrence, on montre ainsi que f * p, est de classe C*® sur R .

Sife CC(RNL, alors il existe R > 0 tel que Supp(f) C B(0, R). Comme f est continue
sur le compact B(0, R) (et donc bornée) et nulle a 'extérieur de B(0, R), f € LL (RY).

De plus si « ¢ Supp(f) + Supp(pn) et y € Supp(py), alors z —y & Supp(f) et donc
f(x —y) = 0. Par conséquent,

f*pn(z) = /RN f(x—y)pn(y) dy = /Supp(pn) fx—y)pn(y) dy =0,

pour presque tout y € RN ,ona

ce qui montre que le support de f x p, (qui est toujours un fermé) est inclus dans
Supp(f) + Supp(pn) C Supp(f) + B(0, L) et en particulier que f € CZ(RY). Comme
[ est uniformément continue, pour tout ¢ > 0 il existe un § > 0 tels que ||z — 2’| < §
implique |f(z) — f(2')] < e. Soit ng € N assez grand de sorte que 1/n < § pour tout
n > ng. Donc pour tout y € B(0,1), on a |f(z) — f(z — y)| < e. On multiplie alors cette

inégalité par py,(y) > 0, puis on intégre sur RY,

(f(z) = flz —y))puly) dy

RN

[ i@ = fa= @y se 44

[f(z) = [ *pul2)] =

IN
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ot Pon a utilisé le fait que [pn pn(y)dy = 1. On a donc montré que, pour tout & > 0, il
existe un ng € N (qui ne dépend que de ¢ donc ¢) tels que pour tout n > ng et pour tout
r €R, |f(x) — f*pu(z)] <&, ce qui montre que f * p, — f uniformément sur R" et donc
dans L>(RM). Si 1 < p < oo, comme f(z) = f * py(z) = 0si |z| > R+ 1, on peut élever
Pexpression (4.4.1) a la puissance p, puis par intégration,

[ f@=frpataPds = [ (f(@) = fapu(@) do < LY (BOR+D), (4:42)
RN B(0,R+:)

ce qui montre également que f * p, — f dans LP(R™) pour tout 1 < p < oc.

Supposons enfin que f € LP(RY), pour 1 < p < co. D’apres I'inégalité de Hélder, pour
tout compact K C RV,

/K @) < |||y £ (K'Y < o,

ce qui prouve que f € L%OC(RN ), et donc que le produit de convolution f * p, est bien

défini. D’apres le Théoréme 4.4.3, pour tout £ > 0 il existe une fonction g € C.(RY) telle
que |[f — gllLp@ny < €. Par ailleurs, d’apres (4.4.2), on a [|g — g * ppl[ o~y < € pour n
assez grand. Par conséquent,

If = gllee@ny + lg — g% pullo@yy + 109 = f) * pnll o @)
2e + |I(g — f) * pnll Lo @y

If = f*pulle@yy <
<
Or, d’apres I'inégalité de Holder et le fait que [pn pn(y) dy =1,

p

(g = f)*pn(x)]P =

[ ot =) = @ = )patdy

[ (o= = = ) ) ]
< /RN lg(z —y) — f(z —y)Ppa(y) dy,

puis, en intégrant par rapport a x et en appliquant le théoréeme de Fubini-Tonelli, il vient
que

N

1(g = 1) * pnllp gy < /R </RN lg(z —y) — flz —y)P dw) pn(y) dy = llg = FIIL, gy

Par conséquent, || f — f * pul| L@y < 3¢, ce qui conclut la preuve du lemme. O

Corollaire 4.4.8. Soit Q C RY un ouvert et 1 < p < co. Alors l’espace C*() est dense
dans LP(9Q).

Démonstration. D’apres le Théoreme 4.4.3, pour tout f € LP(£) et tout € > 0, il existe un
g € Ce(2) tel que || f —gllzr(o) < &. On étend g par zéro en dehors de Q et on note g cette
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extension. Alors § € C.(RY) et Supp(§) C Q. D’apres le Lemme 4.4.7, on peut choisir ng €
N suffisamment grand de sorte que pour tout n > ng, Supp(g*p,) C Supp(g)+B(0, %) cQ
et [|g* pn — gllLrmvy < €. Finalement, on obtient que f, := g * pnlo € C°(Q2) et

1f = falle) < IF = gllze) + 119 — § * pullr ) < 2,

ce qui conclut la preuve du corollaire. ]

4.5 Séparabilité

Nous sommes a présent en mesure de discuter la séparabilité des espaces de Lebesgue.

Proposition 4.5.1. Soit Q un ouvert de RN et 1 < p < oo. Alors 'espace LP(Q) est
séparable.

Démonstration. Soit (K, )nen une suite exhaustive de compacts, i.e., K, C I%n_t'_l pour
tout n € N et Q = (J,,cy Kn. D’apres le Corollaire 3.2.6, C(K,) est séparable par rapport
a la norme uniforme sur K,. Or les ensembles K, étant bornés, la convergence uniforme
sur K, implique la convergence dans LP(K,) pour tout 1 < p < oo car

/ |f — glP dx < LY (K,) Sup |f —gP pour tout f,g € C(Ky).

n

Par conséquent, 'espace C(K,) est séparable pour la convergence dans LP(K,,). Pour tout
n € N, il existe donc un ensemble D,, dénombrable dense dans C(K,,) pour la convergence
dans LP(K,,).

Posons D := J,, Dy, qui est par conséquent dénombrable. Si I'on énumere les éléments
de D en une suite (f;)ien, chacune des fonctions f; est une fonction continue sur un sous-
ensemble compact de . On étend alors f; par zéro sur €2, et on note f; cette extension
qui n’est a priori plus continue mais toutefois dans LP(). L’ensemble D := { fi}ieN est
alors un sous-ensemble dénombrable de LP(€2). Montrons qu’il est dense dans LP(2). Pour
ce faire, soit f € LP(Q) et ¢ > 0. D’apres le Théoreme 4.4.3, il existe g € C.(Q2) tel que
Ilf = gller(@) < €. Ensuite il existe un n € N tel que Supp(g) C K,. Donc il existe un
h € Dy tel que ||g — h||1r(k,) < €. Soit h Pextension par zéro de h sur Q. Alors h € D et
comme g = 0 sur 2\ K,, il vient

/|fz—g|pdm:/ |h — g|P dx < €P.
Q Kn

Finalement, on a que ||f — BHLP(Q) <I|f- gHLP(Q) + |lg — B”LF(Q) < 2¢, ce qui montre la
densité de D dans LP(9). O

Proposition 4.5.2. Soit Q un ouvert de RN . L’espace L>®()) n’est pas séparable.

Démonstration. Soit X := {Xp,) : B(z,7) C 2} qui est une famille non dénombrable
de L>®(Q). Si x, X' € X sont telles que x # X/, alors ||[x — X|loc = 1. Supposons qu’il
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existe un sous-ensemble D = {f,} ey de L>(§2) dénombrable et dense. Soit ® : X — N
lapplication qui & chaque x € X associe le plus petit entier n € N tel que ||x— fn|lco < 1/3.
Cette application est bien définie par densité de D dans L°°(2). Supposons maintenant
que ®(x1) = P(x2) = n, alors || x1 — fulloo < 1/3 et [[x2 — fulloo < 1/3, ce qui implique par
I'inégalité triangulaire que ||x1 — Xx2|lco < 2/3 < 1. Comme x; et x2 € X sont des fonctions
caractéristiques, alors nécessairement y; = y2 dans L>°(£2) ce qui montre l'injectivité de
®. L’ensemble X étant non dénombrable, on aboutit & une contradition. ]

4.6 Critere de compacité
Pour finir, nous établissons un critere compacité dans les espaces de Lebesgue.

Théoréme 4.6.1 (Riesz-Fréchet-Kolmogorov). Soit (fn)neny une suite de fonctions
dans LP(RY), avec 1 < p < oo, telle que

(i) sup || fullp@ny < +o00;
neN

(ii) sup sup/ |fo(x +y) — fu(z)]P de — 0 quand § — 0.
lyl|<é neN JRN

Alors, pour tout compact K C RN, la suite (fn\K)neN admet une sous-suite convergente
dans LP(K).

Démonstration. Soit (pk)ren une suite régularisante comme dans la Définition 4.4.4. Pour
tout k& € N, on considere la suite (fn * pk|, Jnen de fonctions dans C(K). Nous allons
montrer que pour tout k € N, la suite (fy * pg|, Jnen admet une sous-suite convergente
dans C(K). Pour faire, nous allons appliquer le théoréeme d’Ascoli-Arzela. Tout d’abord
d’apres l'inégalité de Holder, pour tout x € K, on a

[Fu % pa()] < /R Utz = )10k dy < W fall ol ol ey < Che

ou, d’apres ’hypothese (i), la constante Cy, > 0 est indépendante de n et de x. Par ailleurs,
sizeta € K,

furpn@) = s @) < [ Uula=9) = fule! = o) dy
= [ M=+ 2) = faelnta’ =) dz

1/p
< ||pkum/(RN)< sup  sup /RNrfn<z+y>—fn<z>|pdz)

lyll<[lz—a’|| n€N

= wi(llz —2'])),

ol, d’apres I'hypothese (ii), wi(t) — 0 quand ¢t — 0%, ce qui montre I'uniforme équi-
continuité de la suite (f, * Pk| K)neN- Le Théoreme d’Ascoli-Arzela combiné avec un prin-
cipe d’extraction diagonal assure 'existence d’une sous-suite ( f, () * Pk|K)neN qui converge
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dans C(K) pour tout k& € N. Comme K est borné on en déduit que (fy(,) * Ple)neN
converge dans LP(K).

Nous allons & présent montrer que la sous-suite (f;(n))nen est de Cauchy dans LP (K)
ce qui montrera qu’elle converge dans cet espace par le Théoreme de Riesz-Fischer. Pour
ce faire, on écrit grace a l'inégalité triangulaire que

||f(7(n) - fa(m)HLP(K) < ||fo(n) - fo(n) * pkHLP(K)
+ 1 fotn) * Pk = foim) * Pl Loy + 1 fom) = fotm) * prllrx)-  (4.6.1)

Comme Supp(py) C B(0, %) et [on pr(y)dy =1,
oo @) = S # @I £ [ Ufrtu®) = Fotur( = 9)lono) dy
B(0,1)

En élevant I'inégalité précédente a la puissance p, en intégrant par rapport a x € K et en
appliquant 'inégalité de Holder et le Théoreme de Fubini-Tonelli, il vient

/3(071) </ | fom) (@) = fom) (@ — )P dﬂ?) pr(y) dy

< sup sup/ |frn(z) = frulz —y) P du.

lyll<1/kneN

/’fo‘n fo’ )*Pk( )’pdw

IN

D’apres 'hypothese (ii), on en déduit alors que

hmam/ﬁﬁn w * pr(@)P da = 0.

k—o0 neN

Par conséquent, si € > 0, on peut donc trouver un kg € N tel que

Sup/ | fotn)(T) = fom) * Pro ()P dz <

13
neNJ K 3

La suite (fo(n) * Pko|K)neN étant convergente dans LP(K), elle y est de Cauchy et on peut
trouver un Ny € N tel que pour tout m, n > Ny,

w\m

Hfa(n) * Pko — fo(m) * pko”Ll’( <

Donc si m, n > Ny, (4.6.1) donne || fo(n) — fom)llLr(x) < €, ce qui montre que (f,(n))nen
est de Cauchy dans LP(K), et donc qu’elle Converge dans cet espace. ]
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