Université Paris-Saclay Master 1 F.E.S.
Analyse 1
Examen (19/12/2023)

— Durée : 3 heures
— Les notes de cours, les documents et les appareils électroniques ne sont pas autorisés

— Dans un méme exercice, on peut admettre pour traiter une question les résultats des questions précédentes méme
s’ils n’ont pas été démontrés
— Tous les résultats démontrés dans le cours peuvent étre utilisés a condition d’étre clairement cités

— La note tiendra compte de la qualité de la rédaction

Exercice 1. (Questions de cours)

1) Enoncer et démontrer le théoréme de projection dans un espace de Hilbert. Donner une caractérisation
ainsi qu’une interprétation géométrique.

2) Montrer que, dans un espace mesuré quelconque (X, A, i), toute fonction dans L (X) peut étre approchée
dans L°°(X) par une suite de fonctions étagées.

Exercice 2. (Un autre théoréme de Dini) Soient [a,b] un intervalle compact de R et (f,)nen une suite
dans C([a, b]; R) telle que

fu(x) < fuly) pour tout n € Net tout a < <y <b.
On suppose de plus que f,,(z) — f(z) pour tout = € [a,b], ou f € C([a,b];R).
1) Soit € > 0. Montrer qu’il existe une subdivision a = ag < a1 < - -+ < ax = b de Uintervalle [a, b] telle que
flait1) — f(a;) <e  pourtout 0 <i<k—1.
2)] Montrer que, pour tout z € [a,b], il existe i € {0,...,k — 1} tel que
falai) = flai) — e < fu(@) = f(2) < fulait1) = flaipa) +e
3) Montrer qu’il existe un entier N, € N tel que

Jmax, |frn(a;) — f(a;)] < e  pour tout n > Ng.

4) En déduire que | f,,(z) — f(z)| < 2¢ pour tout x € [a, b] et tout n > N. et conclure que f,, — f uniformément
sur [a, b].

Exercice 3. (Algebre de convolution) On consideére 'espace RY muni de la tribu Borélienne B(RY) et de
la mesure de Lebesgue £V,

1) Soient f et g € L'(RY).
a) On suppose que f > 0 et g > 0. Montrer que le produit de convolution f * g est bien défini et que

”f*g”Ll(RN) = ”fHLl(JRN)”g”Ll(RN)-
b) Montrer que, dans le cas général, le produit de convolution f * g est toujours bien défini et que

ILf* gl vy < N fllor@yyllgllor vy



2) Montrer que le produit de convolution sur L!(RY) est commutatif et associatif.

3) Soient f € L'(RY) et g € L>®(R™). Montrer que f * g est bien défini et est une fonction continue sur R
(Indication : on pourra utiliser la continuité de la translation y € RN s f(- +y) dans L' (RY)).

4) Dans cette question, on se place en dimension N = 1 et on consideére la fonction x = 1p0,1)-
a) Montrer que x * x(z) = L([z — 1,2] N [0,1]) pour tout = € R et en déduire une expression explicite de
X * X
b) Montrer que L'(R) ne possede pas d’élément pour le produit de convolution.

Exercice 4. (Espace de Sobolev) Dans tout cet exercice, on notera I =]0,1][.

1) Montrer que si f est une fonction de classe C! sur I, alors
(1) f(z) = f(0) —I—/ f'(t)dt pour tout x € I.
0

2) Trouver une fonction f € L'(I) admettant presque partout une dérivée f’ intégrable telle que la relation
(1) n’est pas satisfaite.

Le but de ce probléme consiste 4 écrire certaines fonctions intégrables sur I comme la primitive de leur
“dérivée” (on notera les guillemets!).

3) Soit f € L2(I). Montrer que f = 0 p.p. sur I si et seulement si pour tout fonction ¢ € C.(I), on a
f[ fedz=0.
4) Soit g € L*(I), on pose G(z) = fozg(t) dt pour tout z € I. Montrer que
1. G est continue sur I (on pourra montrer que G est 1/2-Holdérienne) ;
2. G est bornée sur [ ;
3. pour tout ¢ € C1(I), on a [, Gy'dx = — [, gpdx.
5) Soit a € I. Montrer quil n’existe pas de fonction § € L'(I) telle que [;d(z)p(x)dx = ¢(a) pour tout

pec().
6) Soient f € L'(I) et » € C1(I). On pose

Dys(p) = /Ifw’ dr € R.

Que vaut Df(p) pour f = 1j1/51)7 Dans ce cas, existe-t-il une fonction intégrable d; telle que Dy(yp) =
[; dspda pour tout ¢ € CL(I)?

7) Soient ¢ € C.(I) et 0 € Cc(I) avec [, 6dx = 1. On pose
h(z) =¢(x) — G(x)/w(t) dt  pour tout x € 1.
I

Montrer que x € I — H(xz) = [ h(s)ds appartient & C}(I) et que H' = h.
8) Montrer que si f € L*(I) vérifie

/fap' dx =0 pour tout ¢ € C}(I),

I

alors il existe un réel C' € R tel que [,(f — C)y dx =0 pour tout 1 € C.(I). Conclure.
9) Soit f € L?(I) telle qu'il existe une fonction d; € L?(I) vérifiant

/dfgodx: —/f(p’da? pour tout ¢ € CX(I).
I I

Montrer que la fonction z — f (x) = foz dy(t) dt est continue, bornée et que f = f + C presque partout sur I,
ou C € R.

A titre culturel, cet espace de fonction s’appelle l'espace de Sobolev W12(I) parfois également noté H'(I).



