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Chapitre 1
Topologie

Dans ce chapitre, nous allons introduire un certain nombre de définitions de topologie
générale. Nous porterons une attention particuliere aux espaces métriques pour lesquels
beaucoup de ces notions peuvent étre transcrites de facon équivalente en terme séquentiel.

Par la suite, nous désignerons par X un ensemble et P(X) la famille des parties de X.

1.1 Espaces topologiques, espaces métriques

1.1.1 Topologie générale

Définition 1.1.1 (Topologie). Une sous-partie 7 de P(X) est une topologie sur X si
1. @ et X appartiennent & T ;
2. T est stable par intersection finie;
3. T est stable par union quelconque.

On dit que (X, 7) est un espace topologique. Les éléments de T s’appellent les ouverts et
leur complémentaires s’appellent les fermés. Par conséquent, les fermés sont stables par
union finie et intersection quelconque.

Définition 1.1.2 (Intérieur et fermeture). Soit (X,7) un espace topologique et A C
X, on définit

1. Dintérieur de A par A= {reA: ilexiste U € T tel que z € U C A};

2. la fermeture de A par A := {z € X : pour tout U € T avec x € U, alors UNA # 0}.
On dit que € A est un point adhérent de A et que = € A est un point intérieur de A.

Remarquons que 'on a toujours la série d’inclusions ACAcCA La proposition suivante
précise les cas d’égalités.
Proposition 1.1.3. Soit (X, T) un espace topologique et A C X. Alors

1. A est le plus grand ouvert inclus dans A ;

2. A est ouvert si et seulement si A= A R
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3. A est le plus petit fermé contenant A ;

4. A est fermé si et seulement si A = A.

Démonstration. 1. Tout d’abord, on remarque que A est ouvert. En effet, si A # 0 et
T € A il existe un ouvert U, contenant z tel que U, C A. Comme tout y € U, est inclus
dans louvert U, lui méme contenu dans A, on en déduit que y € A autrement dit que
U, C A. On en déduit que A= U e U:, ce qui montre A est ouvert. Soit V un ouvert
contenu dans A. Siz € V, alors z € A puisque V' C A, ce qui montre que x est un point
intérieur de A et que V C /01, ce qui établit 1.

2. Par définition, si « est un point intérieur a A, alors z € A ce qui montre que Ac A
Si xz € A avec A ouvert, alors clairement, x € A et donc A C A, ce qui montre 2.

3. Notons
A= {F fermé, F > A},

de sorte que A est fermé car c’est une intersection de fermés et A € A. Comme °A est
un ouvert inclus dans ¢4, il n’intersecte pas A et donc A C ©A. Par ailleurs, si « ¢ A4, il
existe un ouvert U contenant z tel que U N A= 1. Par conséquent, A C U avec °U fermé,
d’ott A C €U ce qui montre que x ¢ A. On en déduit que A = A et done, si F est un fermé
contenant A, on a A C F.

4. Si x € A, tout ouvert contenant x intersecte A et donc x € A, ce qui montre que
A C A. Par ailleurs, si A est fermé, on a déja vu que A C A. O

Définition 1.1.4 (Densité). Soit (X,7) un espace topologique et A C X. On dit que A
est dense dans X pour la topologie 7 si A = X.

Définition 1.1.5 (Limite d’une suite). Soit (X,7) un espace topologique et (xy)nen
une suite d’éléments de X. On dit que (x,)nen converge vers x € X si pour tout ouvert
U € T contenant z, il existe un rang ng € N tel que z,, € U pour tout n > nyg.

Définition 1.1.6 (Continuité). Soient (Xi,71) et (X2, 72) deux espaces topologiques
et f: X1 — X5 une application. On dit que f est continue sur X si pour tout ouvert
V € Tz, alors f~1(V) € T1.

1.1.2 Espaces métriques

Un cas important d’espace topologique est celui d’espace métrique qui repose sur la
notion de distance.

Définition 1.1.7 (Distance). Soit X un ensemble. Une application d : X x X — R™ est
une distance sur X si

i) Symétrie : d(z,y) = d(y, z) pour tout z, y € X ;

ii) Séparation : d(x,y) = 0 si et seulement si x = y;

iii) Inégalité triangulaire : d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) pour tout z, y, z € X.
On dit alors que (X, d) est un espace métrique.
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Pour tout z € X et tout » > 0, on note
B(z,r) :={ye€ X : d(z,y) <r} (resp. B(z,7):={yc X: d(z,y) <r})

la boule ouverte (resp. boule fermée) de centre = et de rayon r. Un sous ensemble de X est
borné s’il est contenu dans une boule de rayon fini.

Comme annoncé précédemment, un espace métrique définit toujours une topologie.

Proposition 1.1.8. Soit (X,d) un espace métrique. La famille T définie par
T={0}U{X}U{U € P(X): pour tout z € U, il existe r > 0 tel que B(z,r) C U}
définit une topologie sur X.

Démonstration. Par convention, ) et X € T.

Soient Uy, ..., Uy € T. Si ﬂf\;l U; = 0 € T par convention. Sinon, il existe x € ﬂf\;l U;.
Par définition des éléments de T, pour tout 1 < i < N, il existe r; > 0 tel que B(x,r;) C Us.
Posons 7 := minj<;<n r; > 0 de sorte que B(x,r) C B(x,r;) C U;, soit B(x,r) C ﬂf\;l U;.
Autrement dit ﬂf\i L Ui € T et T est stable par intersection finie.

Soient {U;}ier une famille (quelconque) d’éléments de 7. Si = € |J,;; U;, par définition
de I'union, il existe ig € I tel que = € U;, puis, par définition de T, il existe ro > 0 tel que
B(x,79) C Usy C Uy Ui. Par conséquent, T est stable par union quelconque.

On a finalement montré que 7T est effectivement une topologie. O

Par définition, un ensemble non vide U C X est ouvert si pour tout x € U, il existe un
r > 0 tel que B(z,r) C U. On montre évidemment que les boules ouvertes sont ouvertes
et les boules fermées sont fermées.

Dans un espace métrique, certaines propriétés topologiques peuvent étre caractérisées
séquentiellement, i.e., en terme de suite. Il convient donc de préciser la notion de suite
convergente dans les espaces métriques.

Proposition 1.1.9. Soient (X,d) un espace métrique et (xy)nen une suite d’éléments de
X. La suite (zp)nen converge vers x € X si et seulement si, pour tout e > 0, il existe un
rang ng € N tel que d(z,x,) < & pour tout n > nyg.

Démonstration. Supposons que (x,)nen converge vers x € X. Si e > 0, B(z,¢) est un
ouvert contenant z et donc, par définition d’une suite convergence, il existe ng € N tel que
xn € B(x,€) pour tout n > ng, i.e. d(x,z,) < € pour tout n > ng.

Réciproquement, soit U un ouvert contenant x. Par définition d’un ouvert, il existe un
e > 0 tel que B(z,e) C U. Par hypothese, il existe un rang ng € N tel que d(z,x,) < €
pour tout n > ng, soit x, € B(x,e) C U pour tout n > ny. Ceci montre que la suite
(Zn)nen converge vers x € X. d

Le résultat suivant permet de caractériser séquentiellement le fait qu’'un ensemble est
fermé.
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Proposition 1.1.10. Un sous ensemble F' de X est fermé si et seulement si pour toute
suite (Tpn)nen d’éléments de F telle que x, — x, alors x € F.

Démonstration. <= : 1l s’agit de montrer que F est fermé, autrement dit que U := X \ F
est ouvert. Si U = () il n’y a rien & montrer. Sinon, supposons qu’il existe z € U tel que
pour tout r > 0, on a B(z,r) ¢ U. En prenant r = %, on construit ainsi une suite (2 )n>1
telle que d(x,z,) < 1/n et x, € X \ U = F pour tout n > 1. Par conséquent, =, — = et
notre hypothese montre que z € F' ce qui est absurde. Donc, pour tout x € X, il existe
un 7 > 0 tel que B(z,r) C U, ce qui montre que U est ouvert et donc que F' est fermé.
= : Supposons F' fermé de sorte que son complémentaire U := X \ F' est ouvert.
Considérons une suite (x,)nen d’éléments de F telle que x, — . Si @ € U, celui-ci étant
ouvert, par définition de la limite, il existe un ng € N tel que z, € U pour tout n > ny.

En particulier x,, € U, ce qui est absurde puisque z,, € F. Par conséquent, z € F. [

Nous allons a présent préciser la notion de continuité dans les espaces métriques. Dans
ce qui suit, (X1,d;) et (X2,ds2) désignent deux espaces métriques.

Proposition 1.1.11. Une fonction f : X1 — Xa est continue sur Xy si pour tout x € X
et tout € > 0, il existe 6 > 0 tels que

dx,(r,y) <6 = dx,(f(2),f(y)) <e.

Démonstration. Soient f continue sur X, x € X; et ¢ > 0. La boule Bx,(f(x),¢) étant
ouverte dans Xo, on en déduit que f~!(Bx,(f(z),¢)) est un ouvert de X; qui contient x.
Il existe donc § > 0 tel que Bx, (z,8) C f~H(Bx,(f(x),¢)), autrement dit si dx, (z,y) < J,
alors dx, (f(x), f(y)) < e.

Récriproquement si Uy un ouvert de Xo et Uy = f~!(Us), il s’agit de montrer que
U, est ouvert. Soit x € Uj, comme f(z) € Uy qui est ouvert, il existe ¢ > 0 tel que
Bx,(f(x),e) C Us,. Par hypothese, il existe 6 > 0 tel que f(Bx,(z,9)) C Bx,(f(z),e) C
Us, soit Bx,(z,0) C f~1(Uy) = U; ce qui prouve que U; est ouvert dans Xj. O

Dans un espace métrique, la continuité est équivalente a la continuité séquentielle.

Proposition 1.1.12. Une fonction f : X1 — Xo est continue sur X1 si et seulement si
pour tout x € X1 et toute suite (xn)nen telle que x, — = dans X1, alors f(x,) — f(z)
dans Xo.

Démonstration. Si f est continue et x, — x dans Xy, alors il existe ng € N tel que
dx,(z,x,) < § pour tout n > ng, de sorte que dx, (f(z), f(zn)) < € pour tout n > ng.
Réciproquement, si f n’est pas continue, alors il existe z € X7 et ¢y > 0 tels que pour
tout > 0, on peut trouver un ys € X satisfaisant dx, (z,ys5) < d et dx,(f(x), f(ys)) >
go- En prenant 6 = 1/n (n € N*) et en posant z,, := y;/p, alors ¥, — = dans X; et

dx, (f(2), f(@n)) > <0, ce qui montre que f(z,) /4 f(). 0

Une notion plus forte de continuité est celle d’uniforme continuité.
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Définition 1.1.13 (Uniforme continuité). Soient (Xi,d;) et (X2,d2) deux espaces
métriques. On dit que f : X1 — X5 est uniformément continue sur Xy si, pour tout € > 0,
il existe 6 > 0 tels que si = et y € X satisfont dyx, (z,y) < 9, alors dx, (f(z), f(y)) < e.

Il est clair, de par la définition ci-dessus, que I'uniforme continuité implique la continuité.
Nous verrons ultérieurement au théoreme 1.3.8 que la réciproque est vraie si (Xi,dp) est
compact.

1.2 Complétude

La complétude est une notion fondamentale de topologie générale et d’analyse fonction-
nelle car elle permet de caractériser les suites convergentes sans avoir a recourir au calcul
de la limite.

Définition 1.2.1 (Suite de Cauchy). Soit (X,d) un espace métrique. On dit que la
suite (zn)nen C X est de Cauchy si pour tout € > 0, il existe ng € N tel que d(zy, ) < €
pour tout n, m > ny.

Définition 1.2.2 (Complétude). Un espace métrique (X, d) est complet si toute suite
de Cauchy converge dans X.

Notons comme premier exemple I’ensemble des nombres réels muni de la métrique usuelle
d(z,y) := |z —yl|. Il est également utile de noter que tout sous-ensemble fermé d’un espace
métrique complet reste complet.

Une application importante de la notion de complétude est le théoréme de point fixe
suivant. Il est d’une utilité majeure en analyse car il permet, entre autre, de montrer le
théoreme de Cauchy-Lipschitz concernant ’existence et 'unicité de solutions a certaines
équations différentielles, ainsi que le théoréeme d’inversion locale.

Théoréme 1.2.3 (Banach, Picard). Soient (X,d) un espace métrique complet et f :
X — X wune application contractante : il existe 6 € ]0,1] tel que

d(f(x), f(s)) < 6d(x,y)  pour tout 7.y € X.
Alors f admet un unique point fize x* dans X, i.e. f(z*) = z*.

Démonstration. On définit par récurrence la suite (z,,)nen en posant

{xo € X, (1.2.1)

ZTnt1 = f(x,) pour tout n € N.
On montre par récurrence, que pour tout n € N,
d(Tpt1,2n) < 0"d(x1,x0).
Si n > m, il vient par I'inégalité triangulaire

n—m n—m om
AT, wm) <Y d@mph Tmiro1) < d(w1,m0) Y 0™ < T g1, 20).
k=1 k=1
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Comme 6 €10, 1], on en déduit que le membre de droite de I'inégalité précédente tend vers
0 quand m — oco. Par conséquent, la suite (x,),en est de Cauchy dans X qui est complet.
Elle converge donc vers un élément z* € X. Comme f est continue, on a f(z*) = x* par
passage a la limite dans (1.2.1). L’unicité résulte de I'hypothese de contraction. O

Un deuxieme résultat fondamental est le théoréeme de Baire permettant notamment de
montrer 'existence de fonctions continues nul part dérivables ou dont la série de Fourier
diverge en un point.

Théoréme 1.2.4 (Baire). Soit (X,d) un espace métrique complet.
(i) Pour toute suite d’ouverts (Up)nen denses dans X, (,cn Un est dense dans X ;
(ii) Pour toute suite de fermés (Fy,)nen d’intérieurs vide dans X, J,, ey Frn est d’intérieur
vide dans X.

Démonstration. L’énoncé (ii) suit de (i) par passage au complémentaire. On montre donc
(i). Notons G :=[,,cn Un, il s’agit de montrer que G = X, i.e., pour tout zy € X et tout
ro > 0,

B(zg,70) NG # 0. (1.2.2)

Puisque Up est un ouvert dense, il existe un x; € B(zg,r9) N Uy et, ce dernier ensemble
étant ouvert, il existe un 0 < r1 < r9/2 tel que B(x1,71) C B(xg,70) NUp. Par récurrence,
on construit deux suites (2, )nen dans X et (ry,)nen dans |0, +o0o[ ayant les propriétés

r
B(Zpt1,"n+1) C B(xp,rn) NU,, 0 <rpiq < ?n’ pour tout n € N.

En particulier, si n > m, alors x,, € B(zm,rm) et donc d(x,, zp) < rm < 19/2™. Par
conséquent (7, )nen est une suite de Cauchy dans (X, d) complet, et donc il existe un z € X
tel que =, — z. Or x,, € B(Xy, ™) pour tout n > m et donc x € B(zy,, rm) C Uy, par

construction. Finalement, on obtient que x € (1, .y Un = G et donc (1.2.2) est vérifié. [

Une troisieme application de la complétude concerne l'extension d’applications uni-
formément continues.

Théoréme 1.2.5. Soient (X1,d1) un espace métrique, (Xa,ds) un espace métrique com-
plet, Y une sous partie dense de X1 et f :' Y — Xo une application uniformément conti-
nue. Alors il existe une unique application g : X1 — Xo uniformément continue telle que

gly = f.

Démonstration. Commencons par montrer 'unicité. Soit x € X1, comme Y est dense dans
X1, il existe une suite (z,,)nen C Y qui converge vers x. Si g et h : X3 — X5 sont deux
extensions uniformément continues de f, alors nécessairement

g(x) = lim _g(e,) = lim f(z,) = lim h(z,) = h(z),

n—oo n—oo
ce qui montre que g = h.

Venons en a présent a l'existence. Comme précédemment, étant donné x € X, on
considere une suite (2, )pen d’éléments de Y qui converge vers z. Remarquons que la suite
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(f(zn))nen est de Cauchy dans Xs puisque (x,)nen est convergente, et donc de Cauchy
dans X1, et f est uniformément continue. Comme (Xa, d2) est complet, la suite (f(zn))nen
converge vers un élément z de Xo qui ne dépend pas de la suite (x,, )nen. En effet, si (2],)nen
est une autre suite d’éléments de Y qui converge vers z, alors dx, (x,, x},) — 0 de sorte que,
par uniforme continuité de f, dx,(f(xn), f(x],)) — 0. Par conséquent, la suite (f(z],))nen
converge également vers z. Il est alors licite de définir g(x) := z.

Montrons que ¢ est uniformément continue sur Xj. Soit € > 0, comme f est uni-
formément continue sur Y, il existe § > 0 tel que pour tout y, ¢’ € Y avec dx, (y,vy') < 9,
alors dx,(f(y), f(v)) < €/3. Soient z et ' € X tels que di(z,2") < 6/3. Par den-
sité de Y dans X, il existe y, ¥/ € Y tels que dx,(x,y) < §/3, dx,(«',y') < 0/3,
dx,(f(y),g(z)) < e/3 et dx,(f(v'),g(2")) < €/3. Par conséquent, I'inégalité triangulaire
implique que dx, (y,y’) < ¢ et donc dx,(f(y), f(v')) < e/3. En utilisant de nouveau
I'inégalité triangulaire, il vient dx,(g(z),g(z")) < e, ce qui montre I'uniforme continuité
de g. O

1.3 Compacité

Nous introduisons ci-dessous deux notions de compacité, I'une topologique, 'autre
séquentielle.

Définition 1.3.1 (Propriété de Borel-Lebesgue). Un espace métrique (X, d) est dit
compact si de tout recouvrement de X par une famille d’ouverts {U; }cr, i.e.

xclJu,
iel

on peut extraire un sous recouvrement fini : il existe m € N et i1,...,%, € I tels que

m
X C U Uik'
k=1

Définition 1.3.2 (Propriété de Bolzano-Weierstrass). Un espace métrique (X, d) est
dit séquentiellement compact si de toute suite (x,)pen d’éléments de X, on peut extraire
une sous-suite convergente.

Il s’avere que ces deux notions coincident dans les espaces métriques.

Théoréme 1.3.3. Soit (X,d) un espace métrique. Alors X est compact si et seulement
s’il est séquentiellement compact.

Démonstration. Etape 1. Supposons que X est compact et soit (z,)nen une suite de X.
Si la suite ne prend qu’un nombre fini de valeurs, alors on peut clairement extraire une
sous-suite convergente. Dans le cas contraire, supposons, par ’absurde qu’elle ne possede
aucune valeur d’adhérence. Alors pour tout x € X, il existe un r, > 0 tel que B(x,r,)
ne contient qu'un nombre fini d’éléments de (z,,)nen. On obtient alors un recouvrement
ouvert
X C U B(x,ry)
reX
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du compact X, dont on peut extraire un sous-recouvrement fini

m
X C U B(wk,rmk).
k=1

Comme chacune des boules ouvertes B(x1,74,), ..., B(Zm,rz,, ) ne contient qu’un nombre
fini d’éléments de la suite, alors X également ce qui est absurde.

Etape 2. Supposons que X est séquentiellement compact et soit {U;};c; un recouvre-
ment ouvert de X.

Montrons qu'il existe un p > 0 tel que pour tout x € X, il existe i(z) € I tel que
B(z,p) C Uj(y). Dans le cas contraire, on pourrait trouver une suite (r,)nen d’éléments
de X telle que B(zp, %) ¢ U; pour tout i € I. On peut alors extraire une sous-suite
(xa(n))neN, ol ¢ : N — N est une extraction strictement croissante, qui converge vers un
x € X. Par conséquent, il existe un 7 € I tel que = € Uj;, et U; étant ouvert, il existe un
7 > 0 tel que B(x,r) C U;. Or pour n assez grand on a que B(Z,(y), ﬁ) C B(z,r) C U;
ce qui est impossible.

Montrons a présent que X peut étre recouvert par un nombre fini de boules de rayon
p. Dans le cas contraire, pour tout z¢p € X, la boule B(zg,p) ne recouvre pas X. Il
existe donc un z; € X tel que d(zg,z1) > p. Par récurrence, on suppose que pour un
certain n € N, il existe des éléments z1,...,2, € X tels que z; ¢ B(z;,p) pour tout
1 <i,j < ntels que i # j. Comme |J;_; B(z;, p) ne recouvre pas X, on peut trouver un
Tni1 € X\U;_; B(xi, p). On construit ainsi une suite (z,,)nen d’éléments de X qui satisfait
d(zp, xm) > p pour tout n # m, et qui ne possede donc aucune sous-suite convergente ce
qui est absurde.

On a donc montré l'existence de z1,...,x, € X tels que

m
k=1

et donc a fortiori un sous-recouvrement fini issu de {U; };cs puisque, pour k =1,...,m on

a B(wg, p) C Uiz, O
Corollaire 1.3.4. Les parties compactes d’un espace métrique sont fermées et bornées.

Démonstration. Soit (x,)nen une suite d’éléments de X qui converge vers x. Comme X
est séquentiellement compact, on peut extraire une sous-suite qui converge vers un & € X.
Par unicité de la limite, on en déduit que x = ¥ € X ce qui montre que X est fermé.

Si X n’est pas borné, on peut alors construire une suite (2, )nen d’éléments de X telle
que d(zp,x) > n pour tout n € N. Alors il n’existe pas de sous-suite convergente. O

Noter que la réciproque est fausse en général comme ’atteste ’exemple suivant.

N

Exemple 1.3.5. On se place dans I'espace métrique (C([—1,1]),d) ou

d(f,g) = sup |f(z)— g(z)]

z€[—1,1]
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est la distance uniforme entre f et g € C([—1,1]). Soit

-1 si—1<z<-1
forze[-L1] = fu(z):=¢nz s —i<a<l
1 sit<a<i

3

Il s’agit d’une suite de fonctions (f,)n>1 dans C([—1, 1]) qui est bornée puisque d( f,,,0) < 1
pour tout n > 1. Si une sous suite (fy(n))n>1 de (fn)n>1 converge dans C([—1,1]) vers
une fonction f € C([—1,1]), alors on a nécessairement que fo(,)(7) — f(x) pour tout
x € [—1,1] avec
-1 si —1<2x<0
flx)y=<0 siz=0
1 si0<a <1,

ce qui est impossible puisque f n’est pas continue en (. Cet exemple montre que la boule
unité fermée de C([—1, 1]) n’est pas (séquentiellement) compacte.

Nous verrons toutefois au Chapitre 2 que les parties fermées bornées décrivent tous les
compacts d’un espace vectoriel normé de dimension finie.

La proprété suivante exprime le fait que les ensembles compacts sont stables par image
continue.

Proposition 1.3.6. Soient (X1,d1), (Xo,d2) deuz espaces métriques et f : (X1,d1) —
(Xa,d2) une fonction continue. St K C Xy est compact dans X1 alors f(K) est compact
dans Xo.

Démonstration. Soit (yn)nen une suite d’éléments de f(K). Par définition, il existe une
suite (2, )nen d’éléments de K tels que y, = f(z,,) pour tout n € N. L’ensemble K étant
compact, il existe une sous-suite (Zy(n))nen et © € K tels que z4(,) — x. Par continuité
de f, il vient y,(n) = f(To@m)) = f(x) € f(K) ce qui montre effectivement que f(K) est
compact. [

Dans le cas des fonctions a valeurs réelles, on peut exprimer la Proposition 1.3.6 de la
fagon suivante.

Proposition 1.3.7. Si (X, d) est un espace métriqgue compact et f : X — R une fonction
continue, alors f atteint ses bornes.

Démonstration. Montrons que f atteint son supremum sur X. Par définition du supre-
mum, pour tout n € N* il existe une suite (x,)pen d’éléments de X tels que f(z,) —
supy f. L’espace métrique X étant compact, il existe une sous-suite notée (7, (n))nen et
r € X tels que z,(,) — x dans X et, par continuité de f, f(2(,)) — f(z). Par conséquent

n—o0

f(x) = lim f(xo(n)) = nlggo f(wn) = Sl)l(p f

On procede de méme pour 'infimum. ]



14 CHAPITRE 1. TOPOLOGIE

Un autre résultat faisant le lien entre continuité et compacité est le théoreme de Heine
qui montre que les notions de continuité et d’uniforme continuité coincident sur un com-
pact.

Théoréme 1.3.8 (Heine). Soit (X1, d1) un espace métrique compact, (X2, d2) un espace
métrique et f : X1 — Xo une application continue. Alors [ est uniformément continue.

Démonstration. Supposons par ’absurde que f n’est pas uniformément continue, il existe
alors g9 > 0 et deux suites (zy,)nen et (Yn)nen d’éléments de X telles que dx, (zn, yn) — 0
et dx,(f(zn), f(yn)) > €0 pour tout n € N. Comme X est compact, il existe une extraction
¢ :N—= Netx e X tels que z,;,;) = . De méme il existe une extraction ¢ : N — N et
y € Xy tels que ygop(n) — y- En posant o : 9oy : N — N, on obtient une extraction qui
satisfait 7,(n,) = @ €t Yo() — y. Comme dx, (T5(n), Yo(n)) — 0, on en déduit que z = y.
Par suite, la continuité de f montre que limy, dx, (f(Ts(n)), f(Yo(n))) = dx, (f(x), f(y)) =0
ce qui contredit le fait que dx, (f(Ton)), f(Yom))) = €o- O

1.4 Séparabilité

Une autre notion topologique importante est la notion de séparabilité que nous intro-
duisons maintenant.

Définition 1.4.1. Un espace métrique (X,d) est dit séparable s’il contient un sous-
ensemble dénombrable dense.

Un exemple important est ’ensemble R des nombres réels qui contient ’ensemble des
nombres rationnels Q (qui est dénombrable et dense dans R).

Les espaces métriques compacts représentent un exemple important d’espace séparable.
Proposition 1.4.2. Si (X,d) est un espace métrique compact, alors il est séparable.

Démonstration. Pour tout £ € N*, on a

X c |J B 1/k).
zeX

Par compacité, on peut extraire un sous-recouvrement fini : il existe donc des points

aho. ,:L’flk € X tels que
n
X = B(a},1/k).
j=1
L’ensemble .
k
p- U Ut
keN* j=1

est dénombrable et dense dans X. O



Chapitre 2

Espaces vectoriels normés

Soit K le corps R ou C. On désignera dans ce chapitre par E un K-espace vectoriel.

2.1 Normes

Définition 2.1.1. Une application || - || : E — RT est une norme sur E si elle vérifie
i) Séparation : ||z|| = 0 si et seulement si z = 0;
ii) Homogénéité : || Az|| = |A|||z|] pour tout A € K et tout = € E;
ili) Inégalité triangulaire : ||z 4+ y|| < ||z|| + ||y|| pour tout =, y € E.

On dit que (E, || - ||) est un espace vectoriel normé.

On vérifie aisément que ’application
(z,y) € EXE — [lz -y

est une distance sur F ce qui confere & F une structure d’espace métrique. La structure
d’espace vectoriel normé rend continu les applications canoniques données par la loi interne
et la loi externe.

Proposition 2.1.2. Les applications (z,y) € EXEw—x+y € FE et (\,z) e Kx E
Ax € E sont continues.

Démonstration. Soient (zp)nen €t (yn)nen des suites d’éléments de E telles que z, — =
et y, — y. D’apres 'inégalité triangulaire,

[2n +yn — 2 = yll < [|on — @] + lyn =yl = 0,
ce qui montre que z, + Yy, — T + ¥.
Soit (Ap)nen une suite de K alors d’apreés la propriété d’homogénéité et de nouveau
I'inégalité triangulaire,

[Anan = Azll = [[(An = Man + Aan = 2) | < A = Allzall + Az — ]

15
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Comme x,, — z, la suite (z,,)nen est bornée. Il existe donc M > 0 tel que ||z,| < M pour
tout n € N, et donc

INnzn — Ax|| < M|A, — A + [A|||lxn — || — 0,
ce qui montre que A\,x, — Ax dans F. ]

Définition 2.1.3. On appelle espace de Banach un espace vectoriel normé complet.

Exemple 2.1.4. Un premier exemple que nous étudierons plus en détail dans la section
2.2 est 'espace vectoriel de dimension finie K¢. On montre que 'application

= (x1,...,29) € K= |z|o := sup |z
1<i<d

définit une norme sur K% L’espace (K¢, |- |s) est de plus un espace de Banach.

Exemple 2.1.5. Un deuxiéme exemple en dimension infinie (mais pas trop grande quand
méme) est donné par des espaces de suites. On définit

(N = {z = (Zp)neny € KN : Y onen [TnlP < oo} sil<p<oo,

{z = (zn)neny € KN ¢ sup, ey 70| < 00} sip=oc

qui sont des espaces vectoriels normés pour la norme
1/ .
HxHEP(N) _ (ZneN |$n|p) L < p < oo,
SUPpeN |0l si p = oo.
L’espace
co(N) = {z = (zp)ney € KV lim =z, = 0}
n—oo

muni de la norme || - [|po (1) est également un espace vectoriel normé. Les espaces (£7(N), || -
llervy) et (co(N), || - [lge(v)) sont des espaces de Banach.

Exemple 2.1.6. Un troisieme exemple que nous étudierons en détail au Chapitre 3 est
I'espace Cp(X) des fonctions f : (X,d) — K continues bornée sur un espace métrique
(X,d) a valeurs dans K. Muni de la norme

[fllo == sup | f(z)],
zeX

cet espace est un espace de Banach.

Exemple 2.1.7. Un dernier exemple qui sera étudié au Chapitre 4 est ’espace LP(X) des
(classes d’équivalences de) fonctions A-mesurables f: (X, A, ) — K (ou (X, A, ) est un
espace mesuré) a valeurs dans K telles que

£l _ ) Ux ’f‘pdﬂ)l/p<00 sil<p< oo,
PO linf{C > 01 p({If] > 0 =0} <00 sip=roo
Les espaces (LP(X), || - ||r»(x)) sont des espaces de Banach. Notons que les espaces de

suites /P(N) correspondent aux espaces LP(X) quand (X, A, u) = (N, P(N), #), ou # est
la mesure de comptage.
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2.2 Espaces vectoriels normés de dimension finie

Nous allons commencer par nous intéresser a l’espace vectoriel normé de dimension
finie (K¢, |- |s). Le résultat fondamental suivant permet de caractériser toutes les parties
compactes de K.

Théoréme 2.2.1 (Bolzano-Weierstrass). De toute suite bornée (z,,)nen de (K%, |- |0,
on peut extraire une sous-suite convergente.

Démonstration. On se rameéne au cas K = R (quitte a considérer séparément les parties
réelles et imaginaires dans le cas K = C).

Etape 1 : Le cas d = 1. Soit (x,)nen une suite bornée de R, il existe M > 0 tel que
|zn| < M pour tout n € N. On pose, pour tout k € N

Yr 1= sup, € [~ M, M]
n>k

de sorte que la suite (yx)ren, étant décroissante et minorée par —M, converge vers une
limite notée /.
Soit k(1) € N tel que

N =

lYe) — €] <

Par définition du sup, il existe un entier (1) > k(1) tel que
1
To(1) < Yr(1) < To1) + >
ce qui implique que
2oy = 4] < |2y = Yr)| + |y — € < 1.
Soit p € N* et supposons qu'il existe des entiers o(1) < --- < o(p) tels que
1
[Ty — £ < p pour tout 1 < k < p.

Comme yj, — £, il existe k(p+ 1) > o(p) + 1 tel que

| [
yk(p+1) — 2(p+ 1) .
Par ailleurs, par définition du sup, il existe un entier o(p+ 1) > k(p + 1) tel que
1
To(p+1) < Yk(p+1) < To(pt+1) T 20p+ 1)
ce qui montre que

1

Zopr1) — £ < Zor1) = Ve |+ k1) — 4 < T
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On a donc montré par récurrence l’existence d’une extraction o : N* — N telle que
1 .
[Zo(p) — €] < = pour tout p € N,
p

ce qui donne, par passage a la limite, que z,(,) — £.

Etape 2 : Le cas d > 2. Soit (7,)nen une suite bornée de (R?, || ), il existe un M > 0
tel que |z,|0o < M. En particulier, comme |(x,);| < |Zn|oo pour tout 1 < i < d, on en
déduit que chacune des suites numériques ((z,);)nen sont bornées dans R. Par conséquent
elles admettent chacune une sous-suite convergente. Plus précisément :

— pour ¢ = 1, il existe une extraction o1 : N — N et a; € R tels que

(xal(n))l — a1;

— pour i = 2, la suite ((Z,,(n))2)nen étant bornée dans R, il existe une extraction
09 : N —= N et as € R tels que

(xaloog(n)))2 — ag;

— On suppose qu’il existe des extractions o1, ...,04_1 : N — N strictement croissantes
et des réels ay,...,aq-1 € R tels que pour tout 1 <i<d—1on a

(xcrlo---oa'i(n))i — Q-

La suite ((Tg,0...004 1 (n))d)neN étant bornée dans R, il existe une extraction o4 : N —
N et aq € R tels que

(Toyommoog(n))d — G-

Posons ¢ := 01 0---00q : N — N qui est strictement croissante. De plus, pour tout
1 <i < d, la suite ((Tg(n))i)nen est une sous-suite de ((T4,o...00,(n))i)nen. Comme cette
derniére converge vers a; dans R, on en déduit que (7, (,)); — a; dans R et donc z4(,,) — a
dans R O

Corollaire 2.2.2. Les parties compactes de (K%, |- |s) sont les parties fermées bornées.

Démonstration. D’apres le Corollaire 1.3.4, toute partie compacte de (K%, |-|) est fermée
et bornée dans cet espace. Réciproquement si K est fermé et borné dans (Kd,\ ‘|eo), €t
(Tn)nen est une suite d’éléments de K, le théoreme de Bolzano-Weierstrass montre que
(zn)nen admet une sous-suite qui converge vers un certain z € K¢ Comme K est fermé,
la Proposition 1.1.10 montre que x € K, et donc K est compact. O

Dans la suite de ce paragraphe, nous considérerons un K-espace vectoriel £ de dimension
finie égale a d € N. Si B = {ey,...,eq} désigne une base de E, alors tout élément = € F
s’écrit de facon unique sous la forme

d
T = E xie; avec (x1,...,xq) € K<,
i=1
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On définit la quantité

||| :== lrgagidkci] pour tout z € F, (2.2.1)

et on montre aisément qu’il s’agit effectivement d’une norme sur E.
On considere 'application

(B — KL

x — (T1,...,2q).
On vérifie sans difficulté que ® est une application linéaire bijective et que |®(x)|sc = |||«
pour tout x € E. Par conséquent, ® est un isomorphisme isométrique de (E, || - ||«) sur

(K% [ - Joo)-
La caractérisation des parties compactes de K¢ obtenue au Corollaire 2.2.2 s’étend aux

espaces vectoriels de dimension finie. Pour ce faire, il convient de remarquer que le choix
de la norme n’influe pas sur la topologie et donc sur la description des compacts.

Théoreme 2.2.3. Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toutes les normes
sont équivalentes.

Démonstration. Soient E un espace vectoriel de dimension finie d et N une norme sur F.
Nous allons montrer que les normes N et || - ||« sont équivalentes.

Etape 1 : Montrons que I'application

N:(E -l — R
r +— N(z)

est Lipschitzienne. En effet, pour tout = et y € FE, d’apres 'inégalité triangulaire et
I’homogénéité de N, on a

d
IN(z) = N(y)| < N(z —y) =N (Z(% - yi)ez)

i=1
d d

<Y N —w)ed) = Y |z — wil N(e:) < Lz — ylls,
i=1 i=1

ot 'on a noté L := Zle N(e;).

Etape 2 : Montrons que 'ensemble S := {z € E : |[z||x = 1} est compact dans
(E,| - |l+)- Le Corollaire 2.2.2 montre que ’ensemble

5= {(xl,...,.%'d) eK?: |(21,...,2d) |00 = 1}

est un compact de (K%, |- |s) car il est fermé (comme image réciproque du fermé {1} de
R par la fonction continue (x1,...,7a) = [(Z1,...,%4d)|e0) et borné. Grace a la continuité
de ®~!, la Proposition 1.3.6 montre que S = ®~1(S) est compact dans (E, || - [|+).
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Etape 3 : Comme N est continue sur F, elle I’est en particulier sur le compact S. La
Proposition 1.3.7 montre alors 'existence d’un minimum a € S et d’'un maximum b € S
tels que

llall« = ||b]l« =1, N(a) < N(x) < N(b) pour tout xz € S.
Notons m = N(a) et M = N(b). Comme ||a|l. = 1, on en déduit que a # 0 et donc que
N(a) > 0. Par conséquent, m > 0, M > 0 et pour tout y € E (y # 0), on a y/|yll« € S,

ce qui implique
m< N ( v ) <M
1yll«

Par la propriété d’homogénéité de la norme N, on en déduit que

mllyll. < N(y) < Mlyll.  pour tout y # 0. (2.2.2)

Cette inégalité reste bien évidemment vraie si y = 0, ce qui montre que les normes || - ||«
et N sont équivalentes.

Enfin si Ny et Ny sont deux normes quelconques sur E, en combinant les inégalités (2.2.2)
appliquées a N7 et No, on en déduit que N7 et Ny sont effectivement équivalentes. ]

En dimension finie, les parties compactes sont exactement les parties fermées et bornées
par le théoreme de Bolzano-Weierstrass.

Théoréme 2.2.4. Les parties compactes d’un espace vectoriel normé de dimension finie
sont les parties fermées et bornées.

Démonstration. Soient (E, || -||) un K-espace vectoriel de dimension finie d et K C F un
ensemble fermé et borné dans (E, || -||). D’apres le Théoréme 2.2.3, K est également fermé
et borné dans (F, || - ||«). Par continuité de &1, I'ensemble ®(K) = (&)1 (K) est fermé
dans (K%, |- |s). Comme @ est une isométrie ®(K) est également borné dans (K¢, | - |).
L’ensemble ®(K) est donc un compact de (K%, |- |s) en vertu du Corollaire 2.2.2. La
continuité de @' et la Proposition 1.3.6 montrent alors que K = ®~!(®(K)) est compact

dans (E, ||-||«) puis également de (E, ||-||) par une nouvelle application du Théoreme 2.2.3.
Réciproquement, d’apres le Corollaire 1.3.4, toute partie compacte de (E, || - ||) est fermée
et bornée. O

Cette caractérisation est fausse en dimension infinie, comme ’atteste le résultat suivant.

Théoréme 2.2.5 (Riesz). Soit (E,| -||) un espace vectoriel normé. Alors la boule unité
fermée est compacte si et seulement si E est de dimension finie.

Démonstration. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie. Comme la boule
unité fermée B = {z € E : ||z| < 1} est fermée et bornée, elle est compacte en vertu du
Théoreme 2.2.4.

Réciproquement, supposons que B est compacte. Par la propriété de Borel-Lebesgue,
pour tout € > 0, il existe un nombre fini de points z1,...,xNy € B tels que

N
B c | B(ie). (2.2.3)
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Soit F' = Vect{z;}1<i<y qui est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Si
F = E, alors le résultat suit. Dans le cas contraire, on peut trouver un z € E \ F. Notons
d = dist(z, F') = infyer ||z — y||. Comme F est de dimension finie, F' est fermé dans E et
donc d > 0. On peut alors trouver un y. € F tel que

d < — < .
<o -yl < 7

Posons z. = % € B. Alors pour tout y € F,
o —ye — Ml —wellyll S l—e
[z — vell d

llze —yll =

car Y- + ||lx — ye|ly € F, ce qui montre que
dist(ze, F) > 1 —e.

Par ailleurs, d’apres (2.2.3), il existe un ¢ € {1,..., N} tel que z. € B(z;,¢) et donc,
puisque z; € F,
dist(ze, F') < ||z — x| < e.

On aboutit & une contradiction en choisissant € < 1/2. U

Remarque 2.2.6. Cette propriété est propre aux espaces vectoriels normés. Il existe en
particulier des espaces métriques de “dimension infinie” pour lesquels les parties fermées
et bornées sont compactes. C’est notamment le cas de I'espace des fonctions holomorphes
sur un ouvert connexe de C, ainsi que de I’espace des fonctions de classe C*° sur un ouvert
de RY (pour lesquels il convient de définir une distance).

2.3 Applications linéaires continues

Théoreme 2.3.1. Soient E et F' deuzx espaces vectoriels normés. Soit f : E — F une
application linéaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est continue en 0 ;

2. f est continue;

3. f est uniformément continue;
4. f est Lipschitzienne ;
5

. 1l existe une constante M > 0 telle que pour tout x € F,
1f(2)||F < Mlz| 5.

Démonstration. Par linéarité de f, il est clair que 5. = 4. = 3. = 2. = 1. Il reste a
montrer que 1. implique 5. Par continuité de f en 0, il existe 6 > 0 tel que si ||z||g < J,
alors || f(z)||r < 1. Soit z € E quelconque (non nul) de sorte que 2’ = dx/||z| g satisfait
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|2'||z < 4. Alors ||f(2")||r < 1, ce qui implique par linéarité de f et homogénéité de la
norme que

1
If@)lF < <llle,

qui reste vrai pour x = 0. O

On note L(FE, F) I'ensemble des applications linéaires continues de E dans F'. 1l s’agit
clairement d’un espace vectoriel. Si f € L(F, F'), on définit la quantité

f@)|Fr
e = sop BEIE oy @yr = sup 7@l
vebaro ElE  ocalp<t 2l m=1

Proposition 2.3.2. La quantité || - || z(g r) définit une norme sur L(E, F) ce qui en fait
un espace vectoriel normé.

Démonstration. Si f € L(E,F) et A € K, comme || - || est une norme sur F, il vient
N @)]e @)l
IAMfllz(e,py = sup = [Al sup = fllze,F)
TEE,x#0 lells ©€E 270 Nlzlle
ce qui établit I'homogénéité de la norme. On a évidemment que [|0[|zg r)y = 0, et si

I fllze,rpy = 0, alors || f(z)||r = 0 pour tout x € E, ce qui implique que f(x) = 0 pour
tout x € E, soit f = 0. Enfin, si fi et fo € L(E, F), quel que soit x € E (z # 0), on a

(it f)@)l[r = [f1(@)+fa(0) | < (@)l pHf2(2) 7 < (filleem I 2lloem) 2l e

En divisant par ||z||g puis en passant au sup dans le membre de gauche, il vient || fi +
fllzce,ry < fillze,ry + I f2ll2(e,r)> ce qui montre I'inégalité triangulaire. O

Nous allons maintenant énoncer une condition suffisante pour que L(E, F’) soit un espace
de Banach.

Proposition 2.3.3. Si F' est complet, alors L(E, F) U'est aussi. En particulier, L(E, F)
est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (fn)nen une suite de Cauchy dans L(E, F'). Alors pour tout € > 0, il
existe un ng € N tel que pour tout m, n > ny,

[fn () = fin(2)

[Ed1h>

HF <\fn = fmllge,py <€ pour tout x € E. (2.3.1)

On en déduit que (f,(z))nen est une suite de Cauchy dans F' qui est complet. Il existe
donc ¢, € F tel que f,(z) — f;. On montre facilement que x — ¢, est linéaire et l'on
note ¢; = f(z). Comme (fn)nen est une suite de Cauchy dans L(E, F') elle est bornée
dans cet espace et donc il existe une constante C' > 0 telle que ||fyn|zpr < C. Par
conséquent, || fa(@) 5 < Ifulleqe,mllzllp < Cllzls. Comme fu(x) — f(z) dans F, alors
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lfn(@)]lr — | f(x)||F et il vient par passage a la limite que ||f(z)||lr < Cllz| g, soit
f € L(E,F). Enfin, dans (2.3.1), on passe a la limite quand m — oo et on obtient

[ fn () = f(2)|lF

(Edp>

< e pour tout n > ng et tout x € F.

Par passage au sup en x dans le membre de gauche, il s’ensuit que ||f, — f|| L(EF) S €
pour tout n > ng, ce qui montre que f, — f dans L(E, F). O

Le résultat suivant permet de passer d’'une majoration ponctuelle & une majoration
uniforme.

Théoréme 2.3.4 (Banach-Steinhaus). Soit E un espace de Banach et F un espace
vectoriel normé. Si { fi}icr est une famille dans L(E, F) telle que

sup || fi(z)||[r < oo pour tout x € E,
iel

alors
sup || fill z(e,r) < 00-
iel

Démonstration. On pose X,, := {x € E : sup,c; || fi(z)||r < n}. Comme f; est continue,
x — || fi(z)||F Vest également et ’ensemble {z € E : ||fi(z)||r < n} est fermé. Par suite
Xn=Nieflz € E: ||fi(z)|[r < n} est fermé. Par ailleurs, par hypothese,

E = UXn.

neN

L’ensemble E étant complet, le théoreme de Baire assure l’existence d’un indice ng € N
tel que X,, n’est pas d’intérieur vide. Il existe donc un z¢p € E et rg > 0 tels que
B(z0,70) C Xny, soit || fi(z)||r < no pour tout x € B(xg, o) et tout i € I. Si z € B(0,1),
alors g + rox € B(wo,70) et donc

1 1
I < 2o+ iao)le) < o (mo-+sup el )
7o To el
Par passage au sup en x dans le membre de gauche, il vient
1
| fillzz,ry < — ( no +sup || fi(zo)llF |
To icl
d’ou le résultat. I

Théoréme 2.3.5 (Application ouverte). Soient E et F' deux espaces de Banach et
f € L(E, F) une application surjective. Alors f est une application ouverte, i.e., pour tout
owvert U C E, l'ensemble f(U) est ouvert dans F'.
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Démonstration. Notons Br et Bp la boule unité ouverte de E et F', respectivement.
Comme f est surjective, on a
F=|Jnf(Bg).
neN

Par conséquent, F' étant complet, le théoreme de Baire assure I’existence d’un indice ng € N
tel que ngf(Bg) n'est pas d’intérieur vide dans F. On peut donc trouver un yg € F et
ro > 0 tels que yo + roBr C nof(Bg). Comme yo € ngf(Bg), par symétrie de Bg par
rapport a lorigine, on en déduit que —yy € nof(Bg), d’ou

roBr = —yo + Yo + roBr C nof(BEg) + nof(BE),

puis, par convexité de B, il vient que rgBp C 2nof(Bg). En posant ¢ = r¢/(4ng), on a
donc montré que

2cBr C f(Bp). (2.3.2)
Soit y € c¢Bp, d’apres (2.3.2), on a 2y € f(Bg), il existe un 1 € %BE tel que |2y —
f(2z1)||F < ¢, soit ||y — f(x1)||F < §. Par récurrence, supposons avoir a notre disposition
des éléments x1,...,x, € F tels que pour tout 1 < k <mn,

lzklle <27F, lly— fla+ 4 an)|r <27

Alors 2"t (y— f(z1+- - -+2n)) € 2¢Bp et d’apreés (2.3.2) il existe donc un x, 41 € 27" ' Bg
tel que [|27TH(y — f(z1 4 - 4+ 20)) = F2" M zni1) || P < ¢, soit

|zntille <2770 lly = flan + -+ zp + 2pp)[F < 2777

Pour tout n > 1, notons s, := > ,_; x} la suite des sommes partielles. Alors (s,)n>1
définit une suite de Cauchy dans E, complet. Comme ||s,||g < 1, il existe z € Bg C 2Bg
tel que s, — = dans F et y = f(x). On a donc montré que pour tout y € ¢Bp, il existe
un z € 2Bg tel que y = f(x), autrement dit,

5 Br C I(Bp).

Enfin, si U est un ouvert de E et y € f(U), il existe un x € U et r > 0 tels que y = f(z)
et + +rBp C U. Par conséquent, y + S Br C f(x) +rf(Bg) C f(U), ce qui montre
effectivement que f(U) est ouvert dans F'. O

Un corollaire immédiat du théoreme de I'application ouverte est le résultat suivant, bien
connu en dimension finie, qui assure que 'inverse d’une application linéaire continue reste
continue.

Théoréme 2.3.6 (Banach). Soient E et F' deuz espaces de Banach et f € L(E, F) une
application inversible. Alors f~! € L(F, E).

Démonstration. Le théoreme de 'application ouverte montre que pour tout ouvert U C E,
I'ensemble f(U) = (f~1)~1(U) est un ouvert de F, ce qui montre que f~! est continue. [
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Le résultat suivant donne une caractérisation de la continuité d’une application linéaire
en terme de son graphe.

Théoréme 2.3.7 (Graphe fermé). Soient E et F' deuz espaces de Banach et f : E — F
une application linéaire. On note G(f) := {(z, f(x)) : x € E} le graphe de f. Alors f est
continue si et seulement si G(f) est fermé dans E x F.

Démonstration. 11 est clair que si f est continue, alors son graphe est fermé. Supposons
alors que G(f) est fermé dans E x F. Notons ||z|’; := ||z||g + || f(z)||# et montrons que
(E, || |I'z) est un espace de Banach. Le fait que || - ||’z est une norme résulte de la linéarité
de f. Soit (zp)nen une suite de Cauchy dans (E,| - ||%;), alors (z,)nen est de Cauchy
dans (E, | - ||g) et (f(zn))nen est de Cauchy dans (F, || - ||r). Par complétude de ces deux
espaces, il existe x € FE et y € F tels que x, — x dans (E, | - ||g) et f(z,) — y dans
(F,[|-|lp). Comme (xn, f(zn)) € G(f), (xn, f(zn)) = (x,y) dans E x F et G(f) est fermé
dans espace produit E x F', on en déduit que (z,y) € G(f), soit y = f(z). On a montré
que x, — z dans (E, || - ||’z), ce qui établit que (E, || - ||'y) est un espace de Banach.
Définissons I'application identité

it (B g) = (B le)

qui & z € E associe i(z) = x. Cette application est évidemment linéaire, inversible. Par
ailleurs, pour tout x € E, on a ||i(z)||g = ||zl|g < ||zl + | f(2)||r = |||z ce qui montre
qu’elle est continue. Le théoréme de Banach implique que son inverse i ! : (E,| - ||g) —
(E, |- |I'z) est également continue. Il existe donc une constante ¢ > 0 telle que

Izl = 7 (@) < cllale.

Comme ||z||; > || f(2)||F, il vient || f(z)||F < c||z| g, ce qui montre la continuité de f. O
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Chapitre 3

Espaces de fonctions continues

Dans ce chapitre, nous nous attacherons a montrer des propriétés topologiques d’espaces
de fonctions continues d’un espace métrique (X, d) dans K (ot K =R ou C). On notera

C(X;K):={f: X — K continue}
et
Co(X;K) :={f : X — K continue et bornée}.

Les espaces C(X;K) et Cp(X;K) sont clairement des espaces vectoriels et la quantité
[ flloo := sup | f(z)]
reX

est finie quelque soit f € Cp(X;K). On montre aisément qu’il s’agit d’une norme sur
Cp(X;K), ce qui confere a (Cp(X;K), || - [|[so) une structure d’espace vectoriel normé.

3.1 Complétude de Cy(X;K)

Proposition 3.1.1. L’espace Cy(X;K) est un espace de Banach.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que Cp(X;K) est complet. Pour ce faire, considérons
une suite de Cauchy (fy)nen dans Cp(X;K) et montrons qu’elle converge uniformément
sur X vers une fonction f € Cp(X;K). D’apres le critere de Cauchy, pour tout € > 0, il
existe un rang ng € N tel que pour tout m, n > ng et pour tout x € X,

[fm(2) = fo(2)] < 1 fm = fullo < e

11 s’ensuit que la suite numérique (f,(x))nen est de Cauchy dans K complet, ce qui assure
Iexistence d'un scalaire f(z) € K tel que f,(z) — f(z) dans K. Par passage a la limite
quand m — oo dans l'inégalité précédente, puis par passage au sup en x, il vient pour
tout n > ng,

Hf - fTLHOO < €,

ce qui assure que f, converge uniformément vers f sur X. De plus, 'inégalité précédente
montre que || f|loc < || fnolloo +€ < 00, ce qui assure que f est bornée. Il reste & montrer

27
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que la fonction f est continue. Pour ce faire, on utilise la continuité de f,, qui assure,
Pexistence d'un § > 0 tel que si y € X et d(x,y) < 0, alors |fp, () — fn,(y)| < e. D’ou

1f(@) = FW) < [f(@) = fao(@)] + [ fro (@) = frg W) + [ o () — (W)
< 20 = faolloe + |fno (@) = fro ()] < 3¢,

ce qui montre bien la continuité de f en z et donc que f € Cp(X; K). O

Remarque 3.1.2. En vertu de la Proposition 1.3.7, si (X,d) est un espace métrique
compact, on a que C(X;K) = Cp(X;K). Dans ce cas, C(X;K) est un espace de Banach.

3.2 Séparabilité de C(X;K)

Le Théoreme de Weierstrass affirme que toute fonction continue sur un intervalle com-
pact de R peut étre approchée uniformément par une suite de fonctions polynémiales. Le
Théoreme de Stone-Weierstrass donne une généralisation de ce résultat au cas des fonc-
tions continues C(X; K) sur un espace métrique compact (X, d), vu comme une algebre de
Banach muni du produit ponctuel des fonctions. Ce résultat de portée générale donne une
caractérisation des sous-algebres A de C(X;K) qui sont denses dans C(X;K). Nous nous
concentrons ici juste sur la condition suffisante dans le cas de fonctions a valeurs réelles

(K = C).

Théoréme 3.2.1 (Stone-Weierstrass, cas réel). Soient (X,d) un espace métrique
compact et A une sous-algébre de C(X;R). On suppose que

— A contient les constantes ;

— A sépare les points, i.e., pour tout x, y € X tels que x # y, il existe une fonction

f e Atelle que f(z) # f(y).
Alors A est dense dans C(X;R).

Nous commencgons par montrer le résultat suivant d’approximation polynomiale de la
fonction racine carrée.

Lemme 3.2.2. [] existe une suite de fonctions polynémiales qui converge uniformément
sur [0, 1] vers la fonction racine carrée.

Démonstration. On définit la suite (P,)nen en posant pour tout x € [0, 1],
P()(IL’) = 0,
Poi1(z) = Py(z) + & (z — Py(2)?)  pour tout n € N.

Il est clair que pour tout n € N, la fonction P, est polyndémiale. Montrons par récurrence
que 0 < P,(z) < y/z pour tout = € [0,1]. En effet, cette propriété est claire pour n = 0.
Supposons que pour un certain n € N, on ait 0 < P, (x) < y/z pour tout = € [0,1]. Alors,
Poii(z) > 0et

Pa(e) + 5(VE ~ Pa())(VE + Pa(a)

(
Po(z) + (V& — Pa(2))
v,

Pn—i—l(x)

IN A
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car \/x — P, (z) > 0 et \/z+ P,(x) < 2¢/x < 2 pour tout x € [0,1]. On en déduit que, pour
tout x € [0, 1], la suite (P, (x))nen est croissante en majorée. Elle converge pontuellement
vers une limite £(z) > 0 qui satisfait £(z) = £(z) + 3(z — £(2)?), i.e. {(z) = \/z.

Montrons a présent que la convergence est uniforme. Pour ce faire, on remarque que
x — \/x — Pp(x) est continue sur [0, 1]. D’apres la Proposition 1.3.7, il existe z, € [0, 1]
tel que

max (Vz — Po(2)) = v/Bn — Palan).

z€[0,1]

Comme [0, 1] est compact, il existe une sous suite (T4(,) Jnen et € [0, 1] tels que z,(,) — 7.
En utilisant le fait que la suite de fonctions (v/- — P, )nen est décroissante, il vient pour
tout m € N,

i, o (V= Pon (@) = Jim (/) — Prto (7o)
< nh—>H§o( %(n)—Pm(%(n)))

= VI — Py(%).
Par passage a la limite quand m — oo, on obtient que

lim max (v/z — P,y (z)) = 0.

n—00 x€[0,1]

Enfin, en utilisant de nouveau le fait que la suite de fonction (/- — Py, )nen est décroissante,
il vient ||/ — Pullco — 0. O

On montre a présent que toute sous-algebre (fermée) de fonctions continues est stable
par passage au maximum et minimum.

Corollaire 3.2.3. Sous les mémes hypothéses que dans le Théoréme 3.2.4, si f et g € A,
alors max(f,g) et min(f,g) € A.

Démonstration. Par continuité de la somme et du produit, on en déduit que si A est une
algebre, il en est de méme pour A. Si ||f — g|lcc = 0, alors max(f,g) = min(f,g9) = f =
g € A. On suppose donc désormais que ||f — g||oc > 0. On remarque tout d’abord que, du
fait que

max(f,9) = 5 (f + 9+ 1f ~ gl) et min(f,g) = 2 (F +9~1f ~ ),

il suffit de montrer que |f — g| € A. Soit (Py)nen la suite de fonctions polyndomiales
construite au Lemme 3.2.2. Comme A est une algebre, il vient

(f—9) B =
P<Hf !\2)|f lloo € A

et d’apres le Lemme 3.2.2,

P, <H(J{ gH)2 > lf —glloc = |f —g| uniformément sur X.
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Comme A est fermée, on en déduit que |f — g| € A et donc que max(f, g) et min(f,g) €
A. O

Nous sommes a présent en mesure de démontrer le Théoreme de Stone-Weierstrass.

Démonstration du Théoreme 3.2.4. La preuve est divisée en quatre étapes.

Etape 1 : Pour tout z, y € X et tout «, § € R, il existe une fonction f € A
telle que f(z) =a et f(y) = p.

En effet, si « = S, il suffit de considérer la fonction constante égale & o = (3. Par ailleurs,
si a # 3, alors par hypothese, il existe une fonction g € A telle que g(z) # g(y). Dans ce
cas, la fonction

8-«

9(y) —g(x)
appartient a A et satisfait f(z) = a et f(y) = .

f=a+ (9 —g()),

Etape 2 : Pour tout h € C(X;R), z € X et € > 0, il existe une fonction f* dans
A telle que f%(x) = h(x) et f*(z) < h(z) + ¢ pour tout z € X.

En effet, d’apres I'étape 1, pour tout y € X, il existe une fonction f; € A telle que
fy () = h(z) et f;7(y) = h(y). Comme h et f; sont continues, il existe ry > 0 tel que pour
tout z € B(y,ry),

G = fWl<5 et Ihy) —h(:)] < 5.

Du fait que fy(y) = h(y), on en déduit que f;(z) < h(z) + & pour tout z € B(y,ry).
Comme
X C U B(y,ry),
yeX
par compacité de X, on peut extraire un sous-recouvrement fini { B(y;, 7’;)}19‘51- D’apres
le Corollaire 3.2.3, la fonction

appartient & A et elle satisfait f%(x) = h(z) et f¥(z) < h(z) + € pour tout z € X.

Etape 3 : Pour tout h € C(X;R) et tout ¢ > 0, il existe une fonction f € A
telle que h(z) —e < f(2) < h(z) + € pour tout z € X.

En effet, soient x € X et f* la fonction construite a I’étape 2. Les fonctions f* et h
étant continues, il existe 77, > 0 tel que pour tout z € B(x, 1)),

£ €

[f7(2) = fP@)l <5 et |h(z) = h(@)] < 3.
Comme f*(x) = h(x), on en déduit que f*(z) > h(z) —e pour tout z € B(z, 7). On utilise
de nouveau la compacité de X pour extraire du recouvrement ouvert {B(z,7,)},ex de X
un sous-recouvrement fini {B(z;, 75 )} 1<j<m. On introduit la fonction

= max f7
= f
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qui appartient & A en vertu du Corollaire 3.2.3, et qui satisfait h(z) —e < f(2) < h(z) +¢
pour tout z € X.

Etape 4 : D’apres I'étape 3, pour tout h € C(X;R) il existe une suite (f,)nen dans A
telle que f, — h uniformément sur X. Comme A est fermé, on en déduit que h € A et
donc A =C(X;R). O

Théoréme 3.2.4 (Stone-Weierstrass, cas complexe). Soient (X, d) un espace métrique
compact et A une sous-algébre de C(X;C). On suppose que

— A contient les constantes ;

— A sépare les points ;

— A est stable par passage au compleze conjuqué : si f € A, alors f € A.
Alors A est dense dans C(X;C).

Démonstration. Soit Ag := {Re(f) : f € A}. Comme Re(f) = 3(f + f) et Im(f) =
Re(—if), on en déduit que Agr C A et A = Ar + iAr. On montre que Ag est une sous-
algebre de C(X;R) qui contient les constantes et qui sépare les points, de sorte que le
théoreme 3.2.1 assure que Ag = C(X;R). Par conséquent, A = C(X;C). O

Nous donnons a présent quelques conséquences du théoreme de Stone-Weierstrass.

Corollaire 3.2.5. Soit K un compact de RYN. Pour toute fonction f € C(K;K), il
existe une suite de fonctions polynomiales (Pp)nen @ coefficients dans K qui converge
uniformément vers f sur K.

Démonstration. L’algébre K[X] des fonctions polynémiales sur R & coefficients dans K
contient les fonctions constantes et sépare les points. En effet, si 2o et yo € RY sont tels
que zo # yo, alors la fonction affine f : x — (x — z¢) - (o — yo) + (x — yo) - (xo — Yo)
est un élément de K[X] et satisfait f(xo) = ||lzo — wol|*> # —llzo — wol|> = f(yo) (car
lzo — yo|| # 0). Par ailleurs, si K = C, alors C[X] est stable par passage au complexe
conjugué. La conclusion suit du Théoréeme de Stone-Weierstrass. O

Corollaire 3.2.6. Soit K un compact de RY. Alors lespace C(K;K) est séparable.

Démonstration. En distinguant les parties réelles et imaginaires, on se ramene au cas ou
K = R. D’apres le Corollaire 3.2.5, ’ensemble R[X] des polynomes a coefficients réels est
dense dans C(K). Il suffit donc de montrer que R[X] est séparable pour la topologie de
C(K). On note P, (resp. Q,,) 'ensemble des polynémes a coefficients réels (resp. ration-
nels) de degré inférieur ou égal a n. L’espace P,, étant un R-espace vectoriel de dimension
finie d = dim(P,,), on en déduit que P,, est isomorphe & R?. Comme Q¢ est dénombrable et
dense dans R? et Q,, est isomorphe & Q%, il s’ensuit que Q,, est dénombrable et dense dans
P,, pour la topologie de C(K) (on utilise ici le fait que toutes les normes sont équivalentes
en dimension finie). Enfin comme R[X]| = |, P, et Q[X] := U,, Qn, on en déduit que
Q[X] est dénombrable et dense dans R[X] pour la topologie de C(K). O

En général I'espace Cp(X; K) n’est pas séparable comme I'atteste ’exemple suivant.



32 CHAPITRE 3. ESPACES DE FONCTIONS CONTINUES

Exemple 3.2.7. Soient —co < a < b < 400, on considere I'espace Cy(]a,b[). Nous allons
montrer que Cy(]a, b]) n’est pas séparable. Soit (ay)nen une suite décroissante telle que
ap, — a et (by)nen une suite croissante telle que b, — b. On pose x,, = Gntinil of op
considere une fonction ¢, € C.(]a,b[) telle que 0 < ¢, < 1, @u(x,) = 1 et Supp(p,) C
lan+1, an[. En notant P(N) 'ensemble des parties de N, on pose pour tout A € P(N)

Pai= ) on.

neA

Comme Supp(p,) N Supp(em) = 0 dés que n # m, la somme définissant ¢ 4 est toujours
localement finie méme si A est infini. Par conséquent, ¢4 est continue et 0 < p4 <1, ce
qui montre que ¢4 € Cy(]a, b[).

Supposons que Cy(]a, b[) est séparable est considérons une famille D = { f; }ren qui est
dénombrable et dense dans Cy(]a, b[). Pour tout A € P(N), on considére le plus petit entier

ka € N tel que
1

loa — fralloo < 3

On définit ainsi une application ® : P(N) — N qui a toute partie A de N associe ®(A) :=
k. Notons que si A et B € P(N) sont tels que A # B, alors (quitte a échanger les roles
de A et B) il existe ng € A\ B et donc

o4 = @Blloc 2 [0a(@ne) = ¥B(Tny)| = Pa(Tn,) = 1.

Par conséquent, si k4 = kp, on aurait par inégalité triangulaire

lpa = ¢Blloc < llpa = frallo + llpn = frplloo <1,

ce qui est absurde. On a donc montré que si A # B, alors k4 # kp ce qui établit 'injectivité
de application ®, et donc que P(N) s’injecte dans N ce qui est impossible car P(N) est
infini non dénombrable. !

3.3 Critere de compacité
Nous établissons pour finir un critere de compacité dans l’espace C(X; K).

Théoréme 3.3.1 (Ascoli-Arzela). Soient (X,d) un espace métrique compact et (fn)nen
une suite de fonctions de C(X;K) telle que

i) (bornitude) pour tout x € X, il existe M(x) > 0 telle que sup,, |fn(x)| < M(x);

ii) (uniforme équi-continuité) pour tout e > 0, il existe § > 0 tel que pour tout z, y € X,

dlz,y) <6 = sup|fu(z) — fuly)| <e.
neN
1. Si P(N) était dénombrable, il existerait une bijection ¥ : N — P(N). Soit E={n € N: n & ¥(n)}.
Par surjectivité de ¥, il existe no € N tel que ¥(ng) = E. Si ng € E, alors par définition de E on
aurait ng € W(ng) = F ce qui est impossible. Si ng ¢ E, alors toujours par définition de F, on aurait
no € ¥(no) = E ce qui est de nouveau impossible.
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Alors, il existe une sous-suite (fy(n))nen et une fonction f € C(X;K) telles que fyn)
converge uniformément vers f sur X.

Réciproquement, si (fn)nen est une suite de fonctions de C(X; K) uniformément conver-
gente, alors elle est bornée et uniformément équi-continue.

Démonstration. Pour simplifier, on ne traitera que le cas K = R. L’espace métrique (X, d)
étant compact, la Proposition 1.4.2 assure qu’il est séparable. Il existe donc un sous-
ensemble D dénombrable et dense dans X.

Etape 1 : Définition de la fonction f sur D. L’ensemble D étant dénombrable,
on peut énumérer ses éléments en une suite (a;);jen. D’apres la propriété de bornitude
i), pour tout j € N, la suite numérique (fy,(a;))nen est bornée. Nous allons appliquer un
principe d’extraction diagonal de sous-suite. Pour 5 = 0, d’apres le Théoreme de Bolzano-
Weierstrass, il existe une sous-suite (fy,(n)(a0))nen et f(ao) € R tels que [y (a0) —
f(ap). Pour un certain k& € N, on suppose avoir a notre disposition des extractions
00, --.,0k : N — N strictement croissantes et des réels f(ap),..., f(ar) € R tels que

fo00-00;(my(aj) = flaj)  pour tout 0 < j < k.

La suite (fyo...00,(n) (@k+1) )nen étant bornée, le Théoreme de Bolzano-Weierstrass permet
de nouveau d’extraire une sous-suite notée (fooo...cp 0054, (n)(@k+1))nen qui converge vers
un f(ags1) € R. Pour tout n € N, posons

fa(n) = faoo---oan(n)

de sorte que (fo(n)(ar))n>k est une sous-suite de (fyyo...o0(n)(@k))n>k pour tout k € N.
Par conséquent,
lim f;(,)(ax) = f(ag) pour tout k € N. (3.3.1)
n—oo

Etape 2 : Convergence simple. Montrons que pour tout = € X, la suite (f;(n)(%))nen
est de Cauchy dans R. Soient € et § comme dans la définition de 'uniforme équi-continuité.
Par densité de D dans X, il existe un a € D tel que d(z,a) < 0. Par conséquent, pour
tout n et m € N,

|fa(n)(x) - fU(m)($)|
< |fa(n)(l‘) - fc’(n)(a)’ + |fa(n)(a) - fo'(m)(a)’ + |fa(m)(a’) - fo(m)(a:)‘
<2+ ’fa(n)(a) - fa(m)(a)"

Comme a € D, d’apres I'étape 1, la suite numérique (f,(,)(a))nen converge et donc est de
Cauchy. Il existe donc un N € N tel que pour tout m, n > N, on a |fy(ny(a) = fom)(a)| <€,
ce qui implique que

| fotn)(®) = fomm)(@)] < 3e.
Ceci montre effectivement que (fy(,)(7))nen est de Cauchy dans R et donc il existe un
f(z) € R tel que fyn(7) = f(x).
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Etape 3 : Uniforme continuité de f. D’apres la propriété d’uniforme équi-continuité
de fp, pour tout € > 0, il existe un § > 0 tel que pour tout z, y € X avec d(z,y) < 9,

| fom) (@) = fom)yW)] < e

Par passage a la limite quand n — oo, on obtient que

[f(z) = fly)l <e,

ce qui montre bien 'uniforme continuité de f sur X.

Etape 4 : Convergence uniforme. Soient ¢ et 6 donnés par la propriété ii). Par
compacité de X, il existe un entier N € Netaq,...,an. € X telsque X C vazel B(ai, 6/2).
Donc si z € X, il existe ¢ € {1,..., N.} tel que = € B(a;,0/2) et

[fom)(@) = F@)] < [fom) (@) = fom)(ai)| + | fomy(ai) = flai)| + |f(a;) — f(2)]
< 2+ max | fo(n)(ai) — f(ai)l,

ot I'on a utilisé 'uniforme équi-continuité de la suite (f,(,))nen et I'uniforme continuité
de f établie a I'’étape 3. D’apres I'étape 2, on en déduit que |f,(,y(a;) — f(a;)| < e des lors
que n > n; (qui ne dépend que de ¢ et de a;). En notant n. := max{ny,...,nny.}, il vient :
pour tout ¢ > 0, il existe n. € N tel que |fy(,)(z) — f(2)] < 3¢ pour tout n > n. et tout
r € X. On en déduit la convergence uniforme de f,,) vers f sur X.

Etape 5 : Réciproque. Soit (f,)nen est une suite de fonctions de C(X) qui converge
uniformément vers une fonction f € C(X). Alors (fn)nen est bornée dans C(X). Par
ailleurs, pour tout € > 0 il existe un rang N € N tel que ||f, — flloo < €/3 pour tout
n > N. Comme les fonctions f, fo,..., fv sont continues sur le compact X, elles sont
uniformément continues d’apres le Théoreme de Heine. Par conséquent, il existe n > 0 et

00, ---,0n > 0 tels que pour tout z,y € X

i

d(z,y) <n=|f(z) - fly)| <3
d(z,y) <0 = |fi(z) — fily)| < 5, pour tout 0 <i < N.

On définit § := min(n, dp,...,dx) de sorte que si z et y € X, alors

9

d(w,y) < = |f() ~ )] < 5

et |fi(z) — fi(y)] <

pour tout 0 < i < N.

Wl ™

Par ailleurs, pour tout n > N et pour tout z,y € X

[fu(@) = fu(W) < |fulz) = f@)] +1F (@) = FW) + £ (y) = fuly)]
<2f = fallo + [f(2) = f(Y)] < e

On obtient finalement que (f,,)nen est bien uniformément équi-continue. O
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3.4 Quelques espaces de fonctions continues

Pour simplifier, dans ce qui suit, on suppose que K = R. Soit Q un ouvert de RV
(N >1).Si K C est un compact, on note

Ck(Q2) ={f €C(): Supp(f) C K},

ou Supp(f) ={x € Q: f(x)# 0} désigne le support de f. Il s’agit clairement d’un sous-
espace vectoriel fermé de Cp(€2), ce qui en fait donc un espace de Banach. On note également

c= U cx©®

K CQ compact

I’ensemble des fonctions continues et a support compact dans 2. Cet espace n’est pas
fermé dans Cp(€2) comme le montre I'exemple suivant.

Exemple 3.4.1. En dimension N = 1, on pose = | — 1,1] et, pour tout n > 1, la
fonction f, : | — 1, 1[— R définie par
0 sizxe]— +ifull-11]
1 sixe[— l, l]
fn(x) = 2n 1 1 : 1 22 1
(@ —145) sizely -1,
2nz+1-1) size]-1+1 -1

Clairement f,, € Cc(] — 1,1[) et f, — f uniformément sur [—1, 1] ou

1 siz €[5, 3],
fle)=q2(1—2) sizels 1]
2x+1) size]-1,-1f

Or Supp(f) = [-1,1] ce qui montre que f & C.(] — 1,1]).

On note Cp(?) la fermeture de l'espace C.(€2) dans Cp(£2). Nous allons caractériser 1'es-
pace Co(€2) comme l’ensemble des fonctions continues qui tendent vers 0 sur le bord de 2.
Avant cela, il convient de rappeler le résultat suivant qui sera utile par la suite.

Lemme 3.4.2 (Urysohn). Soient K un compact et V un ouvert borné dans RN tels
que K C V. Alors il existe une fonction f € C.(RV;[0,1]) telle que f = 1 sur K et
Supp(f) C V.

Démonstration. Soit

L . . . . N
d:= IGK;@%N\V lz =yl = inf dist(z,RT\ V),

ou
dist ,]Rj' V):= inf |lz—uvl.
ist(x \V) yeﬁw\ | yl|
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La fonction z + dist(z, RY \ V) étant continue (en fait elle est méme 1-Lipschitz) et K
étant compact, il existe T € K tel que d = dist(z,RY \ V). Si d = 0, par définition de
Vinfimum, il existerait une suite (y;)jen dans RY \ V telle que [|Z — y;|| — 0. L’ensemble
RN \ V étant fermé, on aurait alors = € RN \ V ce qui est impossible puisque z € K C V.
Par conséquent, d > 0 et I’ensemble

U:={zeRY: dist(z, K) < d/2},
est un ouvert borné satisfaisant K € U C U C V. La fonction

B dist(z, RV \ U)
= f(z):= dist(z, RN \ U) + dist(z, K)

convient. O

Proposition 3.4.3. Une fonction f appartient a Co(Q2) si et seulement si pour tout € > 0,
il existe un compact K. C Q) tel que |f] < e sur Q\ K.

Démonstration. Soit € > 0 et un compact K C Q tels que |f| < e sur Q \ K. D’apres le
Lemme d’Urysohn, on peut trouver une fonction g € C.(€;]0,1]) telle que g = 1 sur K.
Posons h = fg de sorte que h € C.() et || f — hlloo < €, s0it f € Co(£2).

Réciproquement, considérons une fonction f € Cy(€2), par définition il existe une suite
(fn)nen d’éléments de C.(92) telle que f,, — f uniformément sur Q. Soient € > 0 et n, € N
tels que || fn. — flloo < €/2 et définissons K :={z € Q: |f,.| > ¢/2}. Alors K est un sous
ensemble compact de Q et pour tout x € Q\ K, |f| < |f — fa.| + | fu.| <e. O

Proposition 3.4.4. Les espaces C.(Q2) et Co(Q2) sont séparables.

Démonstration. Par définition de Cy(€2) comme la fermeture de C.(€2) dans Cp(2), il suffit
de montrer que C.(2) est séparable. Soit (K}, )nen une famille exhaustive de compacts, i.e.
Ky C Kpy1 © Q et Upey Kn = Q2. Comme Ce(Q) = U, e Cx, (), il suffit de montrer
que chacun des Cg, (€2) est séparable (pour la norme uniforme sur 2).

Soit donc K C £ un compact et w un ouvert borné tel que K C w C w C 2. Comme
@ est compact, 'espace C(w) est séparable d’apres le Corollaire 3.2.6. Il existe donc une
famille {fx}ren dénombrable et dense dans C(w). Soit (7/)seny une suite de réels positifs
qui tend vers 0. Pour tout couple (k,¢) € N2, on choisit arbitrairement une fonction Jk0 €
Cr(w) N B(fg,re) si cet ensemble n’est pas vide de sorte que 'ensemble (dénombrable)
D :={grs} C Cx(w) est dense dans Cx (w) (pour la norme uniforme sur @). En effet, pour
tout f € Cx(w) et € > 0 il existe £y € N tel que ry, < /2 et kg € N tel que

sup | f = frol <7t
w
Il s’ensuit que Cx(w) N B(fry.7e,) # O de sorte que

Sup‘f - gk’o,go‘ S sup ’f - fk’0| +Sup‘fk‘0 - gk‘o,fo‘ S 2”70 <E.
w w w

2. On peut par exemple considérer K, = {z € Q: |z| < n et dist(z,RY \ Q) > 1}
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Comme les fonctions gy ¢ sont a support dans K qui est un sous-ensemble compact de w, on
peut les étendre par 0 sur § \w en des fonctions gy ¢ qui sont donc dans Cx (€2). L’ensemble
D = {gre} C Cr () est donc dénombrable et dense dans Cx (£2) (pour la norme uniforme
sur ). O
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Chapitre 4

Espaces de Lebesgue

4.1 Rappels de théorie de la mesure

Définition 4.1.1. Une tribu (ou o-algébre) sur un ensemble X est une sous famille A de
P(X) vérifiant :

(i) e A;

(ii) si A€ A, alors X \ A€ A,

(iii) si (An)nen est une suite d’éléments de A, alors J,,cn An € A.
Le couple (X, .A) est appelé espace mesurable.

Définition 4.1.2. Une mesure est une application u : A — [0, 00] qui satisfait

(i) p(@) = 0;

(i) si (An)nen est une suite d’ensembles dans A deux a deux disjoints,
o
2 (U An) = ZU(An)
neN n=0
Le triplet (X,.A, u) est appelé espace mesuré.

Pour les fonctions f : (X,.4) — K on munit implicitement I'espace d’arrivée K de la
tribu Borélienne B(K).

Définition 4.1.3. Une fonction f : (X,.A) — K est A-mesurable si f~}(B) € A pour
tout B € B(K) ce qui est encore équivalent & f~*(U) € A pour tout ouvert U C K.
4.2 Premieres définitions et propriétés
Définition 4.2.1. Soit 1 < p < oo, on définit
LP(X) :={f: X = K A-mesurable : ||f||zr(x) < +o0},

39
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ou

1/p
</ |f!pdu> sil<p<oo,
1 fllzr(x) =
esssuD|f )l =nf{C >0: u({|f[>C}) =0} sip=co.

Commencons par établir deux inégalités fondamentales en théorie de 'intégration.
Proposition 4.2.2 (Inégalité de Holder). Soient 1 < p < co et p' > 1 son exposant
conjugué défini par 1/p+1/p' =1 (par convention p' =1 sip =00, et p =00 sip=1).
Si f € LP(X) et g € LP(X) alors fg € LYX) et

1£glercey < 1 ero gl o i

Démonstration. Par concavité du logarithme sur |0, +oo[, pour a,b > 0 et 1 < p,p’ < co
avec 1/p+1/p' =1, on a

1 1 / 1 1. .
log(ab) = log(a) + log(b) = —log(a?) + — log(a”) < log <ap + ,bp> .
p p p p
Par passage a ’exponentielle, on obtient 1’inégalité de Young
1 1. .
ab S —aP + 7/bp
p p

qui reste vraie pour tout a > 0 et b > 0. En prenant a = [f(2)|/|fllzr(x) et b =
lg(x)|/l|gll (x) et en intégrant sur X, on obtient I'inégalité voulue.

Dans I'un des cas p = 1 ou p = o0, le résultat est immédiat par définition du sup-
essentiel. O

Proposition 4.2.3 (Inégalité de Minkowski). Pour 1 < p < oo et pour tout f, g €
LP(X), on a

If +9llzexy < N fllerexy + lgllcex)

Démonstration. On commence par le cas p = co. Par définition du sup-essentiel, |f(x)| <
£y €6 9] < gl oy poUT f-presque tout € X, d'od

[f (@) + g(o)] < f@)] +lg(@)] < 1 Fll ooy + 19l x)

pour pi-presque tout & € B, et donc || f + gl o) < | fll o (x) + 19l e (x)
Sip=1,o0na

1f +gllzix) = /E |f +gldu < /X(’f +1gl) dp = (| fll z1(x) + 9l 21 x)-
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Enfin, si 1 < p < oo, 'inégalité de Holder implique que

I+l = [ 1f+aPdu= [ 17 +allf +or " du

< [ g ek [ gl 4ol d
X X
) ) (»=1)/p
< (flerco + lgllerce) ( [ s+t )du>
— (Ufllerc) + Ngllesco)lf + gl
ce qui conclut la preuve de ce résultat. O

L’inégalité de Minkowski montre que l'application LP(X) > f — | fllzr(x) satisfait
I'inégalité triangulaire. Par ailleurs, |[Af|l, = |A[||f|l, pour tout A € K et f € LP(X) et
[0]lzr(x) = 0. Malheureusement, ||f||z»(x) = 0 n’implique pas forcément que f = 0, ce
qui montre que I'application LP(X) 3 f + || f][zr(x) ne définit pas une norme sur £P(X)
(c’est en fait une semi-norme). En effet, on a le résultat suivant qui caractérise toutes les
fonctions de semi-norme nulle :

Proposition 4.2.4. Soit f : X — [0, +o0[ une fonction A-mesurable telle que

/fdu—o

Alors f(x) =0 p-presque pour tout © € X.

Démonstration. On considere les ensembles mesurables E, := {f > 1/n}. La suite d’en-
sembles (Ey,)nen est croissante et {f > 0} = J;2 | En. Par conséquent,

En)S/Enfduﬁ/Efdu—O,

et donc, p(E,) = 0 pour tout n € N. On en déduit par passage a la limite que

[o@)
p{f > 0}) = p <U1 En> = lim p(En,) =0,
n—=
ce qui montre bien que f =0 p-p.p. dans X. O

Etant données deux fonctions A-mesurables f et ¢ : X — K, on dit que f ~ g, si
f(x) = g(x) p-presque pour tout z € X. On peut montrer que ~ définit une rela-
tion d’équivalence (réflexive, symétrique et transitive) dans la classe des fonctions .A-
mesurables. Les espaces L£P(X) peuvent étre rendus normés en considérant 1’espace quo-
tient £P(X)/ ~ noté dorénavant LP(X). Si f € LP(X), on notera (temporairement) [f] sa
classe d’équivalence et par définition de la norme dans un espace quotient, on a

I llr(x) = flﬂ[fc] [ fllzecxy = Ifllcrxy  pour tout f € [f].

Par abus de notation, nous identifierons systématiquement une fonction avec sa classe
d’équivalence.
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Définition 4.2.5. Soit f € LP(X), on note

</ 1/p
!fpdu> §i1<p< oo,
1fllp = I fllze(x) = X

esssup |f(x)] si p = o0.
zeX

Les inégalités de Holder et Minkowski restent vraies dans les LP(X).

Proposition 4.2.6 (Inégalité de Holder). Soient 1 < p < oo et p' > 1 son exposant
conjugué défini par 1/p+ 1/p' =1 (par convention p’ =1 sip =00, et p' =00 sip=1).
Si fe LP(X) et ge L (X) alors fg € L' (X) et

19l < 1 f1lpllglly -

Proposition 4.2.7 (Inégalité de Minkowski). Pour 1 <p < oo et tout f, g € LP(X),
on a

1f+gllp < [1fllp + lgllp-
Proposition 4.2.8. Pour tout 1 < p < oo, lapplication LP(X) > f — ||f|lp, définit une
norme sur LP(X). De plus, pour p = 2, Uapplication
(F.9) € () % I(X)  {f.0) o= [ fadp

définit un produit scalaire sur L*(X).

Démonstration. D’apres la Proposition 4.2.4, si || f||, = 0, alors f = 0 p-p.p. dans X, et
donc f = 0 dans LP(X). Par ailleurs, [|Af], = |A|||f]l, pour tout A € R et f € LP(X).
Enfin I'inégalité triangulaire n’est autre que 'inégalité de Minkowski.

Si p = 2, 'inégalité de Holder (Cauchy-Schwarz dans ce cas) assure que l'intégrale
Jx fgdp est bien définie pour f et g € L?(X). De plus, il s’agit clairement d’une forme
sesquilinéaire (par linéarité de I'intégrale) hermitienne définie positive (d’apres la Propo-
sition 4.2.4) ce qui assure que (-, -) est effectivement un produit scalaire sur L?(X). O

4.3 Complétude

Théoréme 4.3.1 (Riesz-Fischer). Pour tout 1 < p < oo, l'espace LP(X) est complet.

Démonstration. Supposons d’abord que 1 < p < o0o. Soit (f)nen une suite de Cauchy
dans LP(X). Grace a la propriété de Cauchy, on construit par récurrence une sous-suite

(fn;)i>1 de (fn)nen ayant la propriété
||fnj+1 - fnij < 2_J pour tout ] > 1.

Soit uy = Z;?:l |fn; 1 — fn;|, alors la suite (ug)r>1 est croissante et

k
lugll, < 277 < 1.
j=1
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Par conséquent, le théoreme de la convergence monotone assure que

/ fufP dy = lim / gl dp < 1,
X k—oo X

olt 'on a posé u := limyup = 3 ;5 |fn;1, — fn,|, ce qui montre que u(z) < oo pour
p-presque tout x € X. On pose

o) {fm () + Eot (Fayer @) = Fuy (@) 51 Xy [y () = iy ()] < 00,
0 si 2]21 |fnj+1($) - fnj (z)] =00

La fonction f ainsi définie est A-mesurable et comme la somme

fnl (x) + Z (fnj+1(‘r) - fnj (.’L‘))

Jj=1

se téléscope, on en déduit que f,, — f p-p.p. dans X. Comme |f| < |fy,| + u, V'inégalité
de Minkowski montre que

[fllp < [ fnillp + lullp < A fnillp + 1,

ce que assure que f € LP(X). Comme [f,,| < |fn,| +u € LP(X), le théoreme de la
convergence dominée montre que f,, — f dans LP(X). Montrons que toute la suite f, — f
dans LP(X). Soit € > 0, d’apres le critere de Cauchy, il existe un rang N € N tel que pour
tout m, n > N, || fn, — fmllp < €. Soit j assez grand de sorte que n; > N, alors il vient que

1 = fllp < [fn = Fosllp + [[fn; = Fllp < &+ W1 fny = fllp-

En faisant tendre j — oo puis € — 0, on obtient la convergence souhaitée.
Pour p = o0, si (fn)nen est une suite de Cauchy dans L*°(X), alors il existe un ensemble
p-négligeable A € A tel que

pour tout z € X \ A et tout m,n € N. (4.3.1)

Doncsiz € X\ A, (fn(z))nen est une suite de Cauchy dans K complet, elle admet donc une
limite notée f(z). Par ailleurs, on pose f(z) = 0 si z € A. La fonction f ainsi définie est
A-mesurable comme limite d’une suite de fonctions mesurables. De plus, comme (fy,)nen
est de Cauchy dans L°°(X) elle est bornée. Donc il existe M > 0 tel que || fn|lcc < M
et donc par passage a la limite dans la premiere inégalité de (4.3.1), il vient |f(x)] < M
p-presque pour tout x € X soit f € L°°(X). Enfin d’apres le critere de Cauchy, pour tout
e > 0, il existe un rang N € N tel que pour tout m, n > N, ||fn — fmllcc < €. Donc par
passage a la limite dans la deuxieme inégalité de (4.3.1), il vient |f,(x) — f(z)| < € pour
tout n > N et p-presque tout x € X, soit || f, — f|lco < € pour tout n > N, ce qui montre
que fp, — f dans L (X). O

Corollaire 4.3.2. Pour tout 1 < p < 00, les espaces LP(X) sont des espaces de Banach
et L?(X) est un espace de Hilbert.



44 CHAPITRE 4. ESPACES DE LEBESGUE

4.4 Résultats de densité

Pour 1 < p < 00, on note &, I'ensemble des fonctions f € LP(X) qui sont étagées.
Théoréme 4.4.1. Pour tout 1 < p < oo, l’ensemble &, est dense dans LP(X).

Démonstration. Soit f € LP(X). On peut supposer sans restreindre la généralité que
f > 0. Soit (fn)nen la suite de fonctions étagées définies de la fagon suivante : pour tout
n € Net k€ {0,...,n2" — 1}, on définit les ensembles .A-mesurables

k E+1
E, = {xEX:zngf(x>< on }, FE,:={f >n}.
et pour tout = € X,
n2™—1
k=0

On vérifie que la suite (f,,)nen est croissante et qu’elle converge u-presque partout vers f.
Si p = oo, alors pour tout n > |[|f|ls, on a |fr(x) — f(x)| < 27" presque pour tout
x € X, et donc [|fn, — flloc <277 — 0.
Sil < p < oo, comme fp(x) 7 f(x) pour presque tout = € FE, on en déduit que
|f(z) — fu(@)|P = 0 et |f(x) — fu(z)P < 2Pf(x)P p-presque pour tout z € X, d’ou par le
théoréme de la convergence dominée ||f — fp ||, — 0. O

Nous allons & présent nous restreindre au cas de mesures Boréliennes sur R, finies sur
les compacts (que I’on appelle mesures de Radon). Notons que la mesure de Lebesgue, notée
dorénavant £V, en est un cas particulier puisqu’un ensemble compact K C RY étant borné,
il est inclu dans un cube [~ R, R]"V avec R > 0. Par conséquent £V (K) < (2R)N < oo.

Les mesures de Radon positives jouissent d’une propriété de régularité permettant d’ap-
procher la mesure d’un Borélien par I'intérieur a I'aide de compacts, et par I'extérieur a
I’aide d’ouverts.

Proposition 4.4.2. Soit i une mesure Borélienne dans RY finie sur les compacts. Pour
tout Borélien A C RN tel que p(A) < oo et tout e > 0, il existe un compact K et un ouvert
U tels que K C ACU et

p(A\K) <e, wU\A)<e.

Démonstration. Commencons par montrer ’approximation intérieure par un compact. On
pose v(B) := u(AN B) pour tout Borélien B C RY, ce qui définit une mesure Borélienne
finie sur RV,

On considere la famille

F o= {B c RY Borélien : pour tout € > 0, il existe

un fermé C' C B tel que v(B\ C) < 6}.
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La famille F contient évidemment les ensembles fermés.
Montrons que F est stable par union et intersection dénombrable. Soit donc { By, }nen
une famille d’éléments de F. Pour tout € > 0 et tout n € N, il existe un ensemble fermé

C, C B, tel que
€

L’ensemble C := ), Cy, est fermé et

() )= ((0) (0e)

§y<U(Bn\C> i:: B, \ Cp)

neN

ce qui montre que (), B, € F. Par ailleurs, on a

(o) (U)o () ()

gy<U(Bn\c> Z By \ Cy)

neN

Pour m asssez grand, on a donc en posant C" := ", Cp

((UB>\C> <

ce qui montre, C’ étant fermé, que |J,, B, € F.
Comme tout ouvert de RV peut s’écrire comme une union dénombrable d’ensembles
fermés, on en déduit que F contient tous les ouverts de RY.
Posons a présent
G:={BeF: “BeF}

de sorte que RY € G et G est stable par union dénombrable. Par conséquent, G est une
tribu. Comme les ouverts sont contenus dans G, on en déduit que la tribu G contient la
tribu Borélienne. Par conséquent, pour tout B C RY Borélien et tout € > 0 il existe un
ensemble fermé C' C B tel que v(B \ C) < e. En particulier, pour B = A, on obtient un
fermé C C A tel que u(A\ C) < e. Pour tout n € N, on pose K,, := C N B(0,n) qui est
un compact inclu dans A. Comme p(C) < p(A) < oo, on a lim, pu(C \ K;) = 0. Pour n
assez grand, on obtient donc un compact K, C A tel que u(A\ K,) <e

Montrons maintenant ’approximation par l'extérieur a 1’aide d’ouverts. L’ensemble
B(0,n) \ A étant un Borélien de mesure finie (car p est finie sur les compacts), I'étape
précédente montre I'existence d'un fermé C,, C B(0,n)\ A tel que pu((B(0,n)\ A)\ Cy) <
e/2". Posons U, = B(0,n) \ Cp qui est un ouvert avec B(0,n) N A C U, et tel que
pu(Un \ A) < €/2". Si on pose U := |J,, U, qui est un ouvert, on obtient que A C U et
w(UNA) <32, mUn\ A) <e. O
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Cette propriété de régularité des mesures de Radon permet de montrer la densité des
fonctions continues dans les espaces de Lebesgue pour p < oo.

Théoreme 4.4.3. Soit i une mesure Borélienne dans RN finie sur les compacts. Soit
Q C RN un ouvert et 1 < p < 0o. Alors lespace Co(Q) est dense dans LP(S2, ).

Démonstration. Soit f € LP(Q, u). D’apres le Théoreme 4.4.1, pour tout & > 0, il existe
une fonction étagée g € LP(€2, p) telle que || f — g||, < €. On est donc ramené & montrer
que toute fonction étagée peut étre approchée par une fonction de C.(f2) pour la norme
LP(Q).

Soit (K}, )nen une suite exhaustive de compacts telle que K, C Kn+1 pour tout n € N et
Q = U, en Kn- Le Théoreme de la convergence dominée assure que ||g—xr,, g/, — 0 quand
n — 00. On peut donc supposer sans restreindre la généralité que g = 0 au voisinage de
of.

Par linéarité, il suffit de considérer la fonction caractéristique d’un ensemble Borélien
A tel que A est compact et A C Q (autrement dit y 4 est & support compact dans ). En
particulier, comme A est borné, on a p(A) < co. Par conséquent la Proposition 4.4.2 assure,
pour tout € > 0, I'existence d’un ouvert U et d’un compact K tels que K C A C U et
u(U\ K) < e. Le Lemme d’Urysohn donne alors l'existence d’une fonction h € C.(2; [0, 1])
telle que h =1 sur K et Supp(h) C U. D’ou, comme xx < h < xy,

= xaldn < U\ K) <=
Q
ce qui conclut la preuve du résultat. ]

Dans le cas de la mesure de Lebesgue £V, nous allons améliorer le résultat précédent en
montrant que ’ensemble des fonctions régulieres et a support compact est dense dans les
espaces de Lebesgue. Si © est un ouvert de R I’espace C°(£2) est I’ensemble des fonctions
f:Q — R admettant des dérivées partielles continues a tout ordre et telles que Supp(f)
est un compact inclu dans €.

Définition 4.4.4. Soit p € C°(RY) telle que p > 0, Supp(p) C B(0,1 f]RN p(z)dx = 1.
Pour tout n € N, on pose p,(z) :=n Np(nz) de sorte que [pn pn(x)dz =1 et Supp(pn) C
B(0, %) On dit que (pp)nen est une suite régularisante.

A titre d’exemple, on peut vérifier que la fonction p : RN — R définie par

1
p(z) = C{em'“ si [l <1,

0 st ]| > 1,

L -1
ol la constante ¢ := | [ B(0,1) el=I*-1 dx , satisfait les propriétés requises ci-dessus.

Définition 4.4.5. Si f : RY — R est une fonction localement intégrable (i.e. dans L'(K),
pour tout compact K C RY, et on note f € LL (RY)), on définit le produit de convolution

[ pn(z) = /RN pn(x —y) f(y) dy = /RN fx—y)pn(y)dy pour tout z € RY.
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Remarque 4.4.6. Notons que U'intégrale est bien défnie car y — p,(x — y) s’annule en
dehors de B(z, %), elle est bornée sur cet ensemble et f est intégrable sur cet ensemble.
Lemme 4.4.7. Si f € LL (RY), alors f * p, € C*(RY). De plus B
— si f € C.(RN), alors f+p, € C(RYN), Supp(f*pn) C Supp(f)+5(0, %) et fxpp — f
dans LP(RY) pour tout 1 < p < o0 ;

— si f € LP(RN), alors f % p, — f dans LP(RY) pour tout 1 < p < oco.

Démonstration. Montrons d’abord que f * p,, est de classe C*°. On montre par convergence
dominée que f * p, est continue sur RY. Montrons & présent qu’elle admet des dérivées
partielles d’ordre 1. Soit h € R avec |h| < 1, en notant {ej,...,enx} la base canonique de
RY, on calcule

f* pn(z + hei) — f* pn(z) _/ pn(fv+h€z—y)—pn(w—y)f
h = Jan h

(y) dy.

n h— 1) Pn _
Pour presque tout y € R, on a 2 (z+ yeh) pn(z y)f(y) — Oy, pn(z—Yy) f(y) quand h — 0 car
pn est différentiable sur RY. Par ailleurs, le Théoréme des accroissements finis montre que

pebtifie gl it o)y (y)’ < maxgy Oz, on|XF(z2) (W) f ()]

car pnp(x + he; —y) = pp(z —y) = 0si |y — x| > 2. Notons que 0y, p, étant également
C°(RY) elle est bornée sur RY ce qui montre que maxgy |02, Pl X B 2| f| € L'(RN). Le
Théoreme de la convergence dominée montre alors que

lim [ pn(x + hei) = [ pn(z) / De.pn(x — ) f () dy,
RN

h—0 h
ce qui montre que f * p, admet des dérivées partielles d’ordre 1 et Oy, (f * pn) = f*(0z,pn)
pour tout 1 < ¢ < N. On montre de nouveau par convergence dominée que toutes les
dérivées partielles d’ordre 1 sont continues sur RY, ce qui établit que f * p, est de classe
C! sur RY. Par récurrence, on montre ainsi que f * p, est de classe C* sur R .

Sife CC(RNL, alors il existe R > 0 tel que Supp(f) C B(0, R). Comme f est continue
sur le compact B(0, R) (et donc bornée) et nulle & 'extérieur de B(0, R), f € LL (RY).

De plus si « ¢ Supp(f) + Supp(pn) et y € Supp(pn), alors z —y & Supp(f) et donc
f(x —y) = 0. Par conséquent,

f*pn(z) = /RN f(@—y)pn(y) dy = /Supp(pn) fx—y)pn(y) dy =0,

pour presque tout y € RN ,ona

ce qui montre que le support de f x p, (qui est toujours un fermé) est inclus dans
Supp(f) + Supp(pn) C Supp(f) + B(0, L) et en particulier que f € CZ(RY). Comme
[ est uniformément continue, pour tout ¢ > 0 il existe un § > 0 tels que ||z — 2’| < §
implique |f(z) — f(2')] < e. Soit ng € N assez grand de sorte que 1/n < § pour tout
n > ng. Donc pour tout y € B(0,1), on a |f(z) — f(z — y)| < e. On multiplie alors cette

inégalité par py,(y) > 0, puis on intégre sur RY,

(f(z) = flz —y))puly) dy

RN

[ @ = fa= i@y se @)

[f(z) = [ *pul2)] =

IN
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ot Pon a utilisé le fait que [pn pn(y)dy = 1. On a donc montré que, pour tout & > 0, il
existe un ng € N (qui ne dépend que de ¢ donc ¢) tels que pour tout n > ng et pour tout
r €R, |f(x) — f*pu(z)] <&, ce qui montre que f * p, — f uniformément sur RV et donc
dans L=(RY). Si 1 < p < oo, comme f(z) = f * py(z) = 0si |z| > R+ 1, on peut élever
Pexpression (4.4.1) a la puissance p, puis par intégration,

[ f@=frpataPds = [ (f(@) = fapu(@) do < LY (BOR+D), (442)
RN B(0,R+:)

ce qui montre également que f * p, — f dans LP(R™) pour tout 1 < p < oc.

Supposons enfin que f € LP(RY), pour 1 < p < co. D’apres I'inégalité de Hélder, pour
tout compact K C RV,

/K @) < |||y £ ()P < o,

ce qui prouve que f € L%OC(RN ), et donc que le produit de convolution f x p, est bien

défini. D’apres le Théoréme 4.4.3, pour tout £ > 0 il existe une fonction g € C.(RY) telle
que |[f — gllLp@ny < €. Par ailleurs, d’apres (4.4.2), on a [|g — g * ppl[ o~y < € pour n
assez grand. Par conséquent,

1f = gllee@ny + lg — g% pullo@yy + 109 = f) * pnll o @)
2e + |l(g — f) * pull o @y

If = f*pullpe@yy <
<
Or, d’apres I'inégalité de Holder et le fait que [pn pn(y) dy =1,

p

(g = f)*pn(2)]P =

[ ot =) = @ = patdy

[ (a0 = = ) ) ]
< / lg(z —y) = f(z —y)Ppa(y) dy,
RN

puis, en intégrant par rapport a x et en appliquant le théoréeme de Fubini-Tonelli, il vient
que

N

(g = 1) * pnll7p @y < /R </RN lg(z —y) — flz —y)P dw) pn(y) dy = llg = fIIL, gy

Par conséquent, || f — f * pul| L@y < 3¢, ce qui conclut la preuve du lemme. O

Corollaire 4.4.8. Soit Q C RY un ouvert et 1 < p < co. Alors l’espace C°() est dense
dans LP(Q).

Démonstration. D’apres le Théoreme 4.4.3, pour tout f € LP(£) et tout € > 0, il existe un
g € Ce(2) tel que || f —gllzr(q) < &. On étend g par zéro en dehors de Q et on note g cette
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extension. Alors § € C.(RY) et Supp(§) C Q. D’apres le Lemme 4.4.7, on peut choisir ng €
N suffisamment grand de sorte que pour tout n > ng, Supp(g*p,) C Supp(g)+B(0, %) cQ
et ||g* pn — gl < €. Finalement, on obtient que f, := g * pnlo € C°(Q2) et

1f = falle) < If = gllze) + 119 — § * pullr) < 2,

ce qui conclut la preuve du corollaire. ]

4.5 Séparabilité

Nous sommes a présent en mesure de discuter la séparabilité des espaces de Lebesgue.

Proposition 4.5.1. Soit Q un ouvert de RN et 1 < p < oo. Alors 'espace LP(Q) est
séparable.

Démonstration. Soit (K, )nen une suite exhaustive de compacts, i.e., K, C I%n_t'_l pour
tout n € N et Q = (J,,cy Kn. D’apres le Corollaire 3.2.6, C(K,) est séparable par rapport
a la norme uniforme sur K,. Or les ensembles K, étant bornés, la convergence uniforme
sur K, implique la convergence dans LP(K,) pour tout 1 < p < oo car

/ |f — glP dx < LY (K,,) Sup |f —gP pour tout f,g € C(Ky).

n

Par conséquent, 'espace C(K,) est séparable pour la convergence dans LP(K,,). Pour tout
n € N, il existe donc un ensemble D,, dénombrable dense dans C(K,,) pour la convergence
dans LP(K,,).

Posons D := J,, Dy, qui est par conséquent dénombrable. Si I'on énumere les éléments
de D en une suite (f;)ien, chacune des fonctions f; est une fonction continue sur un sous-
ensemble compact de . On étend alors f; par zéro sur €2, et on note f; cette extension
qui n’est a priori plus continue mais toutefois dans LP(£). L’ensemble D := { fi}ieN est
alors un sous-ensemble dénombrable de LP(€2). Montrons qu’il est dense dans LP(£2). Pour
ce faire, soit f € LP(Q) et ¢ > 0. D’apres le Théoreme 4.4.3, il existe g € C.(Q2) tel que
If = gller(@) < €. Ensuite il existe un n € N tel que Supp(g) C K,. Donc il existe un
h € Dy tel que ||g — h||1r(k,) < €. Soit h Pextension par zéro de h sur Q. Alors h € D et
comme g = 0 sur 2\ K,, il vient

/|B—g|pd:v:/ |h — g|P dx < &P,
Q Kn

Finalement, on a que ||f — BHLP(Q) <|\f- gHLP(Q) + |lg — B”LF(Q) < 2¢, ce qui montre la
densité de D dans LP(9). O

Proposition 4.5.2. Soit Q un ouvert de R . L’espace L>()) n’est pas séparable.

Démonstration. Soit X = {Xp(,) : B(z,7) C 2} qui est une famille non dénombrable
de L>®(Q). Si x, X' € X sont telles que x # X/, alors ||[x — X|loc = 1. Supposons qu’il
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existe un sous-ensemble D = {f,}n,eny de L>(§2) dénombrable et dense. Soit ® : X — N
lapplication qui & chaque x € X associe le plus petit entier n € N tel que ||x— fu|lco < 1/3.
Cette application est bien définie par densité de D dans L°°(2). Supposons maintenant
que ®(x1) = P(x2) = n, alors || x1 — fulloo < 1/3 et [[x2 — fulloo < 1/3, ce qui implique par
I'inégalité triangulaire que || x1 — Xx2|lco < 2/3 < 1. Comme x; et x2 € X sont des fonctions
caractéristiques, alors nécessairement y; = y2 dans L>°(£2) ce qui montre l'injectivité de
®. L’ensemble X étant non dénombrable, on aboutit & une contradition. ]

4.6 Critere de compacité
Pour finir, nous établissons un critere compacité dans les espaces de Lebesgue.

Théoréme 4.6.1 (Riesz-Fréchet-Kolmogorov). Soit (fn)neny une suite de fonctions
dans LP(RY), avec 1 < p < oo, telle que

(i) sup || fallp@ny < +o00;
neN

(i) sup sup/ |fu(x +y) — fu(z)]P de — 0 quand § — 0.
lyl| <6 neN JRN

Alors, pour tout compact K C RN, la suite (fn\K)neN admet une sous-suite convergente
dans LP(K).

Démonstration. Soit (pk)ren une suite régularisante comme dans la Définition 4.4.4. Pour
tout k& € N, on considere la suite (fn * pk|, Jnen de fonctions dans C(K). Nous allons
montrer que pour tout k € N, la suite (fy * pg|, Jnen admet une sous-suite convergente
dans C(K). Pour faire, nous allons appliquer le théoréme d’Ascoli-Arzela. Tout d’abord
d’apres l'inégalité de Holder, pour tout x € K, on a

[Fu % pi()] < /R Uz = )10k dy < fall ol ol ey < Ch

ou, d’apres ’hypothese (i), la constante Cj, > 0 est indépendante de n et de x. Par ailleurs,
sizeta € K,

furpe@) = s @ <[ Uula=9) = fule! = o) dy
= [ M= 2 = faalnta’ ) dz

1/p
< ||pkum/(RN)< sup  sup /RNrfn<z+y>—fn<z>|pdz)

lyll<[lz—a’|| n€N

= wi(flz — '),

ol, d’apres I'hypothese (ii), wi(t) — 0 quand ¢t — 07, ce qui montre I'uniforme équi-
continuité de la suite (f, * Pk| K)neN- Le Théoreme d’Ascoli-Arzela combiné avec un prin-
cipe d’extraction diagonal assure 'existence d’une sous-suite (f, () * Pk|K)neN qui converge
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dans C(K) pour tout k& € N. Comme K est borné on en déduit que (fy(n) * Ple)neN
converge dans LP(K).

Nous allons & présent montrer que la sous-suite (f;(n))nen est de Cauchy dans LP (K)
ce qui montrera qu’elle converge dans cet espace par le Théoreme de Riesz-Fischer. Pour
ce faire, on écrit grace a l'inégalité triangulaire que

||f(7(n) - fa(m)HLP(K) < ||fo(n) - fo(n) * pkHLP(K)
+ 1 fotn) * Pk = foim) * Pl Loy + 1 fom) = fotm) * Prllirx)-  (4.6.1)

Comme Supp(py) C B(0, %) et [on pr(y)dy =1,
oo @) = S # @I £ [ Ufrtu®) = Fotur( = 9)lono) dy
B(0,1)

En élevant I'inégalité précédente a la puissance p, en intégrant par rapport a x € K et en
appliquant 'inégalité de Holder et le Théoreme de Fubini-Tonelli, il vient

/3(071) </ | fom) () = fom) (@ — )P dﬂ?) pr(y) dy

< sup sup/ |frn(z) = frulz —y) P du.

lyll<1/kneN

/|fo‘n fo’ )*Pk( )’pdw

IN

D’apres 'hypothese (ii), on en déduit alors que

hmam/ﬁﬁn w * pr(@)P da = 0.

k—o0 neN

Par conséquent, si € > 0, on peut donc trouver un kg € N tel que

Sup/ | fotn)(T) = fo@m) * Pro ()P dz <

13
neNJ K 3

La suite (fo(n) * Pko|K)neN étant convergente dans LP(K), elle y est de Cauchy et on peut
trouver un Ny € N tel que pour tout m, n > Ny,

cmm

Hfa(n) * Pko — fo(m) * pko”Ll’( <

Donc si m, n > Ny, (4.6.1) donne || fo(n) — fom)llLr(x) < €, ce qui montre que (f,(n))nen
est de Cauchy dans LP(K), et donc qu’elle Converge dans cet espace. ]
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Chapitre 5

Dualité dans les espaces de
Lebesgue

5.1 Le cas Hilbertien de L2

5.1.1 Quelques rappels sur les espaces de Hilbert

Soit H un K-espace vectoriel (avec comme toujours K = R ou C). On rappelle qu'un
produit scalaire hermitien (-,-) : H x H — K est une
(i) forme sesquilinéaire : u +— (u,v) est linéaire pour tout v € H et v — (u,v) est
antilinéaire pour tout u € H ;
(ii) hermitienne : (u,v) = (v,u) pour tout u, v € H ;
(iii) définie positive : (u,u) > 0 pour tout u € H \ {0};

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire hermitien (i.e.
un espace pré-Hilbertien) et qui est complet pour la norme Hilbertienne ||u||g := +/(u, u)
associée au produit scalaire.

Les résultats suivants sont spécifiques aux espaces de Hilbert et y jouent un réle fonda-
mental.

Théoréme 5.1.1 (Projection orthogonale). Soit (H, (-,-)) un espace de Hilbert et C
un sous-ensemble de H convexe, fermé et non vide. Pour tout w € H, il existe un unique
élément Po(u) € C, appelé la projection orthogonale de u sur C, tel que

lu = Pe(u)lla = min{lu — v
De plus, Po(u) est caractérisé par
Po(u) € C, Re({(u— Po(u),v — Po(u))) <0 pour tout v € C. (5.1.1)
Démonstration. On considere le probleme de minimisation

= inf |lu — vl? 1.2
a:= inf Jlu—olly (5.1.2)

93
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Comme C # (), on a « € [0,00[. On considére alors une suite (v,)p>1 d’éléments de H
telle que pour tout n > 1,

1
v €C, a<|lv,—ull} <a+—. (5.1.3)
n

Par convexité de C, (v, + v;,)/2 € C pour tout m, n > 1, et donc l'inégalité du pa-
rallélogramme montre que

2

VUm + Un, B Um — U  VUp — U
=T Y, T 2 2 ||,
Um u|? Un u||? U — U vn—u2
= 2 +2 — —
2 I 2 I 2 2 %
< 1(a+1)—1—1(044-1)—1”7),,1—1}””%.
- 2 m 2 n 4

Par conséquent,

o — vl < 2+ 2

n m

ce qui montre que la suite (vy)p>1 est de Cauchy dans H. Il existe donc un élément v € H
tel que v, — v. L’ensemble C étant fermé, on en déduit que v € C et par passage a la
limite dans (5.1.3) que @ = |[v — u||%. Ceci montre I'existence d'une solution au probléme
de minimisation (5.1.2). Quant & l'unicité, si v; € C et v € C sont deux solutions, alors
par convexité de C, on a (v1 4 v2) € C, d’olt

a <

2
V1 + U2 1 1 1 1
| = gl =l o~k Gl = el = a = Gl - el

ce qui montre que ||v; — va||g = 0 et donc que vy = va.

Montrons & présent que I'unique solution de (5.1.2) est caractérisée par (5.1.1). Si Po(u)
est I'unique solution de (5.1.2), alors Po(u) € C et, par convexité de C, Po(u) + t(v —
Pc(u)) € C pour tout t € ]0,1] et tout v € C. Donc

a < |lu = Po(u) = t(v = Po(w) |7 = a = 2tRe((u — Po(u),v = Po(u))) + 2o — Pe(u)|7-

En divisant par ¢t puis en passant & la limite quand ¢ — 0, il vient Re((u — Po(u),v —
Pc(u))) < 0 comme attendu. Réciproquement, supposons (5.1.1), alors pour tout v € C,

lv = wullfy = llv — Po(u) + Po(u) — ully
= |lv = Pe(u) | + 2Re((v — Po(u), Pe(u) = u)) + || Po(u) — ullf > [|Pe(u) — ull?,

ce qui montre, avec Po(u) € C, que Po(u) est la solution au probléme de minimisation
(5.1.2). O

Dans le cas particulier ot C' est un sous espace vectoriel fermé de H, le théoreme de la
projection orthogonale permet de décomposer 'espace H en la somme directe de C' et de
son orthogonal.
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Proposition 5.1.2. Soit F' un sous espace vectoriel fermé de H et u € H. Alors la
projection orthogonale Pp(u) de u sur F est caractérisée par

Pr(u) € F, (u— Pp(u),v) =0 pour tout v € F.

De plus, en notant F- = {veH: (v,u) =0 pour tout u € F'} l'orthogonal de F, on a la
décomposition
H=F®F*

Démonstration. Comme F est un sous espace vectoriel de H, il est non vide (car il contient
lorigine) et convexe. La projection orthogonale Pr(u) de u sur F' est donc bien définie et
est caractérisée par

Pr(u) € F, Re((u— Pp(u),w — Pp(u))) < 0 pour tout w € F.

Si v € F est arbitraire, alors w = Pp(u) v € F car F est un sous espace vectoriel, et
donc £Re((u — Pp(u),v)) < 0, autrement dit Re((w — Pp(u),v)) = 0. En remplacant v
par v, on en déduit que (u — Pp(u),v) = 0. L’implication réciproque est immédiate.

Tout élément u € H peut donc s’écrire w = Pr(u) + (u — Pp(u)), ot Prp(u) € F et
u — Pp(u) € F+ d’apres la caractérisation de la projection orthogonale sur F établie
précédemment. Par ailleurs, comme F+ N F = {0}, alors on a bien que H = F & F+. O

Un corollaire du résultat précédent est l'identification du dual d’un espace de Hilbert
H avec H lui méme.

Théoréme 5.1.3 (Riesz). Soit (H,(-,-)) un espace de Hilbert et L € H'. Il existe un
unique élément f € H tel que

L(u) = (u, f)  pour tout u € H.

De plus, || L]l = || f]l#-

Démonstration. Si L = 0, on prend f = 0. Sinon, on pose M = Ker(L) qui est un sous

espace vectoriel fermé de H. Comme d’apres la Proposition 5.1.2, H = M @& M=, on en

déduit que M+ # {0} et il existe donc un élément e € M+ avec e # 0. Alors L(e) # 0 (car
L(u) L(u)

sinon e € M et donc e = 0). On en déduit que u — 7@€ € M donc (u,e) = () lle]|%;, soit

u) = UEG
Hw) < el >

pour tout u € H, d’ou l'existence. Quant a 'unicité, si f1 et fo € H sont deux représentants
de L, alors (f1 — f2,u) = 0 pour tout u € H, en particulier le choix de u = f; — fo donne
Ilf1i — f2l3 = 0 soit fi = fo. Enfin en prenant w = f/|| f||, on obtient ||L||g > || f|lx,
I’autre inégalité vient de 'inégalité de Cauchy-Schwarz. O
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5.1.2 Application a L?

En tant qu’espace de Hilbert, le Théoreme de Riesz (Théoréme 5.1.3) permet d’identifier
le dual de L? avec lui méme.

Théoréme 5.1.4. Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Pour tout L € [L*(X)], il existe un
unique f € L?(X) tel que pour tout g € L*(X),

_ /X Fodp,  Llzecoy = £l

5.2 Lecas [, 1 <p< o

Le cas général est plus difficile. Il repose sur le théoréeme de Radon-Nikodym lui méme
une conséquence du Théoreme 5.1.4. Nous donnons ici une version loin d’étre optimale,
mais toutefois suffisante pour la suite.

Théoréme 5.2.1 (Radon-Nikodym). Soient (X, A) un espace mesurable et X et v deux
mesures finies sur (X, A) telles que X est absolument continue par rapport a v : si A € A
est tel que v(A) = 0, alors \(A) = 0. Alors, il eviste une unique fonction f € L*(X,v)
avec f > 0 v-p.p. telle que

AA) = / fdv  pour tout A € A.
A

Démonstration. Etape 1 : On suppose ici que A < v. Soit u : X — RT une fonction A-
mesurable, d’apres le Théoreme 4.4.1 de densité des fonctions étagées, il existe une suite
croissante (uy)nen de fonctions positives étagées telles que u, — u simplement dans X.
Comme u, est étagée, c’est une combinaison linéaire de fonctions caractéristiques, donc

/und/\g/undy,
X X

puis, par convergence monotone, on obtient que

/ud)\g/udy.
X X

En prenant u = |g|? avec g € L?(X,v), on obtient que

g <~ g V.
/| |2d)\</ g2 d
X X

Ensuite, A étant une mesure finie, I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(X, \) montre

que
1/2
/!g!dk< A(X </ !g!2dV> :
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de sorte que L?(X,v) ¢ L'(X,\). Ceci montre alors que I'application ® : L?(X,v) — R

donnée par
®(g) = / gda,
X

est bien définie et que c’est une forme linéaire continue sur L?(X,v). Le Théoréme 5.1.4
nous donne alors I'existence et 1'unicité d’une fonction f € L?(X,v) telle que

@(g)—/xfgdu—/xgdA.

Comme la mesure v est finie, pour tout A € A, on a que xa € L?(R,v) et donc

A(4) = /A fav,

ce qui est 1’égalité demandée. Montrons de plus que f(z) € [0,1] pour v-presque tout
x € R. Pour tout n > 1, on a

0<A({f < —1/n}) = / Fav < —Tu({f < -1/n}) <0,

{r<=1/n}
ce qui montre que v({f < —1/n}) = A{f < —1/n}) = 0. Comme {f < 0} =, {f <
—1/n} et que I'union est croissante, il vient que v({f < 0}) = 0. De méme

V{2 1 1nh) 2 M 2 1+ U =

{f>1+1/n}

fdv > (1 + i) v({f >1+1/n}),

ce qui montre que v({f > 1+ 1/n}) =0. Comme {f > 1} = J,({f > 1+ 1/n}) et que
I'union est croissante, il vient que v({f > 1}) = 0.

Etape 2 : On suppose maintenant que A est absolument continue par rapport a v. Il
s’ensuit que les mesures A et v + A sont finies et A < A + v, de sorte qu’on peut appliquer
la conclusion de I’étape 1. 11 existe donc une fonction A-mesurable f € L'(X, v + \) telle
que f(z) € [0,1] pour (v + A)-presque tout x € R et

/\(A):/Afdqu/Afd/\,

pour tout A € A, soit

/Afdy = /A(1 — f)d. (5.2.1)

Comme v < v+ Aet A < v+ A alors f prend ses valeurs dans [0, 1] v-p.p. et A-p.p. Par
approximation (voir la Proposition 4.4.1) et convergence monotone, on obtient également
que

/ngdV:/X(l—f)gd)\ (5.2.2)
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pour toute fonction A-mesurable g : X — RT. En notant Z = {f = 1}, on a d’aprés
(5.2.1) que v(Z) = 0 et donc que A\(Z) = 0. Définissons alors f = %XZE qui est A-

mesurable et positive, il vient donc en prenant g = XIA_\fZ dans (5.2.2)

XA\? d\ = / fdv pour tout A € A.
A

A<A>=A<A\Z>=/<1—f>

X 1—-
Le fait que f € L'(X,v) vient du fait que A est une mesure finie. O

Nous aurons également besoin de décomposer n’importe quelle forme linéaire continue
sur LP comme la dfférence entre deux formes linéaires continues positives.

Lemme 5.2.2. Soient (X, A, u) un espace mesuré et 1 < p < co. Pour tout L € [LP(X)],
il existe des formes linéaires continue positives Lt et L™ sur LP(X) telles que

L(f)=L"(f) = L™ (f) pour tout f € LP(X).
Démonstration. Définissons le cone CT := {f € LP(X) : f > 0 pu-p.p. sur X} et pour tout

fect,
LT(f) :=sup{L(g): geC*, g < f}.

Etape 1 : LT est positive et finie sur CT. Soit f € C*. Comme 0 € C*, LT(f) > 0. Soit
maintenant g € C* telle que 0 < g < f. Par continuité de L, on a L(g) < ||L|[izoxy l9llp <
L0201y et par passage au sup en g, on obtient que 0 < L*(£) < [ILlznopll 7y <
0.

Etape 2 : L' est additive sur CT. Soient f1 et fo € CT et g € CT telles que 0 < g <
f1 + f2. On décompose g comme g = min(f1,g) + max(g — f1,0), on min(fy,g) < fi et
max(g — f1,0) < fo. Comme min(f1, g) et max(g — f1,0) € C*, alors

L(g) = L(min(f1,9)) + L(max(g — f1,0)) < LT (f1) + Lt (f2),

puis par passage au sup en g,
LY(fu+ f2) SLF(f1) + L7 (f2).

Pour montrer 'autre inégalité on se donne un € > 0 . Par définition de LT, il existe g; et
g2 € CT tels que 0 < g; < fi et LT(fi) < L(g;) + € pour i = 1,2. Comme 0 < g1 + go <
f1 + fo, il s’ensuit que

LT (fi+ f2) = L(g1 + g2) = L(g1) + L(g2) > L™ (f1) + L*(f2) — 2,

et le résultat suit par passage a la limite quand € — 0.

Etape 3 : Définition et additivité de Lt sur LP(X). Soit f € LP(X). On décompose f
comme la différence entre sa partie positive et négative f = f+ — f— avec f* € Ct. On
pose alors Lt (f) := LT (fT) — L*(f™). Si fet g € LP(X), alors (f+g9)" — (f+9)” =



52. LECASLP, 1< P < 59

ffT—=f"+gt—g desorte que (f+g)"+f"+9 = (f+9)~ +f"+g". Dou, par
additivité de LT sur CT,

LN+ 9"+ L)+ LT (g ) =L ((f+9) )+ LTSN+ LT (g),

et donc LT(f 4+ g) = LT (f) + L*(g). En particulier, comme (—f)* = fF, on en déduit
que LT (—f) = —=L*(f).

Etape 4 : L est continue sur LP(X). Soit f € LP(X). Comme LT est positive, alors
LT (|f] £ f) > 0, donc par additivité de LT sur C*, L*(|f]) > £L*(f), i.e., [LT(f)] <
L*(|f]). Soient maintenant f et fo € LP(X), alors les étapes 3 et 1 impliquent que,

IL5(f1) = LH ()l = ILY (1 = )l < (1 = f2D) S I Lloxyp 1 = Lol

Etape 5 : LT est une forme linéaire sur LP(X). L additivité de L™ montre que pour
tout n € N, LT (nf) = nL*(f). Comme L*(—f) = —L*(f), l'identité précédente a en
fait lieu pour n € Z. Sir = p/q € Q avec p,q € Z et q # 0, alors LT (qrf) = qL*(rf) =
Lt(pf) = pL*(f), dou Lt (rf) = rL*(f). La continuité de L* et la densité Q dans R
impliquent que L™ (af) = aL™(f) pour tout o € R.

Etape 6 : L~ est une forme linéaire continue positive sur LP(X). On définit L~ :=
Lt — L. Alors L™ est clairement une forme linéaire continue sur LP(X). De plus, par
définition de L*, LT (f) > L(f) pour tout f € C*, ce qui montre que L™ est également
positive. ]

Venons en maintenant a la caractérisation du dual de LP.

Théoréme 5.2.3. Soit (X, A, ) un espace mesuré o-fini, i.e., il existe une suite crois-
sante (Ep)nen d’éléments de A tels que

w(Ey) < oo pour tout n € N, X = U E,.
neN

Soit 1 < p < oo et p' l'exposant conjugué donné par 1/p+1/p’ = 1. Pour tout L € [LP(X)],

il existe une unique fonction f € LY (X) telle que

L(g) = / fgdu  pour tout g € LP(X)
X
et
ILllize oy = 112w (x)-
Par conséquent, le dual de LP(X) est isométriquement isomorphe ¢ LP (X).

Avant de procéder a la preuve du Théoréme 5.2.3, remarquons que celui-ci s’applique
4 la mesure de Lebesgue qui est o-finie puisque RY = U,>1 B(0,n) et, LN étant finie sur
les compacts, LV (B(0,n)) < oo pour tout n > 1.
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Démonstration. Posons Fy = Ey et pour tout n > 1, F,, = E, \ E,_1 de sorte que
p(Fy) < oo pour tout n € N, X = J,, oy I et les Fy, sont deux a deux disjoints.

Etape 1 : Supposons tout d’abord que L et une forme linéaire continue positive. Soit
n € N, pour tout A € A, on pose

va(A) = WANFo), Aa(A) == Lxans, ).

Alors v, est une mesure finie sur (X,.4). Quant a A, on a clairement que A, (0)) = L(0) = 0.
Par ailleurs, si (A;) en est une suite d’ensembles dans A deux a deux disjoints, alors

k
.= lim = lim Z - dans X
XUjENAJ k—)ooX ?=0Aj k—o00 4 OXA]
j:

et
k
0 < XUjen 450Fn — ZXAijn = XUjop A0F, < XF, € LP(X).
j=0

Le Théoreme de la convergence dominée montre alors que Z?:o XAjNFn = XU, ey AjNFn
dans LP(X). Donc, par continuité et linéarité de L,

M UJA4 =L (XUjeN Ajnpn)

JEN
k k
= lim L ZOXAijn = klggozoll (xa,nF,) = %;/\n(flj),
j= j= J

ce qui montre que A, est également une mesure sur (X, A). De plus comme
An(A) = L(xanr,) < | Loy (AN F)YP = || L)l ipe oy va (AP

pour tout A € A, on constate d'une part que A, est absolument continue par rapport a
Un, et d’autre part que A, est une mesure finie. Le Théoréme de Radon-Nikodym montre
alors I'existence d’une fonction f,, € L'(X,v,) telle que f, > 0 vp,-p.p. et

Mn(A) = / fndvy = / fndu  pour tout A € A.
A ANF,
Par linéarité de L, on en déduit que si g est une fonction étagée positive,

L(gxr,) = /F fngdu,

puis par approximation (voir la Proposition 4.4.1) et convergence monotone, ’égalité
précédente s'étend & toute fonction positive g € LP(X). En posant f =Y ° | faXxF,, une
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nouvelle application du Théoreme de la convergence dominée montre que Eﬁ:o gXF, — g
dans LP(X), et donc par linéarité et continuité de L et convergence monotone,

L(g)=L <71§:09><Fn> —;%/Fn fngdu—/xfgdu.

Montrons enfin que g € L (X). Si p = 1, alors pour tout A € A et tout k € N,
| rdu< Ll popetan B,
ANEy

En choisissant A = {f > ||L||(z1(x)y +¢€} ot € > 0, on obtient que u(AN Ey) = 0 pour tout
k € N, soit u(A) = 0 en faisant tendre k — co. Ceci montre que | flloo < [|Llliz1(x) + €

pour tout € > 0, soit f € L>(X) et |[fllooc < ||L|l{z1(x)y- Si en revanche 1 < p < oo, on
pose gn i = fplflx{fgn}mEk. Vérifions que g, € LP(X) :

/ |gn. | dpp = / 1% 0P dp = / |17 dp < 0¥ u(By) < oc.
X {f<ninEy {f<ninEy

Par ailleurs,

1/p
/ |fIP" dpe = L(gnk) < | Ll izecoy l9nkllp = 1Ll ey (/ Fiid du) 7
{f<n}NEy

{f<n}nEy
1/p’
(/ | fIP du) <Ll xyy -
{f<n}NEy

Par passage a la limite quand n — oo puis kK — oo et par application du Théoreme de la
convergence monotone, il vient

ce qui implique que

11l < Il pe s

ce qui montre bien que f € L (X).
On a donc montré Pexistence d’'une fonction positive f € LV’ (X) telle que

L(g) = / fgdu  pour toute fonction g € LP(X), g > 0.
X

Si g € LP(X) est de signe quelconque, I'inégalité précédente reste vraie en décomposant g
comme la différence entre sa partie positive et négative, et en utilisant la linéarité de L.

Etape 2 : D’aprés le Lemme 5.2.2, on peut écrire que L = Lt — L™ ot LT sont des
formes linéaires continues et positives sur LP(X). En appliquant I’étape 1, on obtient des
fonctions f* € L' (X) telles que

L*(g) = /Xfigd,u pour tout g € LP(X).
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On pose f:= ft — f~ € LP(X) de sorte que

L(g)=L"(9) - L (9) = / frgdu— / frgdu= / fgdp  pour tout g € LP(X).
X X X
Par I'inégalité de Holder, on a que

Il e xyy < 11l

Pour montrer I'inégalité opposée, on procede de méme que dans ’étape 1. Si p = 1, alors
pour tout A € A, on choisit g := f}}XAm{f;éo}mEn € LY(X) de sorte que

/ |fldp = / fgdu=L(g) < [Lllircxyyllgll < [Lllpr oy (AN En).
ANE, X

En choisissant A = {[f| > || L|[jz1(x)y + €} olt € > 0, on obtient que u(A N E,) = 0 pour
tout n € N, puis que p(A) = 0. Ceci montre que || f[joc < || L[z1(x) + € pour tout € > 0,
soit f € L>®(X) et

[ flloe < IILl 122 xyy-

Sil<p< oo,on prend g = f|f|p’_2x{f¢0}. Notons que g € LP(X) car

[lapdn= [ 10 r = [ 150 dp < o
X X X

Par ailleurs,

1/p
J 15 = £(6) < [Ehwscrlolh = IElluscor ( [ 1sr du)

ce qui implique que
[ fllpr < 1Ll ey

Quant & D'unicité, si fi et fo € LP (X)) satisfont

L(g) :/ figdu :/ fegdp  pour tout g € LP(X),
X X
alors on a
/ (fi— f2)gdu =0 pour tout g € LP(X).
X

Le choix g = |£:§§\X{f1#f2}ﬂEn € LY(X) pour p = 1 montre que

/ |fi — f2|ldp =0 pour tout n € N,
E,

puis par passage a la limite quand n — oo par convergence monotone, || fi1 — fa||1 = 0, soit

fi = fo p-presque partout. Si1 < p < oo, alors on pose g = (f1— f2)|(f1— f2lP” "X (1142} €
LP(X) et on obtient ||f; — fal|, =0 d’ou f1 = f2 p-presque partout. O
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Remarque 5.2.4. Le Théoreme 5.2.3 ne couvre pas le cas p = co. En particulier, L'(X)
est un sous-espace strict du dual de L>°(X). On peut montrer (et ¢a n’est pas forcément
tres difficile!) que si (X, A, p) est un espace mesuré, n’importe quel élément L € [L>(X)]’
dans le dual de L*>°(X) s’identifie avec un unique élément de I’espace ba(X, A, 1) qui sont
les applications bornées et additives d’ensembles A : A — R satisfaisant

— A0) =0;

— AMAUB) =\A)+ A\(B) pour tout A, Be Aavec ANB =10;

— la quantité

|A[(X) = sup {Z IA(A)| : {Aiti<i<m C A partition finie de X}
i=1

est finie;
— MA)=0si Aec Aet u(A) =0;
via la dualité !

L(f) :/deA pour tout f € L*(X).

1. Sous réserve que l'intégrale par rapport a une telle “mesure finiment additive” soit correctement
définie
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