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Nous introduisons ici un autre mode de convergence, appelée convergence faible* dans le dual £’
d’un espace de Banach (E,| - ||g). Ce mode de convergence s’appliquera notamment aux espaces
de Lebesgue LP(§2) pour 1 < p < oo qui sont le dual de L(Q) (avec ¢ = p/(p — 1) si p < oo et
g = 1sip = o0) ou encore de l'espace des mesures de Radon bornées M(Q) qui est le dual de
Co(9).

1 Convergence faible*

1.1 Définitions et premieéres propriétés

Définition 1.1. Une suite (f,,)neny d’éléments de E’ converge faible* vers f dans E’, et on note

fn = f, s
(fn,x) = (f,z) pour tout z € E.

La limite faible* est toujours unique car si f et g sont deux limites faible* de (fy)nen, alors
(f — g,x) = 0 pour tout z € E, puis par passage au sup en z, il vient d’apreés la définition de la
norme dans E’ que ||f — g||g = 0, soit f = g.

Exemple 1.2. 1. Si (H, (), d’aprés le Théoréme de Riesz, la convergence faible* z, = x
dans H signifie que
(Tn,y) = (x,y) pour tout y € H.

2. Si (X, A, 1) est un espace mesuré o-fini et 1 < p < oo, la convergence faible* f,, = f dans
LP(X) s’écrit

/fngclu—>/fgdu7 pour tout g € L9(X)
X X

ong=p/(p—1)sip<ooetqg=1sip=occ.

3. Si Q est un ouvert de RV, la converge faible* vers \,, — X dans M(Q) signifie que

/fd)\n%/fd)\ pour tout f € Cy(£2).
Q Q

Le résultat suivant montre que la convergence faible* fournit effectivement une notion plus faible
de convergence que celle pour la topologie de la norme.

Proposition 1.3. Si (fn)nen est une suite de E' qui converge (fortement) vers f, i.e., ||fn —
fllzr — 0, alors f, = f faible* dans E'.



Démonstration. Si x € E, par définition de la norme dans E’,

[(frsz) = (fr ) = [{fo = fr o) < Il fn = fllerll2llE — 0,
ce qui établit le résultat. O
Comme le montre le résultat suivant, la réciproque est en général fausse.

Définition 1.4. Soit H un espace de Hilbert. On dit que la famille {e,, },en est une base Hilber-
tienne de H si elle est
i) orthornormée : pour tout i # j, (e;,e;) = dij;
ii) totale : Vect({en}nen) est dense dans H, i.e., tout élément de H est la limite d’une suite de
combinaisons linéaires d’éléments de Vect({e,, }nen)-

Notons que le principe d’orthogonalisation de Gram-Schmidt montre que tout espace de Hilbert
séparable admet une base Hilbertienne.

Proposition 1.5. Soit (H,{(-,-)) un espace de Hilbert séparable et (e,)nen une base Hilbertienne
de H. Alors |len ||z = 1 pour tout n € N et z,, = 0 faible* dans H.

Démonstration. Le fait que ||e, || g = 1 pour tout n € N résulte du fait que la base est orthonormée.
Notons F,, := Vect(eg,...,e,) qui est un sous espace fermé (car de dimension fini) de E. Par
conséquent, la projection orthogonale P,(x) d’un élément x € H sur F,, est bien définie. Par

ailleurs, on a
n

P, (z) = Z(w,e»e,;

i=0
En effet, P,(x) € F,, et pour tout 0 < j <n, on a

n

(&= Pu(x),¢5) = (z,65) + Y (w,ei)(eire;) =0

i=0

car (e;, e;) = 0;;. Ceci montre que (x—P,(x),y) = 0 pour tout y € F, et que P,(z) = Y1 (z,e;)e;.

Par ailleurs, le fait que la base {eq,...,e,} est orthonormée montre que
n
1Pa(@)]? = [, e
=0

Comme z = P,(x) + 2 — P,(x) avec P,(z) € F,, et * — P, (z) € F- et, d’apres Pythagore, on a
que

lall? = [Pa@)IP + 2 — Pa@)I? = 3|z
=0

Par passage a la limite quand n — co, on obtient 'inégalité de Bessel

oo
Iz > [z, en)?
n=0

La série précédente étant convergente, son terme général tend vers zéro, soit (x,e,) — 0, ce qui
. * .
montre bien que e, — 0 faible* dans H. O

Le résultat précédent nous fournit un cas de suite faiblement convergente qui ne converge pas
fortement. Toutefois, en dimension finie, les deux notions de convergence coincident.



Proposition 1.6. Soient E un espace de dimension finie et (fn)nen une suite de E'. Si f, = f
faible* dans E’', alors f, — [ fortement dans E’'.

Démonstration. Soit d = dim(FE) = dim(E"), B = (e1,...,eq) une base de E et (e],...,e}) la base
de E’ duale de B (i.e. (e}, e;) = d;; pour tout 1 < 4,5 < d). Toutes les normes étant équivalentes
en dimension finie, on considére la norme suivante sur E’ :

d d
IFI17 =D f7 onf=) fie.
i=1 i=1

Comme f, = f faible* dans E', on a en particulier que (f,,); = (fn,e:) — (f,e;) = fi pour tout
i=1,...,d, et donc

d
”fn - f||2 = Z|(fn)z - f1‘2 —0
=1

car la somme est finie. O

1.2 Propriétés de compacité

Nous nous intéressons a présent aux propriétés de bornitude et compacité. Rappelons un résultat
classique des espaces métriques complets.

Théoréme 1.7 (Baire). Soit (X,d) un espace métrique complet.
(i) Pour toute suite d’ouverts (U, )nen denses dans X, (), ey Un est dense dans X ;
(ii) Pour toute suite de fermés (F)nen d’intérieurs vide dans X, U, oy Frn est d’intérieur vide
dans X.

Démonstration. L'énoncé (ii) suit de (i) par passage au complémentaire. On montre donc (i).

Notons G := [,y Un, il s’agit de montrer que G' = X, i.e., pour tout zo € X et tout ro > 0,

B(l‘o,To)ﬂG#@. (1.1)

Puisque Uy est un ouvert dense, il existe un z; € B(xg,r0) N Uy et, ce dernier ensemble étant
ouvert, il existe un 0 < 1 < ro/2 tel que B(z1,7r1) C B(zg,r0) N Up. Par récurrence, on construit
deux suites (zp)neny dans X et (rp)nen dans |0, 400 ayant les propriétés
— T
B(zni1,"n11) C B(@n,mn) NUn, 0<rpp1 < ?n, pour tout n € N.
En particulier, si n > m, alors @, € B(Z, rm) et done d(zy, Zm) < rm < 19/2™. Par conséquent
(Zn)nen est une suite de Cauchy dans (X, d) complet, et donc il existe un z € X tel que z,, — =.
Or x,, € B(y,rm) pour tout n > m et donc x € B(xy, rm) C Uy, par construction. Finalement,

on obtient que x € (), oy Un = G et donc (1.1) est vérifié. O

Les résultat suivant permet de passer d’'une majoration ponctuelle & une majoration uniforme.

Théoréeme 1.8 (Banach-Steinhaus). Soit E un espace de Banach et F un espace vectoriel
normé. Si (T;)icr est une famille dans L(E, F) telle que

sup [|T;(x)||Fp < 00 pour tout x € E,
i€l

alors
sup [| Tl c(m,Fy < 0.
i€l



Démonstration. Pour tout n € N, on pose X,, := {x € E : sup;¢; ||Ti(2)||r < n}. Comme T; est
continue, x — ||T;(z)||r Vest également et donc {z € E : |T;(z)||r < n} est fermé pour tout i € I.
En écrivant que X,, = (,c;{z € E: || T;(x)||r < n}, on obtient ainsi que X,, est fermé. Par ailleurs,

par hypothese, on a
E= U X,.

neN

L’ensemble E étant complet, le théoreme de Baire assure 'existence d'un indice ng € N tel que
Xn, n'est pas d’intérieur Vide.iIl existe donc un g € E et ro > 0 tels que B(zo,r0) C Xy, soit
IT:(x)||F < mo pour tout & € B(xg,79) et tout ¢ € I. Si x € B(0,1), alors 2o + rox € B(xo,70) et
donc

1 1
|mmwsw+fmmms@ﬁmwmmw)
T0 To el

Par passage au sup en x dans le membre de gauche, il vient

1
| Tillze,ry < — (no + sup ||Ti($o)|F) ;
To i€l

d’ou le résultat. O

Proposition 1.9. Si (f,)nen est une suite de E' telle que f, — f faible* dans E', alors
i) la suite (fn)nen est bornée dans E' ;

i) |[fller < liminfy, || fll 5 ;
iii) st xn, — x fortement dans E, alors (fn,xn) — (f,x).

Démonstration. Si f,, — f faible* dans E’, alors pour tout & € E, (f,,z) — (f,z) et donc la suite
numérique ((fp,2))nen est bornée dans R :

sup |(fn, )| < oo pour tout z € E.
neN

Le Théoreme de Banach-Steinhaus montre alors que

sup || fn |l < 400,
neN

ce qui établit i). En ce qui concerne ii), on écrit que pour tout = € E,

= 1 < limi ’ .
(foa) = Tim {fo) < loninf | ol o] e

On divise ensuite par ||z||g puis on passe au sup en z € E,

, L ..
e = s LD < it |7, o
veE.a#0 ||Z||E T notoo

Enfin, si z,, — = fortement dans F, alors

|<fnazn>_<f7x>| |<fnazn_z>|+|<fn_f7x>

[ fnllzllzn — l|e + [(fo = f,2)]-

D’apres i), la suite (f,)nen est bornée dans E’ par une constante M > 0 (indépendante de n),
donc

IAINA

[(frrn) = (f, )| < M|z — 2l + [(fo = f,2)] =0,

ce qui montre iii) et conclut la preuve de la Proposition. O



Le résultat suivant est 'un des résultats fondamentaux sur la convergence faible*. Il assure,
dans le dual d’un espace séparable, que toute suite bornée est faible* séquentiellement relativement
compacte.

Théoreme 1.10. Soit (E, || - ||g) un espace de Banach séparable. Si (fn)nen est une suite bornée
de F', i.e.,

sup || full e < o0,

neN

alors on peut en extraire une sous-suite (fq(n))nen qui converge faible* vers un élément f € E'.

Démonstration. Soit D = {xp}reny un sous-ensemble dénombrable dense dans E. Nous allons
appliquer un principe d’extraction diagonale. Comme la suite numérique ({fy,o))nen est bornée,
le Théoréeme de Bolzano-Weierstrass assure l'existence d’une extraction op : N — N strictement
croissante et d'un réel L(xg) € R, tels que

<fa'0(n)7x0> - L(IO)
Par récurrence, on suppose avoir a notre disposition des extractions og,...,o0r : N — N strictement
croissantes et des réels L(xg), ..., L(z;) € R, tels que pour tout 0 < j < k,
<faoo»--ooj(n)a xj> — L(Z‘])

Comme la suite ({foyo...oo4(n)> Th+1))nen est bornée, une nouvelle application du Théoreme de
Bolzano-Weierstrass assure l'existence d’une extraction ory; : N — N strictement croissante et
d'un réel L(zp4+1) € R, tels que

<fooo---ookoak+1(n)7 xk-‘rl) — L(l‘k+1).

On définit o : N — N par o(n) := og o --- 0 0,(n) de sorte que la sous-suite diagonale (Z,(,))n>k
est une sous-suite de (Zoyo...00y (n))n>k- Par conséquent, pour tout k € N, on a

(fo(nyszK) = L(zg).

Montrons que, pour tout x € E et pour la sous-suite sélectionnée précedemment, il existe un
n(x) € N tel que la suite ({f5(n); Z))n>n(z) converge. Soit donc z € E, pour tout ¢ > 0, il existe un
xy, tel que || — zk||g < e. Par conséquent, pour tout m, n > k,

[(fo(ny> ) = (fo(m), T < [(fom), T — 2l + [{fom), Tk) = Fom)s Te)| + {Fo@m), T — k)|
< (fomlle + 1 fomllz)lr = zkllE + Kfom)s k) = (fom), Tr)|-

Comme la suite (f,,)nen est uniformément bornée par une constante M > 0,

‘<fa(n)7x> - <fa(m)ax>| < 2Me + |<f0(n)7xk> - <f0(m)axk>|'

Comme la suite ({fy(n), Tk))nen étant convergente, elle est de Cauchy et donc il existe un Ny € N
tel que pour tout m, n > N, [(fom), Zk) = (fo(m)s k)| < €. On en déduit donc que pour tout m,
n > n(x) := max(Ng, k),
|<f<7(n)ax> - <fo(m)7x>| < (2M + 1>57
ce qui prouve que la suite ((fy(n),*))n>n(z) st de Cauchy dans R et donc qu’elle converge vers un
réel noté L(z).
On montre enfin que application z — L(x) est linéaire et comme

<fcr(n)7$>‘ < M”x”Ev

[L(z)| = lim

elle est continue et donc L € E’, ce qui montre que fy () 2 L faible* dans E'. O



Si Q est un ouvert de R, le résultat précédent s’applique en particulier aux espaces de Lebesgue
LP(Q) pour tout 1 < p < oo car il s’agit de ’espace dual de L?(€2) pour un certain 1 < ¢ < oo qui
est séparable. Il en est de méme de ’espace des mesures de Radon bornées M(Q) qui est le dual
de l’espace séparable Cy(€2).

2 Le théoreme de Hahn-Banach

2.1 Forme analytique

Le théoréme de Hahn-Banach, sous sa forme analytique, concerne le prolongement d’une forme
linéaire.

Théoréme 2.1 (Hahn-Banach, forme analytique). Soient E un espace vectoriel et p : E — R
une application
i) positivement homogéne de degré 1 : p(Ax) = A\p(x) pour tout A > 0 et tout x € E ;
it) sous-additive : p(x +y) < p(x) + p(y) pour tout z, y € E.
Soient, d’autre part, G un sous-espace vectoriel de E et g : G — R une application linéaire majorée
parp :
g(z) <p(x), pourtoutz e G.

Alors, il existe une forme linéaire f : E — R qui prolonge g :
flx)=g(z) pourtout x € G

et magjorée par p
f(x) <p(z), pourtoutz € E.

Démonstration. Nous présentons pour simplifier une démonstration dans le cas ou E est un espace
vectoriel topologique séparable et p est continue. Dans sa version générale la démonstration de ce
résulltat repose sur des arguments subtils de théorie des ensembles (en particulier I’axiome du
choix et le Lemme de Zorn).

Etape 1. Soient W un sous-espace vectoriel de E tel que W # E et h : W — R une forme
linéaire telle que h(m) < p(x) pour tout & € W. Montrons que pour tout zo ¢ W, il existe une
forme linéaire h sur W := W + Rz telle que

h(z) = h(z) pour tout z € W

et

f(x) < p(x), pour tout z € W.

On définit iL(fL‘ + txo) = h(z) + ot pour tout z € W et t € R, ol a € R est une constante qui
sera fixée ultérieurement. Par définition, A est une forme linéaire sur W et h(z) = h(z) si 2 € W.
Montrons maintenant que, pour un choix opportun de «, on a h(z + tzg) < p(x + txg) pour tout
x € W et t € R. D’apres ’hypothese d’homogénéité de p et la linéarité de iL, il suffit de vérifier
que cette inégalité est satisfaite pour ¢ = £1. Or d’apre’s la linéarité de h et la sous-additivité de
p, on a pour tout x, y € W,

h(z) + h(y) = h(z +y) < p(z +y) < p(z + 20) + p(y — 20),
ce qui montre que

p(x +x0) — h(x) > h(y) —p(y — x0), pour tout x,y € W.



Soit donc a € R tel que

inf {p(z +w0) —h(z)} = = sup {h(y) — p(y — 20)},
TE yeW

il vient alors que pour tout x € W,

h(z + xo) = h(z) + a < p(x + x0) et h(z — xo) = h(z) — a < p(xz — x9),
ce qui montre bien I'inégalité annoncée.

Etape 2. Soit {ay},>1 une suite dénombrable dense dans E. On pose Gy = G et, pour tout
n>1,G, :=Gy_1+ Ra,. Grace a ’étape 1 et une récurrence, on montre que, pour tout n > 1, il
existe une application linéaire g,, : G, — R telle que

gn(x) = gn_1(z) pour tout x € G,,_1
et
gn(x) < p(x), pour tout = € G,.
En particulier, g, = g sur G pour tout n € N. Pour tout x € Y := J,,~; Gy, il existe un n(z) € N*
tel que = € G,, pour tout n > n(z). On pose alors pour tout z € Y,
9(x) == gn(x), n=>n(x)
et on vérifie que g est linéaire, g=gsur Get g <psur Y.
Etape 3. Par densité de {a,},>1 dans E, on a que Y = E. Soit = € E, alors il existe une suite

(Zn)nen d’éléments de Y telle que x, — x. Par conséquent, pour tout n, m € N, on a que

G(@n) = §(xm) = §(¥n — Tm) < p(@n — Tm)
et

G(xm) = §(zn) = =§(Tn — Tm) = —p(Tm — =),

ce qui montre que la suite numérique (§(z,))nen est de Cauchy dans R et donc qu’elle converge
vers un élément f(x) € R. Notons que la limite ne dépend pas de la suite (2, )nen car si (Yn)nen
est une autre suite d’éléments de Y qui converge vers x, alors pour tout n € N,

—p(Yn — 7n) < §(Tn) — G(Yn)| < P(Tn — Yn)-

On définit ainsi une application f : F — R qui est linéaire. Comme f = g sur Y et ¢ = g sur G,
on obtient que f = g sur G et si (z,)nen est une suite d’éléments de Y telle que z,, — z, alors
comme g < psurY,ona

f(z)= lim g(z,) < lm p(z,)=p(x),

n—-+oo n——+00

ce qui conclut la preuve du théoreme. O

Le théoreme de Hahn-Banach permet de montrer que toute forme linéaire continue sur un sous-
espace vectoriel normé peut se prolonger a tout ’espace sans augmenter la norme.

Corollaire 2.2. Soit (E, |- ||) un espace vectoriel normé et G un sous-espace vectoriel de E. Soit
g € G' de norme
lgller == sup  (g,).
z€G,||z||<1

Alors, il existe f € E' tel que f(x) = g(x) pour tout x € G et

[fller:=sup  (f,z) =gl
TEE,||lz][<1



Démonstration. 1l suffit d’appliquer le théoréme de Hahn-Banach avec p(z) := ||g||¢/||z|| pour tout
x € E. On obtient alors une application linéaire f : E — R qui prolonge g et telle que

{(f;2) < lgllellll,  pour tout = € E.

Par conséquent, f € E' et ||fllzr < |gllg-- L’autre inégalité est évidente puisque

Ifller="sup (f,x)>= sup (f,x)= sup (g,7)=|gle,
TEE,|lz|<1 z€G,|z|I<1 7€G,||z]|<1
ce qui conclut la preuve du corollaire. O

Le corollaire suivant permet de calculer la norme d’un élément d’un espace vectoriel normé par
dualité.

Corollaire 2.3. Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé. Pour tout x € E,

el = max _(f, ). (2.1)

JEE,|Ifllgr <1

Démonstration. Par définition de la norme dans E’, on a que pour tout f € E’ et tout z € F,
(f,zy <||flle’||z]l et donc par passage au sup

el = sup (f,z).
JEB ||l mr <1

Pour montrer I'inégalité, on applique le corollaire 2.2 avec G = Rx et g(tz) = t||x||?, en observant
que |||’ = [|z]|. On trouve alors un f € E' tel que [|f[|zr = llgllcr = [|z[| et f(2) = g(z) = ||z]|* =
1l lll-

Remarque 2.4. Notons que si E = F’ est le dual d’un espace vectoriel normé (F,|| - ||#), on a
par définition de la norme d’une application linéaire

lfllzr= sup (f,z) pour tout f € F’.
zeF,||z||p<1

En parculier, le sup n’est en général pas atteint. La formule 2.1 nous fournit une formule similaire
dans le cas ou E n’est pas forcément un espace dual. Il convient toutefois de noter qu’elle est loin
d’étre triviale puisqu’elle résulte du théoréme de Hahn-Banach, alors que dans le cas ou F’, il s’agit
d’une définition.

2.2 Formes géométriques

On se donne a présent un espace vectoriel normé E. Si f : E — R est une forme linéaire non
nulle et « € R, 'ensemble H := {z € E: (f,z) = a} est un hyperplan.

Proposition 2.5. L’hyperplan H est fermé si et seulement si f est continue.

Démonstration. Si f € E’, alors clairement H est fermé. Réciproquement, supposons que H est
fermé et considérons un élément o € E \ H. Le complémentaire de H étant ouvert, il existe un
r > 0 tel que B(zg,7) C E\ H. Supposons que (f,z¢) < a (le cas (f,zo) > a pouvant étre traité
de fagon similaire) et montrons que (f,z) < a pour tout € B(zo,r). Supposons par 1'absurde
l'existence d'un z; € B(x,7) tel que (f,z1) > . Comme le segment

[0, 21] = {(1 — t)wg + tay : t € [0,1]} C B(wo,7),



on en déduit que (f, (1 —t)xzo +tx1) # a pour tout ¢ € [0,1]. Or le choix ¢ = % aboutit &
une contradiction ce qui montre bien que (f, ) < o pour tout x € B(xg,). Par conséquent, pour

tout 2 € B(0,1), zo + rz € B(z,r) et donc
(f,xo+1rz) <, pour tout z € B(0,1),
dott || fller < 7 (e = (f, o)) O

Définition 2.6. Soient A et B deux parties de E.
i) L’hyperplan H sépare A et B si (f,a) < a < (f,b) pour tout a € A et b € B;
ii) L’hyperplan H sépare strictement A et B s’il existe un e > 0, (f,a) <a—e < a+e < (f,b)
pour tout a € A et b€ B.

2.2.1 Ensembles convexes et jauge

Définition 2.7. Soit C une partie d’'un espace vectoriel E. On dit que C' est convexe si pour tout
x,y € C, le segment [z,y] := {ty + (1 —t)z : t € [0, 1]} est inclus dans C.

En guise d’exemple, tout sous-espace vectoriel de E est convexe. Toute boule d’un espace vec-
toriel normé est convexe.

Lemme 2.8. Soit (E,| - ||) un espace vectoriel normé et C un ensemble convexe et ouvert tel que
0 € C C E. On définit la jauge de C' par

j(x):=inf{a >0: a 'z € C}, pour tout x € E.

Alors
i) j est positivement homogéne de degré 1 ;
it) j est sous-additive ;
i11) il existe M > 0 telle que 0 < j(x) < M||z|| pour tout x € E ;
i) C={zxeE:jx)<1}.

Démonstration. Six € E et A >0,
j(z) :==1inf{a > 0: a Az € C} = Ninf{a/XA > 0: (a/)) "'z € C} = N\j(z),

ce qui montre i).
Pour ii), soient x et y € E et € > 0, alors x/(j(z) +¢) € C et y/(j(y) + €) € C. Par convexité
de C,

€ Y
t————+(1—-t)—=—— € C, pour tout t € [0,1].
i@ +e i) +e o
En choisissant ¢ = m, il vient m € C, soit j(z+y) < jlx)+ j(y) + 2¢. On

obtient alors ii) par passage & la limite quand € — 0.

Comme 0 € C et C est ouvert, il existe un r > 0 tel que B(0,r) C C. Donc pour tout x € E, on
arx/||z|| € B(0,7) et donc j(z) < ||z||/r, ce qui montre iii) avec M = 1/r.

Enfin, si € C, comme C est ouvert, il existe un ' > 0 tel que B(xz,r’) C C. Soit € < 7' /x|,
alors ||(1 4 ¢)xz — z|| = ¢||lz|]| < 7’ ce qui montre que (1 + €)x € B(z,r") C C. Par conséquent,
jlx) < 1%—5 < 1. Réciproquement, si j(x) < 1, alors il existe un j(z) < a < 1 tel que z/a € C.
Comme 0 € C, on en déduit que = a(zr/a) + (1 — )0 € C, ce qui montre iv). O

Proposition 2.9. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et C un ensemble convexe, ouvert
et non vide. Si x & C, il existe f € E'\ {0} tel que f(y) < f(x) pour tout y € C. En particulier,
Uhyperplan {y € E : f(y) = f(x)} sépare {z} et C.



Démonstration. Par translation, on se ramene au cas 0 € C. On considere la forme linéaire g sur
G = Rz définie par g(tx) = ¢ pour tout ¢t € R. Montrons que g(tz) < j(tx) pour tout ¢t € R, ou
J est la jauge de C. Si t < 0, 'inégalité est évidente. Si t = 1, alors g(z) =1 < j(z) car ¢ ¢ C
d’apres le lemme 2.8. Enfin si ¢t > 0 alors, j(tz) =t < tj(z) = j(tz) toujours d’apres le lemme
2.8. Le théoreme de Hahn-Banach sous forme analytique (théoréme 2.1) implique alors I’existence
d’une forme linéaire f : E — R telle que f(tx) =t pour tout t € Ret f(y) < j(y) pour tout y € E.
En particulier, f(y) < M||y|| pour tout y € E ce qui montre que f € E', et f(y) <j(y) <1= f(z)
pour tout y € C' d’apres le lemme 2.8. O

2.2.2 Séparation d’ensembles convexes

On montre a présent une premiere version géométrique du théoreme de Hahn-Banach qui
concerne la séparation large de deux ensembles convexes disjoints.

Théoréeme 2.10 (Hahn-Banach, premiére forme géométrique). Soient (E, | - ||) un espace
vectoriel normé et A et B deux ensembles convexes non vides disjoints de E. On suppose A ouvert.
Alors, il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B.

Démonstration. Soit C = A—B={a—b:a€ A, be B}. Alors
— C est ouvert car C = [Jyc5(A —0);
— C est convexe car si z, y € C et ¢t € [0, 1], on peut trouver a;, as € A et by, ba € B tels que
T =aj; — by et y = ag — by. Par conséquent, tx + (1 —t)y = ta; + (1 — t)ag — tby — (1 — t)ba.
Par convexité de A et B, on a que ta; + (1 — t)az € A et thy + (1 — t)by € B, ce qui montre
que tx + (1 —t)y € C;
— 0 & C car sinon, il existerait a € A et b € B tels que 0 = a — b, soit a = b, ce qui est
impossible puisque A et B sont disjoints.
La proposition 2.9 montre alors lexistence d'un f € E’\ {0} tel que f(y) < f(0) = 0 pour tout
y € C. Par conséquent, f(a) < f(b) pour tout a € A et tout b € B. Soit donc o € R tel que
sup,eca f(a) < a < infyep f(b), alors 'hyperplan H = {x € E : f(x) = a} sépare effectivement A
et B. O

On peut améliorer le résultat précédent et montrant un résultat de séparation stricte quand 'un
des ensembles est fermé et 'autre compact

Théoréeme 2.11 (Hahn-Banach, seconde forme géométrique). Soient (E,|| - ||) un espace
vectoriel normé et A et B deuz ensembles convexes non vides disjoints de E. On suppose A fermé
et B compact. Alors, il existe un hyperplan fermé qui sépare strictement A et B.

Démonstration. Pour € > 0, on pose A, = A+ B(0,¢) et B. = B+ B(0,¢). Les ensembles A. et
B, sont ouverts, convexes et non vide. De plus, il existe un €9 > 0 tel que A, N B, = §) pour tout
€ < g¢. En effet, dans le cas contraire, il existerait une suite €, — 0 telle que A., N B. # () pour
tout 7 € N. Autrement dit, on pourrait trouver deux suites (an)nen C A et (bn)nen C B telles
que |la, — by|| < 2e,. L’ensemble B étant compact, on peut extraire une sous-suite (by(,))nen de
(bn)nen qui converge vers un certain b € B. Par conséquent, on a aussi que a,(,) — b et comme
A est fermé, il vient que b € A ce qui est absurde puisque A et B sont disjoints. Le théoreme 2.10
montre alors I'existence d'un f. € E'\ {0} et d’'un a. € R tels que

felat+ex) <a. < f.(b+ex), pourtouta€ A, be Betxe B(0,1).

D’ou
fe(a) +ellfellmr < ae < fe(b) — el fel s

ce qui termine la preuve du théoréme puisque || f<||z > 0. O
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Une application directe du théoreme précédent concerne un critéere de densité.

Corollaire 2.12. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de E.
Alors F = E si et seulement si

feFE et (f,x) =0 pour tout v € F = f = 0.

Démonstration. Si F = E et f € E' est tel que (f,z) = 0 pour tout = € F, alors (f,z) = 0 pour
tout x € E. Par passage au sup en z, il vient || f||gr = 0 ce qui montre que f = 0.
Réciproquement, si F' # E, alors il existe un xp € E '\ F. D’apres le théoréme de Hahn-Banach,
seconde forme géométrique (théoréme 2.11), on peut séparer le compact convexe {zo} du fermé
convexe F. Il existe donc un f € E’\ {0} et a € R tels que f(x9) < a < f(y) pour tout y € F.
En particulier f(y) > « pour tout y € F, ce qui implique que f = 0 sur F car ¢’est un sous-espace
vectoriel. O

2.2.3 Applications

Les différentes versions du théoreme de Hahn-Banach s’appliquent typiquement pour montrer
certaines propriétés des ensembles séparables ou des espaces réflexifs.

Proposition 2.13. Soit (E,|| - ||) un espace Banach. Si E' est séparable, alors E 'est aussi.

Démonstration. Soit D := {f,}nen une partie dénombrable dense dans E’. Par définition de la
norme sur E’, pour tout n € N, il existe un z,, € E avec |z,| = 1 et (fn,zn) > 5| falle-
Notons F I’ensemble formé de toutes les combinaisons linéaires d’éléments de {x,, } nen & coefficients
rationnels. Il s’agit d’un ensemble dénombrable. Montrons qu’il est dense dans E. Pour ce faire, on
consideére f € E’ tel que (f,z) = 0 pour tout = € F. Par densité de D dans E’, pour tout € > 0, il
existe un f,, € D tel que ||f — fu|lgr < e. Par conséquent,

||f||E’ <e+ ||fn||E’ <e+ 2<fn7xn> =+ 2<fn - f7 xn> + 2<f7 xn>

Comme f s’annule sur F et que f,, € F, il vient

1fller < &+2[fn = fllerllznll < 3¢,

ce qui montre que f = 0. Le Corollaire 2.12 permet donc de conclure que F' est dense dans FE et
donc que F est séprable. O

L’espace FE s’identifie naturellement & une partie de E” via I'application J : E — E’' définie par
(J(z),LYgr g = (L,x)p g, pour tout z € E.

Proposition 2.14. Soit (E,| - ||) un espace de Banach. Alors J réalise une isométrie de E sur
son image J(E) C E”, i.e. ||J(z)||gr = ||z|| pour tout x € E. En particulier, J est injective et
J(E) est fermé dans E".

Démonstration. Notons tout d’abord que J est un application linéaire. Par définition de la norme
et de J,

17 (@) e = sup [(J(x), L) pr v | = sup (L, 2) g m| = |z,
LEE L]l <1 LER,|L|| 5 <1

ou la derniere égalité résulte du corollaire 2.3. Ceci montre que J est une isométrie et donc qu’elle
est injective. Montrons & présent que sont image J(FE) est fermée dans E”. Pour ce faire, on
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considére une suite (T}, )nen dans J(E) qui converge dans E” vers un élément T € E”. Pour tout
n € N, il existe un z,, € F tel que T,, = J(z,,) et J étant une isométrie, on a que ||, — zy|| =
| (xn) — J(@m)l|E" = [T — Tin|| g pour tout m, n € N. Il en résulte que (z,,)nen est une suite
de Cauchy dans E qui converge donc vers un élément = € E. Par continuité de J, il vient que
T = J(z), ce qui montre que J(FE) est fermé dans E”. O

Définition 2.15. Un espace de Banach E est réflexif si I’application J est une bijection, i.e.,
J(E)=E".

Lorsque E est réflexif, on identifie implicitement E et E” via l'isomorphisme J. Par exemple,
tout espace de Hilbert H est réflexif puisque, par le théoréeme de Riesz H s’identifie a son dual.
Par ailleurs, les espaces LP(E) sont réflexfis pour 1 < p < co. En revanche ni L'(E) ni L>®(E) ne
le sont.

Lemme 2.16. Si E est réflexif, alors E' ’est aussi.

Démonstration. Notons d’abord que la proposition 2.14 appliquée a ’espace de Banach réflexif
E' montre que J : E' — (E')", définie par (j(L),T>(Eu)/7E~ = (T, L)g» g pour tout L € E' et
T € E”, est injective et isométrique & image fermée dans (E’)”. Montrons maintenant qu’elle est
sujective. Soit R € (E')” = (E")’ une forme linéaire continue sur E”, on pose L := Ro J € E'.
Pour tout T' € E”| par réflexibilité de F, il existe un « € F tel que T = J(x). Par conséquent,

<R7 T>(E”)’,E” = <R, J(ZL‘)>(EN)/’E// = <L,$>E’,E = <J('T)7L>E”,E' = <T’ L>E”7E’7

ce qui montre que P'application .J est surjective. Ceci prouve que (E’)” est isométriquement iso-
morphe & E’, et donc que E’ est réflexif. O

Proposition 2.17. Soit (E,||-||) un espace de Banach réflexif et F' un sous-espace vectoriel fermé.
Alors F' est également réflexif.

Démonstration. Montrons tout d’abord que F” est isométriquement isomorphe & une partie de E”
par l'application I : F” — E" définie par

<I(T)7 L>E”,E’ = <T, L|F>F”,F/7 pour tout 1" € F"et LeE.
Par définition, I est linéaire et
(I(T), L) gl < | Tllp | Ll pller < TN e[| L)l 2,

ce qui montre que I est continue de norme ||I|| 2 gy < 1. Pour montrer I'inégalité opposée, pour
tout £ > 0, il existe un L € F’ tel que

T,L)pr pr
h# +e> HT”F//.
1L e
D’apres le corollaire 2.2, il existe une extension L € E’ telle que L|r = L et ||L|| g = || L. Par

conséquent,
(I(T),Lygrpr (T, L)pr p
1Ll & Ll
ce qui montre que || I(T)||g» > ||T||p» et donc ||I||z(pr gy > 1. Par conséquent, I réalise une

isométrie de F” sur sont image I(F") C E” ce qui prouve que F” et I(F") sont isométriquement
isomorphes.

2T —e,
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Il s’agit & présent de montrer que pour tout T' € F”, il existe un v € F tel que
(T, L)pr pr = (L,0)pr p, pour tout L € F'. (2.2)

D’apres ce qui vient d’étre fait, il existe un I(T") € E” tel que (I(T), LYg g = (T, L|F) g+ pour
tout L € E’. Or E étant réflexif, il existe un v € E tel que (L,v)p g = (I(T),L)p» g et par
conséquent

<T,L|F>F“,F/ = <L,’U>E/7E. (23)

Montrons a présent que v € F. Pour ce faire, supposons par I'absurde que v ¢ F. Le théoreéme
de Hahn-Banach, deuxiéme forme géoémétrique (théoreme 2.11) permet de séparer strictement le
compact {v} du fermé convexe F. Il existe donc Ly € E’ \ {0} et o € R tels que

(Lo, v)pr g < o < (Lo, w)g g, pour tout w € F.

Il vient alors que Ly est minorée sur le sous-espace vectoriel F, et donc Ly = 0 sur F, puis
que (Lo, v)pr.p < a < 0 ce qui est absurde d’aprés (2.3). Enfin si £ € F’, le corollaire 2.2
permet de prolonger £ en un élément L € E’ avec L|p = L de sorte que, v appartenant a F,
(L,v)pr r = (L,v)p g, ce qui conclut la preuve de (2.2). O

3 Convergence faible

Dans un espace de Banach qui n’est pas un espace dual, comme c’est typiquement le cas de
I'espace de Lebesgue L', la notion de convergence faible* ne s’applique pas. On lui préférera la
notion de convergence faible dont voici la définition dans un espace de Banach général E.

Définition 3.1. Une suite (x,)nen d’éléments de E converge faiblement vers x € E, et on note
T, — T, s
(f,zn) — (f,x) pour tout f € E'.

Une limite faible, quand elle existe, est toujours unique comme conséquence du théoreme de
Hahn-Banach sous forme analytique. En effet, si « et y € E satisfont (f,z) == (f,y), alors

lz—yllp=_ max (fz-y) =0,
fEE | fllgr<1
ce qui montre effectivement que = = y. Par ailleurs, nous avons des propriétés similaires a la
convergence faible* résumées dans la proposition suivante dont la démontration est similaire &
celle de la proposition 1.9.

Proposition 3.2. Si (x,)nen est une suite de E telle que x, — = faiblement dans E, alors :
i) la suite (x,)nen est bornée dans E ;
it) ||z||g <liminf, ||z.|& ;
iii) si fn, — [ fortement dans E’, alors (fn,x,) — (f,z).

Démonstration. Si x, — x faiblement dans E, alors pour tout f € E', (f,xn)p .5 = (f,2) 5 5 €t
donc la suite numérique ({f, =) g’ E)nen est bornée dans R :

sup |{f, zn)p | < o0  pour tout f € E'.
neN

Le théoreme de Banach-Steinhaus montre alors que

sup  sup  |(f,2n)E E| < 00.
neN feB ||f|| <1
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Or d’apres le corollaire 2.3, on a sup e g | 7). <1 [{fs Zn) B, E| = [|24]], ce qui montre que

sup ||z, || < oo,
neN

ce qui établit i). En ce qui concerne ii), on écrit que pour tout f € E’,

(fran)pre = lim (f)p,p < lminf | flp ]

On divise ensuite par ||f| g puis on passe au sup en f € E’, le corollaire 2.3 implique alors que

|z|]| = sup m < liminf ||z, ||.
reerszo  |Ifle n—s+00

Enfin, si f, — f fortement dans E’, alors

[{fn— f,2n)e Bl +1{fi2n —2)p E
1 fr = fller lznll + [(fs 2n — 2) B/ E]-

|<fm$n>E/,E - <f, 5U>E/E|

INIA

D’apreés i), la suite (2, )nen est bornée dans E par une constante M > 0 (indépendante de n), donc

[{fr,2n)er B — (fr2)E 8| < M||fr — fller + {f,2n — 2)E/ 8| =0,

ce qui conclut la preuve de la proposition. O

Le résultat suivant est I'un des résultats fondamentaux sur la convergence faible. Il assure, dans
les espaces réflexifs, que toute suite bornée est faiblement séquentiellement relativement compacte.

Théoreme 3.3. Soit (E,| - ||) un espace de Banach réflexif. Si (xn)nen est une suite bornée de
E, i.e.,

sup [z, | < oo,

neN

alors on peut en extraire une sous-suite (Tq(n))nen qui converge faiblement vers un élément x € E.

Démonstration. On définit F = Vect{z,}nen qui est un sous-espace vectoriel fermé de E. En
vertu de la proposition 2.17, I est réflexif. Il est également séparable puisque ’ensemble D formé
de toutes les combinaisons linéaires d’éléments de {x,, } nen & coefficients rationnels est dénombrable
et dense dans F. Comme F” peut étre identifié & F' via un isomorphisme isométrique J : F — F",
on en déduit que l'ensemble J(D) est dénombrable et dense dans F”, ce qui assure que F” est
séparable. Par suite, F” est également séparable d’apres la proposition 2.13.

Notons {f}ren un sous-ensemble dénombrable dense dans F. Nous allons appliquer un prin-
cipe d’extraction diagonale de sous-suite. Comme la suite numérique ({fo, xn)r’ F)nen est bornée,
le théoreme de Bolzano-Weierstrass assure ’existence d’une extraction oy : N — N strictement
croissante et d'un réel L(fy) € R, tels que

(fos Too(n)) Fr. e — L(fo)-

Par récurrence, on suppose avoir a notre disposition des extractions og,...,0r : N — N strictement
croissantes et des réels L(fo),..., L(fx) € R, tels que pour tout 0 < j < k,

<fj7‘rajo~~~ooo(n)>F’,F — L(f])
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Comme la suite ({fr4+1,Zoyo...000(n)) F’,F)neN st bornée, une nouvelle application du théoreme de
Bolzano-Weierstrass assure l'existence d’une extraction oiy; : N — N strictement croissante et
d’un réel L(fr41) € R, tels que

(frt1> Ty 1 0o0-000(n) ) Fr. P — L(fry1)-
On définit 0 : N — N par o(n) := 0, 0 --- 0 0g(n) de sorte que la sous-suite diagonale (2,(,))n>k

est une sous-suite de (T4,o...00(n))nen- Par conséquent, pour tout & € N, on a

(fr> To(m)) Fr. P — L(f1).

Montrons a présent que, pour tout f € F et pour la sous-suite sélectionnée précedemment, il
existe un n(f) € N tel que la suite ((f, Zo(n))F",F)n>n(s) converge. Soit donc f € F, pour tout
e >0, il existe un f tel que ||f — fr|lr» < e. Par conséquent, pour tout m, n > k,

|<f?ma(n)>F’7F - <f7 x(r(m)>F'7F| < |<f - fkaxa(n)>F’7F|
+ |<fk7xa(n)>F’,F - <fk7"I:U(m)>F,,F‘ + |<fk - faxa(m)>F’,F|
< (zom) | + Zo@m) DI = Feller + [ frs Tom))  p = (fies To(my) pr, 1 |-

D’apres le théoreme 3.3, la suite (z,)nen est uniformément bornée par une constante M > 0 et
donc

I, Tom)) rr . F — {fs Ta@m)) Fr p| < 2Me 4+ [{fos To@m)) 1. P — (frr To(m)) F7,F |-

Comme la suite ({fx, Ts(n)) F’,F)nen est convergente, elle est de Cauchy et donc il existe un Ny € N
tel que pour tout m, n > Ny, [(fr, To(n)) F',F — {fks To(m)) Fr,r| < €. On en déduit donc que pour
tout m, n > max(Ng, k),

|(fs o)) . r — (fs o)) Fr.r| < (2M + 1)e,

ce qui prouve que la suite ((f, 5 (n))F’,F)n>k est de Cauchy dans R et donc qu’elle converge vers
un réel noté L(f).
On montre facilement que lapplication f — L(f) est linéaire et comme

L) = lim [{f, Zo(n))rr| < M| fllF,

n—-+oo

elle est continue et donc L € F”. Par réflexibilité de F”, il existe un z € F tel que L(f) = (f, z)r' F-
Finalement on a montré I'existence d’une sous-suite (T4 (n))nen et d'un élément x € F tels que
(f,7om))rr.p — (f,2)F p. Ceci implique que 4,y — @ faiblement dans E. En effet, si f € E,
alors comme = € F' et T, € F,

(f,om)) e B = {flF, Tom))Fr .k = (flp,2)F . Fr = (f,2)E" B,
ce qui conclut la preuve du théoréme. O

Le cas qui nous intéressera particuliément ici est celui de E = L'(X) (dont le dual peut étre
identifié & L°°(X)), une suite (f,,)nen d’éléments de L'(X) converge faiblement vers f € L*(X) si

/f,gdu—)/fgdu pour tout g € L™(X).
X X

Il est immédiat de voir ici que la limite faible est unique car si fi et fo € L'(X) sont deux limites
faibles, on a pour tout g € L (X) que

/ (fi — f2)gdp =0,
X
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puis en prenant g = lﬁ:ﬁ‘l{flﬁz} € L>(X) que || f1 — follpr(x) = 0, soit fi = fo.

Dans l'espace L', il n’y a pas d’espoir d’avoir un résultat général de compacité faible, similaire
aux théoremes 1.10 et 3.3, comme cela peut étre le cas dans LP pour p > 1.

Exemple 3.4. Soit (f,)nen la suite de L1([0, 1]) définie par

n si
f”(m):{o N

alors on a ||f,]l1 = 1. Supposons, par 'absurde, que pour une sous-suite toujours notée (fy,)nen,
fn — f faiblement dans L'([0,1]). Comme en particulier, 1 € L>([0,1]), il vient que

1 1
1:/ fndx—>/ fdx,
0 0

ce qui montre que fol fdx = 1. Par ailleurs, si I est un intervalle fermé contenu dans ]0, 1], alors il
existe un ng € N tel que f,, = 0 p.p. sur I, pour tout n > ngy. En choisissant g = x5 € L*°([0,1])

comme fonction test, il vient
O:/fndx—>/fdm.
I I

En choisissant I = [1/k, 1], on obtient que fll/k fdx = 0 pour tout k > 1, puis par passage a la

S|= O

<z
<x

IA A
Ju— {\*—‘

limite quand k& — oo et par convergence dominée, fol fdx =0, ce qui est impossible.

L’obstruction typique & la convergence faible dans L est le fait que les suites ont tendance & se
concentrer pour former a la limite une mesure a la place d’une fonction intégrable. Pour éviter de
type de phénomene, on introduit la notion suivante d’équi-intégrabilité qui assure que la suite ne
se concentre pas sur des ensembles de mesure arbitrairement petite.

Définition 3.5. Soit  un ouvert de RY de mesure finie et (f,,)nen une suite d’élements de L*(€2).
On dit que (fy)nen est équi-intégrable si pour tout € > 0 il existe un § > 0 tel que

AcA LNA) <5 = sup/|fn|dx§5.
neNJ A

Pour simplifier, nous nous placons dans le cadre d’un ouvert de mesure finie. Si LV () = 400
(ce qui est par exemple le cas si Q = RY), il faut de plus s’assurer que la masse de la suite de
fonctions ne s’échappe pas a l'infini, i.e., pour tout € > 0 il existe un ensemble A C Q tel que

LN(A) < oo et
sup/ | fnldx < e.
neNJO\ A

Le résultat suivant caractérise les suites faiblement convergentes dans L'.

Théoréme 3.6 (Dunford-Pettis). Soit Q un ouvert de RN tel que LN (Q) < 00 et (fn)nen une
suite bornée d’élements de L'(Q).
(i) Si f, — f faiblement dans L'(Q) pour une fonction f € LY (Q), alors la suite (fn)nen est
équi-intégrable.
(ii) Si (fn)nen est équi-intégrable, alors il existe une sous-suite (fo(n))nen et une fonction f €
LY(Q) telle que fom) = [ faiblement dans LY(Q).
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Démonstration. Etape 1. Montrons d’abord la condition suffisante. On remarque tout d’abord que
pour tout A € A, la limite

n—oo

lim fndx
A

existe. On désigne par L la tribu des ensembles Lebesgue mesurable
Soit B := {14 : A € L}. Montrons que E est un sous ensemble fermé de L'(€). Soit (14,);en
une suite d’éléments de E telle que 14; — f dans L'(€). Pour une sous-suite, on a 14, = f p.p-
dans Q, ce qui implique que f(z) € {0,1} pour presque tout x € . On en déduit que f € F et
donc que E est fermé de L(£2), ce qui confére & cet espace une structure d’espace métrique.
Pour tout k € N, on pose
< } |
-8

Montrons que les Ej sont fermés dans E et que E = |,y Ex. Pour ce faire, on écrit que Ey =

ﬂn,le Ejn,i ot
€
/(fn — fi)ladz| < 8} .
Q

Soit (1Aj )jen une suite d’éléments de Ej ,; telle que 14, — 14 dans E. Pour une sous-suite on
ala, — 14 p.p. dans Q et donc (f, — fi)la, = (fn — f1)1a p.p. dans Q. Comme par ailleurs
|(fn — f)1a,| < |fa — fil € L'(Q), le Théoréme de la convergence dominée montre que

B, = {lAGE: sup /Q(fnffl)lAd:v

n, >k

Eyni = {lA eFE:

= lim
Jj—+o0

<

)

ool m

/(fn - fl)]-A dz
Q

/(fn - fl)]-Aj dz
Q

ce qui montre que 14 € Ej,; et donc que Ej,; est fermé. Par suite, Fj est fermé comme
intersection de fermés.

Soit A € L (donc 14 € E). Comme par hypothese la limite lim,, fA fn dx existe, on en déduit
que la suite numérique (fA fndz)nen est de Cauchy. 1l existe donc k € N tel que pour tout n,

1>k,
/nM—/ﬁm
A A

ce qui montre que 14 € Ej et donc que E = J, oy Ex- Si Ek = ) pour tout k € N, le Théoreme de

9
§§7

Baire impliquerait que E=0ce qui est absurde. Par conséquent, il existe ky € N tel que E‘ko # 0.
On peut donc trouver 14, € Ey, (avec Ay € L) et &' > 0 tels que Bg(1a,,d’) C Ej,. Autrement
dit,si A€ L, on a

/|1A—1A0|dl‘<(5l - 1A€Ek0~
Q

Par absolue continuité de l'intégrale de Lebesgue, pour tout € > 0 et tout 0 < n < ky, il existe
0, >0tel quesi A€ L,

LN(A) <5, = /Ifn\dxﬁ
A

| ™

Posons ¢ := min{¢’, dy, ..., Ik, } < 0’ qui satisfait

LNA) <5 = /|fn|dz§ pour tout 0 < n < ko.
A

£
4
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Soit A € L tel que LY (A) < §. Comme
/ Maia, — xa,|de = £V (AU Ag) \ Ag) < £V (A) < 8 < 6
Q

et
/ |1A0\A — 1A0‘d.’1? = ,CN(AO \ (Ao \A)) < EN(A) < (5/ < (5,
Q

on en déduit que 1aua, € Bp(1a,,d') et 1yna € Bp(la,,0’), ce qui montre que 1aua, et
14,\4 € Ej,. Pour tout n > ko, on a donc

/ (fn_fko)dx / (fn_fko)dx
AUA, Ao\A

Par ailleurs, comme A = (Ao U A) \ (4p \ A), on en déduit que

/Afndiv < ‘/Afkodm /A(fn—fko)dff

s/A|fk0\dx+ AUAO<fn—fko)dx /AO\A<fn—fko)d:c

Enfin en décomposant f, = f,7 — f,; avec f,;7 = max{f,,0} et f,, = —min{f,,0} et en appliquant
I'inégalité précécente en remplacant A par AN{f, > 0} et AN{f, <0}, on obtient que

/f,jdxz/ fode < 2, /fn_dx:—/ foda <
A AN{ fr >0} 2 A AN{ fn <0}

Par conséquent,

<

<
87

+

+ <

LELEE
8 2°

I
oo | M

N | ™

[ 1da= [ 15+ gydo <

ce qui établit ’équi-intégrabilité de (fy,)nen-

Etape 2. On montre & présent la condition suffisante. En décomposant f, = f;7 — f avec
5 = max{f,,0} et f, = —min{f,,0}, on constate que si (f,)nen est équi-intégrable alors
( fff)neN le sont également. Par conséquent, on ne restreint pas la généralité en supposant que
fn >0 pour tout n € N. Comme (f,,)nen est bornée dans L'(Q2), d’apres I'inégalité de Markov, il
existe une constante C' > 0 indépendante de n et k telle que

1 C
LY{fn>k}) < E”anl < 5 bour tout n, k € N.
Soient € et § donnés par la définition de ’équi-intégrabilité de (f,,)nen. Il existe kg qui ne dépend
que de § (et donc €) tel que C/k < § pour tout k > kg. On a alors LN ({f,, > k}) < § et donc, par
équi-intégrabilité,

SUP/ |fnldz <&  pour tout k > ko,
neNJ{fn >k}

ce qui montre que

sup/ |fnldz —0
neNJ{f, >k}

18



quand k — +o00. Si gk = f,1( <k}, on a donc

neN

sup/|fn gn|dsr:—sup/ |frnldz =0
{fa>k}

quand k — +o0.

Comme, pour chaque k € N, la suite (g¥),en est bornée dans L>(2), elle admet une sous-suite
qui converge faible* dans L>°(Q). En utilisant un procédé d’extraction diagonale, on peut trouver
une extraction o : N — N (indépendante de k) et une fonction g& € L>(Q) telles que g[’j(n) — gF

faible* dans L°°(£2), i.e., pour tout ¢ € L}(Q),

/gf,(n)godx—)/gknpdx.
Q Q

En particulier, comme € est borné, pour tout 1 € L>°(Q) C L'(Q2), on a

/gi(n)wdﬂf%/g’“wdw,
Q Q

ce qui montre que g(’j(”) — g* faiblement dans L'(£2). En prenant ¢ = 1 € L®(£2) comme fonction
test, il vient

/ ¢*dz = lim gg(n) dr < lim inf/ Jomn)ydr < C,
Q Q

n—+oo /o n—-+o0o

ou C' > 0 est une constante indépendante de k. Par ailleurs, comme gg(n) < gizrnl) pour tout k,
n € N, on en déduit que pour tout 1 € L>(Q) avec 1 > 0,

[ dhpde < [ g,
Q Q

puis par passage a la limite quand n — oo

/ dFde < / ¢ de,
Q Q

ce qui montre que ¢g¥ < ¢**! p.p. dans Q. Par convergence monotone, on en déduit que f =
supy, g* € LY(Q) et g® — f fortement dans L'(Q).
Soit ¢ € L>®(Q),

’/ Fot — Pbde| < ‘/Q(fa(n)—gfi(m)wdx+‘/Q(f—g§(n>)wdx
< olesup gy = bl + | [ (7 = o v
d’ou
imsup | [ (= ods| < Nollsup 1, = gl + | [ (7 = o)
< Il <supfp g+ g - f||1> ,
peN

puis par passage a la limite quand k — oo,
lim (fo(n) - f)w dz =0

n— oo

ce qui montre que f(,) — f faiblement dans LY(Q). O
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Remarquons toutefois que I'espace L'(Q) s’identifie & un sous-espace de M(Q) en identifiant
f € LY(Q) avec la mesure u = fLN. Par conséquent, si (f,)nen est une suite bornée de fonctions
dans L'(€), alors il existe une sous-suite extraite (fy(n))nen C (fn)nen et une mesure de Radon
bornée 1 € M(Q) telle que pour tout g € Co(£2),

/fa(n>gdw—>/gdu-
Q Q

Notons si €2 est borné et la suite (f,)nen est équi-intégrable, la mesure p est absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue, et le Théoreme de Radon-Nikodym assure l’existence et
l'unicité d’une fonction f € L'() telle que u = fLV. Dans ce cas, on en déduit que pour tout

QECO(Q),
/f[,(n)gda:—>/fgda:.
Q Q
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