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1 Rappels de théorie de la mesure

Définition 1.1. Une tribu (ou o-algébre) sur un ensemble X est une sous famille A de P(X)
vérifiant :

(i) D e A;

(i) si A€ A, alors X \ A € A;

(iii) si (An)nen est une suite d’éléments de A, alors |
Le couple (X, A) est appelé espace mesurable.

nen An € A

Définition 1.2. Une mesure est une application p: A — [0, 00] qui satisfait

(i) u(0) =0;

(ii) si (An)nen est une suite d’ensembles dans A deux & deux disjoints,
[e.e]
K (U An) = ZM(An)-
neN
Le triplet (X, A, ) est appelé espace mesuré.

Pour les fonctions f : (X,.A) — K on munit implicitement l'espace d’arrivée K de la tribu
Borélienne B(K).

Définition 1.3. Une fonction f : (X, .A) — K est A-mesurable si f~(B) € A pour tout B € B(K)
ce qui est encore équivalent & f~1(U) € A pour tout ouvert U C K.

2 Premieres définitions et propriétés
Définition 2.1. Soit 1 < p < oo, on définit
LP(X):={f: X — K A-mesurable : ||f|zr(x) < +o0},

1/p
</ |fpdp,) sil<p<oo,
1fll2r(x) = .
esssup ()] = inf{C 2 0+ u({1f] > €)) =0} sip=oo

ou

Commengons par établir deux inégalités fondamentales en théorie de I'intégration.

Proposition 2.2 (Inégalité de Holder). Soient 1 < p < oo et p’ > 1 son exposant conjugué
défini par 1/p+ 1/p" =1 (par convention p’ =1 sip=o00, et p' =00 sip=1). Si f € LP(X) et
g € LP (X) alors fg € LYX) et

[ fallerxy < I ller o llgll o (x)-



Démonstration. Par concavité du logarithme sur |0, +oo[, pour a,b > 0 et 1 < p,p’ < oo avec
1/p+1/p’=10na

1 1 / 1 1.
log(ab) = log(a) + log(b) = —log(a”) + — log(a” ) < log (ap + b ) .
p p p p
Par passage a I’exponentielle, on obtient I'inégalité de Young
1 1. .
ab < —a? + —b°
p p
qui reste vraie pour tout a > 0 et b > 0. En prenant a = [f(z)|/[[f|cr(x) et b= |g(x)/ll9]l 2+ (x)

et en intégrant sur X, on obtient I'inégalité voulue.
Dans I'un des cas p = 1 ou p = 00, le résultat est immédiat par définition du sup-essentiel. [J

Proposition 2.3 (Inégalité de Minkowski). Pour 1 < p < co et pour tout f, g € LP(X), on a
If+ gllerxy < N flleex) + Ngllerx)-

Démonstration. On commence par le cas p = oo. Par définition du sup-essentiel, | f(x)| < || f|l 2o (x)
et [g(z)| < |lgllz(x) pour pu-presque tout » € X, d’ott

[f (@) + g(@)] < [f(@)] + lg@)| < flleoex) + N9l x)s

pour p-presque tout x € E, et donc ||f + gz (x) < [[fll oo (x) + 19l 2o (x)-
Sip=1,ona

1 + gller ) = /E 1 +gldu < /X (IF1+ 19D die = 11l oy + Nl -

Enfin, si 1 < p < oo, I'inégalité de Holder implique que

If+allznxy = / |f +glP dp = /X \f+gllf + 9P du
E
< [+ oPtdu [ lglir+ gl
X X
(p—1)/p
< Ufllercer +lalesco) ([ 07+ o700 an)
= (Iflleecx) + lgllze)) L + gl
ce qui conclut la preuve de ce résultat. O

L’inégalité de Minkowski montre que I'application LP(X) > f — || f|lzr(x) satisfait I'inégalité
triangulaire. Par ailleurs, [[Af|l, = [A[||f]l, pour tout A € Ket f € LP(X) et [|0]|zr(x) = 0. Mal-
heureusement, || f||z»(x) = 0 n’implique pas forcément que f = 0, ce qui montre que Iapplication
LP(X) > f = ||fllze(x) ne définit pas une norme sur LP(X) (c’est en fait une semi-norme). En
effet, on a le résultat suivant qui caractérise toutes les fonctions de semi-norme nulle :

Proposition 2.4. Soit f : X — [0, 400[ une fonction A-mesurable telle que

[ san=o.

Alors f(x) = 0 p-presque pour tout x € X.



Démonstration. On considere les ensembles mesurables F,, := {f > 1/n}. La suite d’ensembles
(En)nen est croissante et {f > 0} = |J,—, E,. Par conséquent,

n=1

n

1M(En)S/Enfdu§/Efdu=07

et done, u(E,) = 0 pour tout n € N. On en déduit par passage & la limite que

qu>@)=u<Ul%>=lm1MEw=0,

n—oo

ce qui montre bien que f =0 p-p.p. dans X. O

Etant données deux fonctions .A-mesurables f et g : X — K, on dit que f ~ g, si f(z) = g(x)
p-presque pour tout z € X. On peut montrer que ~ définit une relation d’équivalence (réflexive,
symétrique et transitive) dans la classe des fonctions A-mesurables. Les espaces £P(X) peuvent étre
rendus normés en considérant ’espace quotient £7(X)/ ~ noté dorénavant LP(X). Si f € LP(X),
on notera (temporairement) [f] sa classe d’équivalence et par définition de la norme dans un espace
quotient, on a

I llzexy = fiél[ﬁ] I fllzecxy = I fllcexy  pour tout f e [f].

Par abus de notation, nous identifierons systématiquement une fonction avec sa classe d’équivalence.

Définition 2.5. Soit f € LP(X), on note

</ 1/p
Iflpdu) §1<p< oo,
Ifllp =l fllze(x) = X

ess sup | f(z)] si p = oo.
zeX

Les inégalités de Holder et Minkowski restent vraies dans les LP(X).

Proposition 2.6 (Inégalité de Holder). Soient 1 < p < oo et p' > 1 son exposant conjugué
défini par 1/p+ 1/p" =1 (par convention p’ =1 sip=o00, et p' =00 sip=1). Si f € LP(X) et
g € LP (X) alors fg € LY(X) et

gl < I fllpllglle-
Proposition 2.7 (Inégalité de Minkowski). Pour 1 <p < oo et tout f, g € LP(X), on a

I +gllo <1 fllp + llgllp-

Proposition 2.8. Pour tout 1 < p < oo, Uapplication LP(X) > f || f|l, définit une norme sur
L?(X). De plus, pour p =2, Uapplication

(f.9) € LA(X) x I3(X) v (f.) := / fgdp.
X

définit un produit scalaire sur L?(X).

Démonstration. D’apres la Proposition 2.4, si ||f]l, = 0, alors f = 0 p-p.p. dans X, et donc
f =0dans LP(X). Par ailleurs, ||Af]|, = |A|||f|l, pour tout A € R et f € LP(X). Enfin I'inégalité
triangulaire n’est autre que I'inégalité de Minkowski.

Si p = 2, I'inégalité de Holder (Cauchy-Schwarz dans ce cas) assure que l'intégrale [ v fgdu
est bien définie pour f et g € L?(X). De plus, il s’agit clairement d'une forme sesquilinéaire (par
linéarité de l'intégrale) hermitienne définie positive (d’apres la Proposition 2.4) ce qui assure que
(-,-) est effectivement un produit scalaire sur L?(X). O



3 Complétude

Théoréme 3.1 (Riesz-Fischer). Pour tout 1 < p < oo, lespace LP(X) est complet.

Démonstration. Supposons d’abord que 1 < p < 00. Soit (f,,)nen une suite de Cauchy dans LP (X).
Gréce a la propriété de Cauchy, on construit par récurrence une sous-suite ( fnj )j>1 de (fn)nen
ayant la propriété

I frjor = follp <277 pour tout j > 1.

Soit ug = 2521 |fn; o1 — [, |, alors la suite (uy)r>1 est croissante et

k
lurll, <D 277 < 1.
j=1

Par conséquent, le théoreme de la convergence monotone assure que

/ [ulP dpp = lim / lug|P du <1,
X k—o0 X

ou l'on a posé u := limy uy, = Zj>1 |fn;41 — fn; |, ce qui montre que u(x) < oo pour p-presque tout
x € X. On pose B

f(l') _ f’ﬂl (3?) + ZjZl (fnj+1 (.’17) - fnj (.’E)) si ZjZl |f’ﬂj+1 (LU) - fnj (l‘)| < o0,
0 si ZjZl'fanrl(x)_fnj(m” =00

La fonction f ainsi définie est .A-mesurable et comme la somme

f’ﬂl (l‘) + Z (fﬂj+1 (.T) - fnj (Z‘))

j>1

se téléscope, on en déduit que f,, — f p-p.p. dans X. Comme [f| < |fy,| + u, l'inégalité de
Minkowski montre que
1fllp < Ifnillp + lully < Ifnllp + 1,

ce que assure que f € LP(X). Comme [f, | < |fn,| +u € LP(X), le théoreme de la convergence
dominée montre que f,, — f dans LP(X). Montrons que toute la suite f, — f dans LP(X).
Soit € > 0, d’apres le critere de Cauchy, il existe un rang N € N tel que pour tout m, n > N,
|| fr — fmllp < €. Soit j assez grand de sorte que n; > N, alors il vient que

1 = Fllp < fn = Fosllp + 1 fny = Fllp < €4 [1fn; = Fllp-

En faisant tendre j — oo puis € — 0, on obtient la convergence souhaitée.
Pour p = o0, si (fn)nen est une suite de Cauchy dans L*°(X), alors il existe un ensemble
pu-négligeable A € A tel que

|fa(@)] < M fnllocs  [fa(@) = frn(@)] < || fa = finlleo
pour tout x € X \ A et tout m,n € N. (3.1)

Donc si x € X\ A, (fn(z))nen est une suite de Cauchy dans K complet, elle admet donc une limite
notée f(xz). Par ailleurs, on pose f(x) = 0 si € A. La fonction f ainsi définie est A-mesurable
comme limite d’une suite de fonctions mesurables. De plus, comme (f,)nen est de Cauchy dans
L>(X) elle est bornée. Donc il existe M > 0 tel que || fu|looc < M et donc par passage a la limite



dans la premiere inégalité de (3.1), il vient | f(z)| < M p-presque pour tout x € X soit f € L>®(X).
Enfin d’apres le critere de Cauchy, pour tout € > 0, il existe un rang N € N tel que pour tout m,
n > N, ||fn — fimlleo < e. Donc par passage a la limite dans la deuxieme inégalité de (3.1), il vient
|frn(z) = f(x)] < e pour tout n > N et u-presque tout = € X, soit || f, — f]leo < € pour tout n > N,
ce qui montre que f, — f dans L>°(X). O

Corollaire 3.2. Pour tout 1 < p < oo, les espaces LP(X) sont des espaces de Banach et L*(X)
est un espace de Hilbert.

4 Résultats de densité

Pour 1 < p < 00, on note &, 'ensemble des fonctions f € LP(X) qui sont étagées.
Théoréme 4.1. Pour tout 1 < p < oo, l'ensemble &, est dense dans LP(X).

Démonstration. Soit f € LP(X). On peut supposer sans restreindre la généralité que f > 0.
Soit (fn)nen la suite de fonctions étagées définies de la fagon suivante : pour tout n € N et
k €{0,...,n2™ — 1}, on définit les ensembles A-mesurables

En,k::{xeXzigf(x)<k;l}, F,:={f>n}.

et pour tout x € X,

n2"—1 k
fulw) =" on XEn i (2) + nXF, ().
k=0

On vérifie que la suite (fy,)nen est croissante et qu’elle converge p-presque partout vers f.

Si p = oo, alors pour tout n > || f|leo, o0 a |fn(x) — f(x)] < 27™ presque pour tout z € X, et
done [[fu — fllow <277 0.

Sil < p < oo, comme f,(z) 7 f(x) pour presque tout x € E, on en déduit que |f(x)— f,(x)|P —
0et |f(x)— fu(x)|P < 2P f(x)P p-presque pour tout x € X, d’ou par le théoreme de la convergence
dominée || f — fnl|, = 0. O

Nous allons & présent nous restreindre au cas de mesures Boréliennes sur RY, finies sur les
compacts (que I’on appelle mesures de Radon). Notons que la mesure de Lebesgue, notée dorénavant
LV en est un cas particulier puisqu’un ensemble compact K C R¥ étant borné, il est inclu dans
un cube [~ R, R]™ avec R > 0. Par conséquent £V (K) < (2R)Y < cc.

Les mesures de Radon positives jouissent d’une propriété de régularité permettant d’approcher
la mesure d’un Borélien par l'intérieur a I’aide de compacts, et par I'extérieur a ’aide d’ouverts.

Proposition 4.2. Soit p une mesure Borélienne dans RN finie sur les compacts. Pour tout
Borélien A C RN tel que u(A) < oo et tout € > 0, il eviste un compact K et un ouvert U
tels que K C ACU et

WA\ K) <e, wU\A)<e.

Démonstration. Commencons par montrer 'approximation intérieure par un compact. On pose
v(B) := u(A N B) pour tout Borélien B C RY, ce qui définit une mesure Borélienne finie sur RY.
On considere la famille

F = {B c RY Borélien : pour tout £ > 0, il existe

un fermé C' C B tel que v(B\ C) < 6}.



La famille F contient évidemment les ensembles fermés.
Mountrons que F est stable par union et intersection dénombrable. Soit donc { B, },en une famille
d’éléments de F. Pour tout € > 0 et tout n € N, il existe un ensemble fermé C,, C B, tel que

V(B \ Cyp) < 2%

L’ensemble C := ), C,, est fermé et

V(ﬂ Bn\C> =V<m B, \ ﬂCn> §V<U(Bn\0n)> SZV(Bn\Cn)<€,

neN neN neN neN

ce qui montre que (), B, € F. Par ailleurs, on a
s (U (a)-s(Uniye)

neN neN neN
<v (U (Bn\Cn)> < iy(Bn\Cn) <e.

neN n=0

Pour m asssez grand, on a donc en posant ¢’ :=J"_, C,

y(U Bn\C'> <,

neN

ce qui montre, C’ étant fermé, que J,, B, € F.
Comme tout ouvert de RV peut s’écrire comme une union dénombrable d’ensembles fermés, on
en déduit que F contient tous les ouverts de R¥.
Posons a présent
G:={BeF: “BeF}

de sorte que RN € G et G est stable par union dénombrable. Par conséquent, G est une tribu.
Comme les ouverts sont contenus dans G, on en déduit que la tribu G contient la tribu Borélienne.
Par conséquent, pour tout B C RY Borélien et tout £ > 0 il existe un ensemble fermé C' C B tel que
v(B\C) < e. En particulier, pour B = A, on obtient un fermé C' C A tel que u(A\C') < e. Pour tout
n € N, on pose K,, := C N B(0,n) qui est un compact inclu dans A. Comme p(C) < p(A) < oo,
on a lim, u(C \ K,,) = 0. Pour n assez grand, on obtient donc un compact K, C A tel que
w(A\ K,) < e.

Montrons maintenant ’approximation par I'extérieur a I’aide d’ouverts. L’ensemble B(0,n) \ A
étant un Borélien de mesure finie (car p est finie sur les compacts), I’étape précédente montre
Pexistence d’un fermé C,, C B(0,n)\ A tel que u((B(0,n)\A)\C,) < €/2". Posons U,, = B(0,n)\C,,
qui est un ouvert avec B(0,n) N A C Uy, et tel que u(U, \ A) < &/2". Si on pose U :=J,, Up qui
est un ouvert, on obtient que A C U et (U \ A) <>, w(U, \ A) <e. O

Cette propriété de régularité des mesures de Radon permet de montrer la densité des fonctions
continues dans les espaces de Lebesgue pour p < oo.

Théoréme 4.3. Soit u une mesure Borélienne dans RY finie sur les compacts. Soit Q@ C RN un
ouvert et 1 < p < oo. Alors Uespace C.(2) est dense dans LP(§2, ).



Démonstration. Soit f € LP(Q, u). D’apres le Théoréme 4.1, pour tout € > 0, il existe une fonction
étagée g € LP(Q, u) telle que || f — gllp < €. On est donc ramené & montrer que toute fonction
étagée peut étre approchée par une fonction de C.(€2) pour la norme LP(f2).

Soit (K, )nen une suite exhaustive de compacts telle que K, C IO(nH pour tout n € N et
Q = U,en Kn. Le Théoreme de la convergence dominée assure que ||g — xx, gll, — 0 quand
n — 00. On peut donc supposer sans restreindre la généralité que g = 0 au voisinage de 0.

Par linéarité, il suffit de considérer la fonction caractéristique d’un ensemble Borélien A tel que
A est compact et A C Q (autrement dit x4 est & support compact dans §2). En particulier, comme
A est borné, on a pu(A) < co. Par conséquent la Proposition 4.2 assure, pour tout € > 0, l'existence
d’un ouvert U et d'un compact K tels que K C A C U et u(U \ K) < e. Le Lemme d’Urysohn
donne alors Pexistence d’une fonction h € C.(€; [0, 1]) telle que h = 1 sur K et Supp(h) C U. D’ot,
comme Xk < h < xu,

[ = xapdn < v\ K) <
Q
ce qui conclut la preuve du résultat. O]

Dans le cas de la mesure de Lebesgue £V, nous allons améliorer le résultat précédent en montrant
que I'ensemble des fonctions régulieres et a support compact est dense dans les espaces de Lebesgue.
Si © est un ouvert de RY I'espace C°(2) est I’ensemble des fonctions f : 2 — R admettant des
dérivées partielles continues & tout ordre et telles que Supp(f) est un compact inclus dans €.

Définition 4.4. Soit p € C2°(RY) telle que p > 0, Supp(p) C B(0,1) et [pn p(x)dz = 1. Pour
tout n € N, on pose p,(z) := n™ p(nx) de sorte que [;x pn(z)dz =1 et Supp(pn) C B(0,1). On
dit que (pn)nen est une suite régularisante.

A titre d’exemple, on peut vérifier que la fonction p : RV — R définie par

1
p(x) :=c e IP=t st Jlof] <1,
’ 0 sif|z]| > 1,

1 —1
ou la constante ¢ := (fB(O 1€ llelZ—1 da:) , satisfait les propriétés requises ci-dessus.

Définition 4.5. Si f : RV — R est une fonction localement intégrable (i.e. dans L' (K), pour tout
compact K C RY, et on note f € L. _(RY)), on définit le produit de convolution

loc
femmta)i= [ one=nf@dr= [ 1= ppns)dy  pour tout 2 ¢ RY.

Remarque 4.6. Notons que l'intégrale est bien défnie car y pn(z — y) s’annule en dehors de
Bz, %), elle est bornée sur cet ensemble et f est intégrable sur cet ensemble.

Lemme 4.7. Si f € LL (RY), alors f * p,, € C*°(RY). De plus -
— si f € Co(RN), alors f * p, € CZ(RY), Supp(f * pn) C Supp(f) + B(0,2) et f*p, — f
dans LP(RN) pour tout 1 < p < 0o ;

— si f € LP(RYN), alors f * p, — f dans LP(R™) pour tout 1 < p < co.

Démonstration. Montrons d’abord que f*p,, est de classe C*°. On montre par convergence dominée
que f * p, est continue sur RY. Montrons & présent qu’elle admet des dérivées partielles d’ordre 1.

Soit h € R avec |h| < 1, en notant {ey,...,en} la base canonique de R, on calcule
f*nx+h61 _f*nx nx+h€i_y_nx_y
P h) pu(x) [ pal h) P )f(y)dy.
RN



n(T+h—yei)—pn(x—
Pour presque tout y € R, on a 222+ yeh) Loz y)f(y) — Op, pn(z—y) f(y) quand h — 0O car p,, est
différentiable sur RY. Par ailleurs, le Théoreme des accroissements finis montre que pour presque

n(z+hei—y)—pn(z—
tout y € RY, on a (" (wthesmy)=pn(e=0) f(y)| < maxgn |Or, pn X (0.0) W) ()] car pn(z+hei—y) =
pn(x —y) = 0si |y — 2| > 2. Notons que d,,p, étant également C°(RY) elle est bornée sur RV

ce qui montre que maxgn |0y, Pn|X§(x,2)| fl € LY(RY). Le Théoreme de la convergence dominée
montre alors que

. * pp (T + he; f*pn
}lllm T4 P )= ol / Oz, pn(z —y) f(y) dy,
—0 h

ce qui montre que f x p, admet des dérivées partielles d’ordre 1 et 0., (f * pn) = f * (On, pn) pPour
tout 1 <4 < N. On montre de nouveau par convergence dominée que toutes les dérivées partielles
d’ordre 1 sont continues sur RV, ce qui établit que f * p,, est de classe C* sur RY. Par récurrence,
on montre ainsi que f * p,, est de classe C*> sur RV.

Sife CL(RN), alors il existe R > 0 tel que Supp(f) C B(0,R). Comme f est continue sur
le compact B(0, R) (et donc bornée) et nulle & 'extérieur de B(O R), f € LL .(R"). De plus si
(f)

x & Supp(f) + Supp(pn) et y € Supp(py,), alors z —y & Supp(f) et donc f(z —y) = 0. Par
conséquent,

*n - n dy = - n d:7
f*p /fx Y)pn(y) dy /Supp(pn)f(w Y)pn(y)dy =0

ce qui montre que le support de f x p, (qui est toujours un fermé) est inclus dans Supp(f) +
Supp(p,) C Supp(f) + B(0,1) et en particulier que f € C°(RY). Comme f est uniformément
continue, pour tout € > 0 il existe un § > 0 tels que ||z — 2’|] < § implique |f(z) — f(2’)] < e. Soit
no € N assez grand de sorte que 1/n < § pour tout n > ng. Donc pour tout y € B(0, %), on a
|f(x) — f(x —y)| < e. On multiplie alors cette inégalité par p,(y) > 0, puis on intégre sur RY,

[f (@) = f * pu(z)]

[ @) = @ = )ata)dy
[ 1) = fa = plpn(wdy < = (4.1)

IN

ou l'on a utilisé le fait que fRN pn(y)dy = 1. On a donc montré que, pour tout € > 0, il existe
un ng 6 N (qui ne dépend que de § donc €) tels que pour tout n > ng et pour tout z € R,
|f(x) — f*pn(x)| <&, ce qui montre que f * p,, — f uniformément sur R et donc dans L>(RY).
Sil<p< oo, comme f(z) = f*py(z)=0si|z] >R+ L, on peut élever I'expression (4.1) a la
puissance p, puis par intégration,

/RN [f (@) = [ p ()P do = / (@) = f o pu(@)P do < e”LY(B(0, R +1)),  (4.2)

B(0,R+1)

ce qui montre également que f * p, — f dans LP(RY) pour tout 1 < p < oco.

Supposons enfin que f € LP(RY), pour 1 < p < oco. D’aprés I'inégalité de Holder, pour tout
compact K C RV,

J 1@ < 1 lzpguy £ (7)1 <

ce qui prouve que f € L] (RM), et donc que le produit de convolution f*p,, est bien défini. D’apres
le Théoréme 4.3, pour tout & > 0 il existe une fonction g € C.(RY) telle que ||f — gl zo@n) < e



Par ailleurs, d’apres (4.2), on a ||g — g * pn|Lr(rv) < € pour n assez grand. Par conséquent,

If = gllLe@yy + lg — g% pullLe@yy + 1(g — ) * pollLe @)

If = f*pullLo@ny <
< 2e+(g = f) * pullLo@y)-
Or, d’apres I'inégalité de Holder et le fait que [pn pn(y)dy = 1,

P

(g = 1) *pu()” =

| ot =)= £ =)o)y

/RN (9(x —y) = f(@ = y)pu()' P puy) /" dy‘
< [ lata =)= e =)o) dy

puis, en intégrant par rapport a x et en appliquant le théoreme de Fubini-Tonelli, il vient que

o= pully < [ ([ lote =)= £ = 0P de ) onl) = g = 1o

Par conséquent, || f — f * pnl|Lo vy < 3¢, ce qui conclut la preuve du lemme. O

Corollaire 4.8. Soit Q@ C RY un ouvert et 1 < p < oco. Alors l’espace C°(S2) est dense dans
Lr(Q).

Démonstration. D’aprés le Théoréme 4.3, pour tout f € LP(Q) et tout € > 0, il existe un g € C.(Q)
tel que ||f — gllzr@) < e. On étend g par zéro en dehors de €2 et on note § cette extension. Alors
G € C.(RN) et Supp(g) C Q. D’apres le Lemme 4.7, on peut choisir ng € N suffisamment grand
de sorte que pour tout n > ng, Supp(g * p,) C Supp(g) + B(0, 717) CQet||g*pn—gllLe@nyy < e
Finalement, on obtient que f,, := g * pn|a € C°(Q) et

f = fallr) <1 = gllee) +lg — G * pullro) < 2e,

ce qui conclut la preuve du corollaire. O

5 Séparabilité
Nous sommes a présent en mesure de discuter la séparabilité des espaces de Lebesgue.
Proposition 5.1. Soit Q un ouvert de RN et 1 < p < oo. Alors l’espace LP(Q) est séparable.

Démonstration. Soit (K, )nen une suite exhaustive de compacts, i.e., K, C f(n_H pour tout n € N
et Q =, ey Kn- On sait que C(K,,) est séparable par rapport a la norme uniforme sur /. Or les
ensembles K, étant bornés, la convergence uniforme sur K, implique la convergence dans L?(K,,)
pour tout 1 < p < oo car

/ |f—g|pdm§£N(Kn)sup|f—g\p pour tout f,g € C(K,).

n n

Par conséquent, I’espace C(K,,) est séparable pour la convergence dans L?(K,,). Pour tout n € N,
il existe donc un ensemble D,, dénombrable dense dans C(K,,) pour la convergence dans LP(K,).

Posons D :=J,, Dy, qui est par conséquent dénombrable. Si I'on énumere les éléments de D en
une suite (f;)ien, chacune des fonctions f; est une fonction continue sur un sous-ensemble compact



de Q. On étend alors f; par zéro sur €2, et on note ﬁ cette extension qui n’est a priori plus continue
mais toutefois dans L?(£2). L’ensemble D := {f;};en est alors un sous-ensemble dénombrable de
LP (). Montrons qu'il est dense dans LP(Q). Pour ce faire, soit f € LP(2) et € > 0. D’apres le
Théoreme 4.3, il existe g € Cc(Q2) tel que ||f — gllLr(o) < €. Ensuite il existe un n € N tel que
Supp(g) C K,. Donc il existe un h € D, tel que [|g — h|r(x,) < €. Soit h Vextension par zéro de
h sur Q. Alors h € D et comme g = 0 sur \ K, il vient

/|B—g\pdx:/ |h — g|P dx < &P,
Q Ky

Finalement, on a que ||f — iL”LP(Q) < |f = gllzr) + llg — iL”Lp(Q) < 2¢, ce qui montre la densité
de D dans LP(Q). O

Proposition 5.2. Soit Q un ouvert de R . L’espace L>(Q) n’est pas séparable.

Démonstration. Soit X := {1z : B(z,r) C 2} qui est une famille non dénombrable de L>(2).
Si x, X’ € X sont telles que x # X/, alors ||x — X’[loc = 1. Supposons qu’il existe un sous-ensemble
D = {fn}nen de L™(Q) dénombrable et dense. Soit ® : X — N I’application qui & chaque y € X
associe le plus petit entier n € N tel que ||x — fulloo < 1/3. Cette application est bien définie par
densité de D dans L (€2). Supposons maintenant que ®(x1) = ®(x2) = n, alors ||x1 — fnlleo < 1/3
et |[x2— fnlloo < 1/3, ce qui implique par l'inégalité triangulaire que || x1—Xx2/|oo < 2/3 < 1. Comme

X1 et x2 € X sont des fonctions caractéristiques, alors nécessairement x; = x2 dans L () ce qui
montre l'injectivité de ®. L’ensemble X étant non dénombrable, on aboutit a une contradition. O

6 Critere de compacité

Pour finir, nous établissons un critére compacité dans les espaces de Lebesgue.

Théoréme 6.1 (Riesz-Fréchet-Kolmogorov). Soit (f,)nen une suite de fonctions dans LP(RY),
avec 1 < p < oo, telle que

(i) sup [ fllLeryy < +o0;
neN

(i1) sup sup/ | frlx +y) = fu(z)|P de — 0 quand 6 — 0.
llyll<é neN JRN

Alors, pour tout compact K C RY, la suite (fn\K)nGN admet une sous-suite convergente dans
LP(K).

Démonstration. Soit (pg)ren une suite régularisante comme dans la Définition 4.4. Pour tout k € N,
on considere la suite (fy, * pk|, Jnen de fonctions dans C(K). Nous allons montrer que pour tout
k € N, la suite (f5, * pk|, Jnen admet une sous-suite convergente dans C(K). Pour faire, nous allons
appliquer le théoreme d’Ascoli-Arzela. Tout d’abord d’apres 'inégalité de Holder, pour tout x € K,
on a

| fr * pre()] < /RN |fo(@ = y)lp(y) dy < ”anLP(RN)HpkHLP’(RN) < Ch,

ou, d’apres ’hypothese (i), la constante Cj, > 0 est indépendante de n et de x. Par ailleurs, si x et
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e K,

e pula) = Furpe@)| < [ Ufula=9) = £ule! = Do) dy

/RN falw =2’ +2) = fa(2)lpr(a’ — 2)d2

IN

1/p
HpkHLP’(RN) ( sup SuP/ [f(z +y) = fu(2)P dz)

lyll<llz—a’[| neN JrY
= wi(lle =2,

oll, d’apreés I'hypothese (ii), wg(t) — 0 quand ¢ — 07, ce qui montre I'uniforme équi-continuité
de la suite (f, * pk‘K)neN. Le Théoréme d’Ascoli-Arzela combiné avec un principe d’extraction
diagonal assure I'existence d’une sous-suite (fq(n) * pklx)”EN qui converge dans C(K) pour tout

k € N. Comme K est borné on en déduit que (fy(,) * kaK)neN converge dans LP(K).
Nous allons a présent montrer que la sous-suite (f,(n))nen est de Cauchy dans LP(K) ce qui

montrera qu’elle converge dans cet espace par le Théoreme de Riesz-Fischer. Pour ce faire, on écrit
grace a l'inégalité triangulaire que

| fon) = fom)llLe )y < 1 fom) = fom) * prllLe(x)
+ [ fom) * Pk = fo@m) * prllLey + | fotm) = fom) * prllLe ). (6.1)
Comme Supp(px) C B(0, 1) et [on pr(y) dy = 1,
| fon) (@) = fo@m) * pr(x)] < /, o) (@) = fom) (@ = y)lox(y) dy-
%

En élevant 'inégalité précédente a la puissance p, en intégrant par rapport a x € K et en appliquant
I'inégalité de Holder et le Théoreme de Fubini-Tonelli, il vient

Lo (oo = froto =P e ) ity

sup sup/ | fr(x) = fulz —y)|P da.

lyll<1/kneN

AN

/ | fon) (@) = fo(n) * pr(z)|P do
K

IA

D’apres hypothese (ii), on en déduit alors que

hmsup/lfa(n — Foto % pr(a) P dz = 0.

k—00 neN

Par conséquent, si € > 0, on peut donc trouver un ky € N tel que

w\m

Sup/ |fcr(n)(x)_fa(n)*pko( )|d <
neNJ K

La suite (fy(n) * pkolx)"EN étant convergente dans LP(K), elle y est de Cauchy et on peut trouver
un Ny € N tel que pour tout m, n > Ny,

g
| fon) * Pro = fo(m) * ProllLe (k) < 3

Donc si m, n > Ny, (6.1) donne || fo(n) — fo@m)llzrx) < €, ce qui montre que (fy(n))nen est de
Cauchy dans LP(K), et donc qu’elle converge dans cet espace. O
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7 Dualité dans les espaces de Lebesgue

7.1 Le cas Hilbertien de L?

En tant qu’espace de Hilbert, le Théoreme de Riesz permet d’identifier le dual de L? avec lui
meéme.

Théoréme 7.1. Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Pour tout L € [L*(X)], il existe un unique
f € L*(X) tel que pour tout g € L*(X),

L(g) = /X fodu, Llzcop = Ifle.

8 Lecas [P, 1<p<

Le cas général est plus difficile. Il repose sur le théoreme de Radon-Nikodym lui méme une
conséquence du Théoreme 7.1. Nous donnons ici une version loin d’étre optimale, mais toutefois
suffisante pour la suite.

Théoréme 8.1 (Radon-Nikodym). Soient (X,.A) un espace mesurable et \ et v deuz mesures
findes sur (X, A) telles que A est absolument continue par rapport o v : si A € A est tel que
v(A) =0, alors A\(A) = 0. Alors, il existe une unique fonction f € L*(X,v) avec f > 0 v-p.p. telle
que

AMA) = / fdv  pour tout A € A.
A

Démonstration. Etape 1 : On suppose ici que A < v. Soit u : X — R™ une fonction .A-mesurable,
d’apres le Théoréme 4.1 de densité des fonctions étagées, il existe une suite croissante (uy,)nen de
fonctions positives étagées telles que u,, — u simplement dans X. Comme u,, est étagée, c’est une
combinaison linéaire de fonctions caractéristiques, donc

/und)\g/undu,
X X

puis, par convergence monotone, on obtient que

/ud/\g/ u dv.
X X

En prenant u = |g|? avec g € L?(X,v), on obtient que

/Ig\QdAS/ lg|? du.
X X

Ensuite, A étant une mesure finie, I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(X, \) montre que

1/2
Jlalan< aee ([ lapan)
X X
de sorte que L?(X,v) C L*(X,\). Ceci montre alors que I’application ® : L?(X,r) — R donnée
par

#(g) = [ gar
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est bien définie et que c’est une forme linéaire continue sur L?(X,v). Le Théoréme 7.1 nous donne
alors l'existence et I'unicité d'une fonction f € L?(X,v) telle que

wo) = [ fadv= [ gix

Comme la mesure v est finie, pour tout A € A, on a que xa € L?(R,v) et donc

A4y = [ pan

ce qui est I'inégalité demandée. Montrons de plus que f(x) € [0,1] pour v-presque tout = € R.
Pour tout n > 1, on a

<A <1 = [ far<—tuf<-1mp <o,

{f<-1/n}
ce qui montre que v({f < —1/n}) = A{f < —1/n}) = 0. Comme {f <0} = J,,{f < —1/n} et
que I'union est croissante, il vient que v({f < 0}) = 0. De méme

VU 2 1 Lnh) 2 2 2 L4 1/m) = [

{f>1+1/n}

fdv > (1 + i) v({f > 141/n}),

ce qui montre que v({f > 1+1/n}) =0. Comme {f > 1} =J,,({f > 1+ 1/n}) et que I'union est
croissante, il vient que v({f > 1}) = 0.

Etape 2 : On suppose maintenant que A est absolument continue par rapport a v. Il s’ensuit
que les mesures A et v + A sont finies et A < A\ 4+ v, de sorte qu'on peut appliquer la conclusion
de létape 1. 1l existe donc une fonction A-mesurable f € L'(X,v + )) telle que f(z) € [0,1] pour

(v + A)-presque tout = € R et
)\(A):/ fdu+/ fdA,
A A

/Afdz/:/A(l—f)d)\. (8.1)

Comme v <v+ Xet A <v+ A alors f prend ses valeurs dans [0, 1] v-p.p. et A-p.p. Par approxi-
mation (voir la Proposition 4.1) et convergence monotone, on obtient également que

/X fgdv = /X (1~ fgdx (8.2)

pour toute fonction A-mesurable g : X — RT. En notant Z := {f = 1}, on a d’apres (8.1) que

v(Z) = 0 et donc que A(Z) = 0. Définissons alors f = ﬁXZC qui est A-mesurable et positive, il

pour tout A € A, soit

vient donc en prenant g = XIA_\fZ dans (8.2)

XA\Z
1-f

Le fait que f € L'(X,v) vient du fait que A est une mesure finie. O

)\(A):)\(A\Z):/X(l—f) d)\:/Afdl/ pour tout A € A.

Nous aurons également besoin de décomposer n’importe quelle forme linéaire continue sur L”
comme la dfférence entre deux formes linéaires continues positives.
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Lemme 8.2. Soient (X, A, 1) un espace mesuré et 1 < p < co. Pour tout L € [LP(X)]’, il existe
des formes linéaires continue positives LT et L™ sur LP(X) telles que

L(f)=L"(f)— L~ (f) pour tout f € LP(X).
Démonstration. Définissons le cone CT := {f € LP(X): f > 0 u-p.p. sur X} et pour tout f € CT,

LY(f) :=sup{L(g): geC*, g < f}.

Etape 1 : LT est positive et finie sur CT. Soit f € C*. Comme 0 € CT, LT(f) > 0. Soit
maintenant g € C* telle que 0 < g < f. Par continuité de L, on a L(g) < ||L|lzrx)yllglly <
I Lllizex)) Nl fllp» €t par passage au sup en g, on obtient que 0 < LT (f) < || L|ize x| fllp < 0.

Etape 2 : LT est additive sur C*. Soient f et fo € CT et g € CT telles que 0 < g < f1 + fo.
On décompose g comme g = min(f1, g) + max(g— f1,0), ot min(f1,g) < f1 et max(g— f1,0) < fa.
Comme min(f1, g) et max(g — f1,0) € CT, alors

L(g) = L(min(f1,9)) + L(max(g — f1,0)) < L*(f1) + L*(f2),
puis par passage au sup en g,
LY (fi+ f2) S LY (f1) + L7 (f2).

Pour montrer 'autre inégalité on se donne un € > 0 . Par définition de LT, il existe g; et go € CT
tels que 0 < g; < f; et LT(f;) < L(g;) + ¢ pour i = 1,2. Comme 0 < g; + g2 < f1 + fo, il s’ensuit
que

L (fi+ f2) > L(g1 + g2) = L(g1) + L(g2) > L (f1) + L*(fa) — 2¢,

et le résultat suit par passage a la limite quand ¢ — 0.

Etape 3 : Définition et additivité de L sur LP(X). Soit f € LP(X). On décompose f comme
la différence entre sa partie positive et négative f = f+ — f— avec f= € C*. On pose alors
L¥(f) = L*(f) — L*H(F7). Si f et g € LP(X), alors (f +9)F — (f+9)" = f* —f~ +g" —g
desorte que (f+g)"+f +g9g =(f+g9) +f"+g". Dot, par additivité de Lt sur CT,

LY((f+)N)+ L)+ LY g ) =LT((f+9) )+ LT (f)+ LT (g"),

et donc LY (f + g) = LT(f) + L*(g). En particulier, comme (—f)* = fF, on en déduit que
L (=f) = -L*(f).

Etape 4 : L est continue sur LP(X). Soit f € LP(X). Comme L™ est positive, alors L™ (|f] &
f) > 0, donc par additivité de LT sur C*, LT(|f]) > £L*(f), i.e., [LT(f)] < LT(|f]). Soient
maintenant f; et fo € LP(X), alors les étapes 3 et 1 impliquent que,

L5 (f) = LY ()l = L7 (i = I S LH(f = F2D) < Il 2 = F2lp-

Etape 5 : LT est une forme linéaire sur LP(X). L’additivité de L™ montre que pour tout
n € N, LY (nf) = nL™(f). Comme LT(—f) = —L*(f), l'identité précédente a en fait lieu pour
ne€Z. Sir=p/qe Qavecp,qg€Zet q#0,alors L™ (qgrf) =qL™(rf)=L*(pf) =pL*(f), don
LT (rf) = rL*(f). La continuité de LT et la densité Q dans R impliquent que Lt (af) = aL™(f)
pour tout o € R.

Etape 6 : L™ est une forme linéaire continue positive sur LP(X). On définit L~ := LT — L.
Alors L™ est clairement une forme linéaire continue sur LP(X). De plus, par définition de LT,
LT(f) > L(f) pour tout f € CT, ce qui montre que L~ est également positive. O
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Venons en maintenant a la caractérisation du dual de LP.

Théoréme 8.3. Soit (X, A, 1) un espace mesuré o-fini, i.e., il existe une suite croissante (Ep,)nen
d’éléments de A tels que

w(Ey) < oo pour toutn e N, X = U E,.
neN

Soit 1 < p < oo et p' lexposant conjugué donné par 1/p + 1/p" = 1. Pour tout L € [LP(X)]', il
existe une unique fonction f € LP (X) telle que

L(g) = / fgdu  pour tout g € LP(X)
p's

et
1Ll zecor = 11l Lo (x)-

Par conséquent, le dual de LP(X) est isométriquement isomorphe a 7 (X).

Avant de procéder a la preuve du Théoreme 8.3, remarquons que celui-ci s’applique a la mesure
de Lebesgue qui est o-finie puisque RN = (J o, B(0,n) et, £V étant finie sur les compacts,
LN(B(0,n)) < oo pour tout n > 1.

Démonstration. Posons Fy = FEy et pour tout n > 1, F,, = E,, \ E,—1 de sorte que u(F,) < oo
pour tout n € N, X = J, oy F et les F), sont deux a deux disjoints.

Etape 1 : Supposons tout d’abord que L et une forme linéaire continue positive. Soit n € N|
pour tout A € A, on pose

Un(A) = p(ANE,), M(A):=L(xanr,)-

Alors v, est une mesure finie sur (X,.4). Quant & \,, on a clairement que \,(0) = L(0) = 0. Par
ailleurs, si (A;),en est une suite d’ensembles dans A deux & deux disjoints, alors

k
XUjena; = 1 X s a4, = kILU;OZXAj dans X

k—o0 -
j=0
et
k
0 < XU,y 4;0F0 = D XAAEL = XU, ., A,0F, < XE, € LP(X).
Jj=0

Lo . k
Le Théoreme de la convergence dominée montre alors que J=0 XA;NFy = XU, ey A;NFn dans
L?(X). Donc, par continuité et linéarité de L,

An U Aj | =1L (XU]‘EN Aijn)
JEN

k k

= kﬁ_)IEOL ZXAJ-OF" = kILTI;ZL (xa,nF,) = Z)\n(Aj),
j=0 7=0 jeEN

ce qui montre que A, est également une mesure sur (X, A). De plus comme

An(A) = L(xanr,) < | Lllze oy (AN )P = || L] 10 (x) va (A) P
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pour tout A € A, on constate d’une part que A, est absolument continue par rapport a v,, et
d’autre part que A, est une mesure finie. Le Théoréeme de Radon-Nikodym montre alors ’existence
d'une fonction f, € L'(X,v,) telle que f, > 0 v,-p.p. et

An(A) = /Afn dv, :/A . fndu  pour tout A € A.
NFy,

Par linéarité de L, on en déduit que si g est une fonction étagée positive,

L(gxr,) = /F fngdp,

puis par approximation (voir la Proposition 4.1) et convergence monotone, 1’égalité précédente
s’étend a toute fonction positive g € LP(X). En posant f = ZZO:O fnXF,, une nouvelle application

du Théoreme de la convergence dominée montre que ZZ:O gxr, — g dans LP(X), et donc par
linéarité et continuité de L et convergence monotone,

L(g) =L <ZQXF"> = Z/F fngdu = /ngdu.
n=0 n=0 n

Montrons enfin que g € Lp'(X). Si p =1, alors pour tout A € A et tout k € N,
[ rdn< Ll oopr(An B,
ANEy

En choisissant A = {f > ||L||;z1(x)} +¢€} ot € > 0, on obtient que u(AN Ey) = 0 pour tout k € N,
soit j1(A) = 0 en faisant tendre & — oo. Ceci montre que || f|lo < |[Ll[[z1(x)) + € pour tout e > 0,
soit f € L(X) et || flloo < [|L|[z1(x)) - Sienrevanche 1 < p < oo, on pose g, = fp,_lX{fgn}ﬁEk~
Vérifions que g, € LP(X) :

[ lonspdn= [ 70 d = | 1 dp < 0 w(E) < oo.
X {f<n}nEy {f<n}nEy

Par ailleurs,

1/p
/ I dp = Lignr) < | Lllmecop lomalle = 1Ell oy ( / T du) ,
{f<n}nE;

{f<n}nEy
1/p’
(/ |fIP du) < Lllze -
{f<nINEy

Par passage a la limite quand n — oo puis k — oo et par application du Théoréme de la convergence
monotone, il vient

ce qui implique que

£l < L llze xp s

ce qui montre bien que f € LP' (X).
On a donc montré P'existence d’une fonction positive f € LP (X) telle que

L(g) = / fgdu  pour toute fonction g € LP(X), g > 0.
X
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Si g € LP(X) est de signe quelconque, I'inégalité précédente reste vraie en décomposant g comme
la différence entre sa partie positive et négative, et en utilisant la linéarité de L.

Etape 2 : D’apres le Lemme 8.2, on peut écrire que L = LT — L~ ot L* sont des formes linéaires
continues et positives sur LP(X). En appliquant I’étape 1, on obtient des fonctions f* € LP (X)
telles que

L*(g) = /X ffgdp  pour tout g € LP(X).

On pose f:= ft — f~ € LP (X) de sorte que

L(g)=L"(9) — L (g9) = /X frgdu— /X fgdu= /X fgdu  pour tout g € LP(X).
Par I'inégalité de Holder, on a que

1Ll e xyy < Il

Pour montrer I'inégalité opposée, on procede de méme que dans I’étape 1. Si p = 1, alors pour tout
A € A, on choisit g := %XAm{f;éO}mEn € LY(X) de sorte que

/ | f| dp =/ fgdu=L(g) < |Llliprxrllglh < |Lllnrxyp (AN Ey).
ANE, X

En choisissant A = {[f| > || L|/{z1(x)) +¢&} o e > 0, on obtient que u(ANE,) = 0 pour tout n € N,
puis que p(A4) = 0. Ceci montre que || f|loo < [[L][[z1(x)y + € pour tout & > 0, soit f € L>(X) et

Il flloo < 1Ll xyp-

Sil<p< oo, onprend g = f|f|p/*2x{f¢0}. Notons que g € LP(X) car

[ g dn= [ 151 = [ 1117 d <
X X X
Par ailleurs,
1/p
/X |fIP dp = L(g) < [[Llliexy lgllp = (Ll ey </X | f[P du)

ce qui implique que
£l < Ll zex)y -

Quant a l'unicité, si fi et fo € Lp,(X ) satisfont
L(g) = / frgdu = / fagdu  pour tout g € LP(X),
X X

alors on a

/X(f1 — f2)gdp =0 pour tout g € LP(X).
Le choix g = %X{fﬁéﬁ}mm € LY(X) pour p = 1 montre que
/ |fi — f2ldp =0 pour tout n € N,
E,
puis par passage & la limite quand n — oo par convergence monotone, ||/ fi— fall1 =0, soit f1 = fa

p-presque partout. Si 1 < p < oo, alors on pose g = (f1 — f2)|(f1 — f2|” “*X{f1252} € LP(X) et on
obtient || f1 — fal|, = 0 d’out fi = fo p-presque partout. O
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Remarque 8.4. Le Théoréme 8.3 ne couvre pas le cas p = oco. En particulier, L!(X) est un
sous-espace strict du dual de L*°(X). On peut montrer (et ¢a n’est pas forcément tres difficile!)
que si (X, A, u) est un espace mesuré, n’importe quel élément L € [L°°(X)]" dans le dual de
L*>°(X) s’identifie avec un unique élément de l'espace ba(X, A, ) qui sont les applications bornées
et additives d’ensembles A : 4 — R satisfaisant

— A0) =0;

— MAUB) =XA) + A\(B) pour tout A, B€e Aavec ANB =10;

— la quantité

[A|(X) :=sup {Z IA(A3)] : {Aiti<i<m C A partition finie de X}
i=1

est finie;
— AMA)=0si Ae Aet p(A) =0;
via la dualité !

L(f):/de)\ pour tout f € L>(X).

1. Sous réserve que l'intégrale par rapport & une telle “mesure finiment additive” soit correctement définie
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