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Dans ce chapitre, nous nous attacherons a montrer des propriétés topologiques d’espaces de
fonctions continues d’un espace métrique (X, d) dans K (ot K =R ou C). On notera

C(X;K) :={f: X — K continue}

et
Cp(X;K) :={f : X — K continue et bornée}.

Les espaces C(X;K) et Cp(X;K) sont clairement des espaces vectoriels et la quantité

[flloo = sup [f(z)
zeX

est finie quelque soit f € Cp(X;K). On montre aisément qu’il s’agit d’une norme sur Cy(X;K), ce
qui confere & (Cp(X;K), || - ||co) une structure d’espace vectoriel normé.

1 Complétude de Cy(X;K)

Proposition 1.1. L’espace Cp(X;K) est un espace de Banach.

Démonstration. 1l S’agit de montrer que Cp(X;K) est complet. Pour ce faire, considérons une suite
de Cauchy (fn)nen dans Cp(X;K) et montrons qu’elle converge uniformément sur X vers une
fonction f € Cp(X;K). D’apres le critere de Cauchy, pour tout € > 0, il existe un rang ng € N tel
que pour tout m, n > ng et pour tout x € X,

[fm(2) = fn(2)] <[ fm = falleo <e.

Il s’ensuit que la suite numérique (f,, (x))nen est de Cauchy dans K complet, ce qui assure I'existence
d’un scalaire f(x) € K tel que f,,(z) — f(z) dans K. Par passage & la limite quand m — oo dans
I’inégalité précédente, puis par passage au sup en z, il vient pour tout n > ng,

”f - fn”oo <g

ce qui assure que f, converge uniformément vers f sur X. De plus, 'inégalité précédente montre
que || flloo < | fnolloo + & < 00, ce qui assure que f est bornée. Il reste & montrer que la fonction f
est continue. Pour ce faire, on utilise la continuité de f,, qui assure, I'existence d’'un 6 > 0 tel que
siy e X et d(z,y) <9, alors | fn, (z) — fno(y)] < e. Dot

[f(@) = fW)l < 1F(@) = fao (@) 4 [ fro (2) = fo ()] + [fno (y) = F (W)
< 20f = Folloo + |fno () = fro (y)] < 32,

ce qui montre bien la continuité de f en x et donc que f € Cp(X;K). O

Remarque 1.2. Si (X,d) est un espace métrique compact, on a que C(X;K) = Cp(X;K). Dans
ce cas, C(X;K) est un espace de Banach.



2 Séparabilité de C(X;K)

Le Théoreme de Weierstrass affirme que toute fonction continue sur un intervalle compact de R
peut étre approchée uniformément par une suite de fonctions polynomiales. Le Théoreme de Stone-
Weierstrass donne une généralisation de ce résultat au cas des fonctions continues C(X;K) sur un
espace métrique compact (X, d), vu comme une algebre de Banach muni du produit ponctuel des
fonctions. Ce résultat de portée générale donne une caractérisation des sous-algebres A de C(X;K)
qui sont denses dans C(X;K). Nous nous concentrons ici juste sur la condition suffisante dans le
cas de fonctions a valeurs réelles (K = C).

Théoréme 2.1 (Stone-Weierstrass, cas réel). Soient (X,d) un espace métrique compact et A
une sous-algébre de C(X;R). On suppose que

— A contient les constantes ;

— A sépare les points, i.e., pour tout x, y € X tels que x # y, il existe une fonction f € A telle

que f(x) # f(y)-
Alors A est dense dans C(X;R).

Nous commengons par montrer le résultat suivant d’approximation polynoémiale de la fonction
racine carrée.

Lemme 2.2. [l existe une suite de fonctions polyndmiales qui converge uniformément sur [0, 1]
vers la fonction racine carrée.

Démonstration. On définit la suite (P,,)nen en posant pour tout x € [0, 1],

{Po(x) =0,

Poii(z) = Py(2) + 3 (z — Py(z)?)  pour tout n € N.

Il est clair que pour tout n € N, la fonction P, est polyndémiale. Montrons par récurrence que
0 < P,(z) < v/ pour tout z € [0,1]. En effet, cette propriété est claire pour n = 0. Supposons
que pour un certain n € N, on ait 0 < P,(z) < /z pour tout z € [0,1]. Alors, P,y1(z) >0 et

Pa(e) + 5 (VE = Pa(@) (Vi + Pal))
Pa(a) + (VE — Pala)

?

PnJrl(x)

IN A

®

car /T — Py(z) > 0 et /z 4+ Py(x) < 2y/z < 2 pour tout & € [0,1]. On en déduit que, pour
tout x € [0, 1], la suite (P, (z))nen est croissante en majorée. Elle converge pontuellement vers une
limite £(x) > 0 qui satisfait ((z) = {(z) + 3(z — £(x)?), i.e. {(z) = .

Montrons & présent que la convergence est uniforme. Pour ce faire, on remarque que = —
VvV — P, (x) est continue sur [0, 1]. Soit z,, € [0,1] tel que

max (v — Py (2) = /T — Pa(y).

z€[0,1]

Comme [0, 1] est compact, il existe une sous suite (2,(,))nen et Z € [0, 1] tels que 25,y — Z. En
utilisant le fait que la suite de fonctions (v/- — Pp)nen est décroissante, il vient pour tout m € N,

lim  max (\/> - P(r(n) (33)) = lim (\/ To(n) — Pa(n) (xa(n)))

n—00 z€[0,1] n—00
< nh—>néo (\/QT(TL) - Pm(xa(n)))

= VZ — P,(%).



Par passage a la limite quand m — oo, on obtient que

lim max (v — Pyn)(z)) = 0.

n—00 z€[0,1]

Enfin, en utilisant de nouveau le fait que la suite de fonction (y/- — P, )nen est décroissante, il vient
||\[_Pn||oo_>0' O

On montre a présent que toute sous-algebre (fermée) de fonctions continues est stable par passage
au maximum et minimum.

Corollaire 2.3. Sous les mémes hypothéses que dans le Théoréme 2.4, si f et g € A, alors
max(f,g) et min(f,g) € A.

Démonstration. Par continuité de la somme et du produit, on en déduit que si A est une algebre,
il en est de méme pour A. Si ||f — g|lcc = 0, alors max(f, g) = min(f,g) = f = g € A. On suppose
donc désormais que ||f — g|loo > 0. On remarque tout d’abord que, du fait que

max(f,9) = 3 (f + g+ |f = gl) et min(f,g) = 5(f +9 17 ~ g,

il suffit de montrer que |f — g| € A. Soit (Py,)nen la suite de fonctions polynémiales construite au
Lemme 2.2. Comme A est une algebre, il vient

—_q)2 o
P (20 ) If - gl € A

et d’apres le Lemme 2.2,

(f —9)? o
En =gl If —9lle = |f —g| uniformément sur X.
— g%

Comme A est fermée, on en déduit que |f — g| € A et donc que max(f,g) et min(f,g) € A. O
Nous sommes a présent en mesure de démontrer le Théoreme de Stone-Weierstrass.

Démonstration du Théoréme 2.4. La preuve est divisée en quatre étapes.

Etape 1 : Pour tout z, y € X et tout «, S € R, il existe une fonction f € A telle que
f(z) = a et f(y) = .
En effet, si a = (3, il suffit de considérer la fonction constante égale & o = (. Par ailleurs, si
a # B, alors par hypothese, il existe une fonction g € A telle que g(x) # g(y). Dans ce cas, la
fonction
b8—a

f=a+ m(g - 9()),

appartient a A et satisfait f(z) = a et f(y) = 8.

Etape 2 : Pour tout h € C(X;R), v € X et £ > 0, il existe une fonction f* dans A telle
que f?(z) = h(z) et f*(z) < h(z) + € pour tout z € X.

En effet, d’apres I'étape 1, pour tout y € X, il existe une fonction f/ € A telle que f;(z) = h(x)
et fi/(y) = h(y). Comme h et f; sont continues, il existe rj > 0 tel que pour tout z € B(y,ry),
3

L& -Lwl<g et |h) - k)] < 5.



Du fait que f;(y) = h(y), on en déduit que f;/(z) < h(z) + € pour tout z € B(y,ry). Comme

XCU (y,7y)
yeX

par compacité de X, on peut extraire un sous-recouvrement fini { B(y;, ry,) }1<i<i- D’apres le Co-
rollaire 2.3, la fonction

appartient & A et elle satisfait f%(x) = h(z) et f*(2) < h(z) + & pour tout z € X.

Etape 3 : Pour tout h € C(X;R) et tout ¢ > 0, il existe une fonction f € A telle que
h(z) —e < f(2) < h(z) + ¢ pour tout z € X.

En effet, soient x € X et f* la fonction construite a I’étape 2. Les fonctions f* et h étant
continues, il existe r7, > 0 tel que pour tout z € B(z, 1),

€ €
@) - F@l < g et k)~ A< =
Comme f*(x) = h(z), on en déduit que f*(z) > h(z) — € pour tout z € B(z,r,). On utilise
de nouveau la compacité de X pour extraire du recouvrement ouvert {B(z,r.)},ex de X un
sous-recouvrement fini {B(z;,7;,)}1<j<m. On introduit la fonction

= ma i
f 1<_]<X’mf

qui appartient & A en vertu du Corollaire 2.3, et qui satisfait h(z) —e < f(z) < h(z) + € pour tout
z e X.

Etape 4 : D’apres 'étape 3, pour tout h € C(X;R) il existe une suite (f,,)nen dans A telle que
fn — huniformément sur X. Comme A est fermé, on en déduit que h € Aet donc A = C(X;R). O

Théoréme 2.4 (Stone-Weierstrass, cas complexe). Soient (X, d) un espace métrique compact
et A une sous-algebre de C(X;C). On suppose que

— A contient les constantes ;

— A sépare les points ;

— A est stable par passage au complexe conjugué : si f € A, alors f € A.
Alors A est dense dans C(X;C).

Démonstration. Soit Ar := {Re(f) : f € A}. Comme Re(f) = £(f + f) et Im(f) = Re(—if)
on en déduit que Agp C A et A = A + iAg. On montre que Ag est une sous-algebre de C ( ‘R

qui contient les constantes et qui sépare les points, de sorte que le théoreme 2.1 assure que
C(X;R). Par conséquent, A = C(X;C).

~— 3

[]H

Nous donnons a présent quelques conséquences du théoreme de Stone-Weierstrass.

Corollaire 2.5. Soit K un compact de RY. Pour toute fonction f € C(K;K), il existe une suite
de fonctions polyndmiales (Py)nen @ coefficients dans K qui converge uniformément vers f sur K.

Démonstration. L’algebre K[X] des fonctions polynomiales sur RY & coefficients dans K contient
les fonctions constantes et sépare les points. En effet, si zg et yo € RY sont tels que zg # o,
alors la fonction affine f : z — (z — o) - (®o — yo) + (x — yo) - (xo — Yo) est un élément de K[X]
et satisfait f(xo) = |lwo — woll*> # —l|wo — woll> = f(yo) (car ||xo — yo|| # 0). Par ailleurs, si
K = C, alors C[X] est stable par passage au complexe conjugué. La conclusion suit du Théoréme
de Stone-Weierstrass. O



Corollaire 2.6. Soit K un compact de RY. Alors I’espace C(K;K) est séparable.

Démonstration. En distinguant les parties réelles et imaginaires, on se ramene au cas ou K = R.
D’apres le Corollaire 2.5, ’ensemble R[X] des polynémes & coefficients réels est dense dans C(K).
Il suffit donc de montrer que R[X] est séparable pour la topologie de C(K). On note P,, (resp.
Q..) Pensemble des polyndmes a coefficients réels (resp. rationnels) de degré inférieur ou égal a n.
L’espace P,, étant un R-espace vectoriel de dimension finie d = dim(P,,), on en déduit que P,
est isomorphe & R?. Comme Q¢ est dénombrable et dense dans R? et Q,, est isomorphe & Q¢ il
s’ensuit que Q,, est dénombrable et dense dans P,, pour la topologie de C(K) (on utilise ici le
fait que toutes les normes sont équivalentes en dimension finie). Enfin comme R[X] = J,, P, et
QX] :=U,, Qn, on en déduit que Q[X] est dénombrable et dense dans R[X] pour la topologie de
C(K). O

En général I'espace Cp(X; K) n’est pas séparable comme Patteste 1’exemple suivant.

Exemple 2.7. Soient —co < a < b < 400, on considere espace Cp(]a, b[). Nous allons montrer que
Cy(Ja, b]) n’est pas séparable. Soit (a,)nen une suite décroissante telle que a,, — a et (by,)nen une
suite croissante telle que b,, — b. On pose x,, = Lg“ et on considere une fonction ¢,, € C.(]a, b[)
telle que 0 < p,, <1, v, (z,) = 1 et Supp(vn) C lan+1,an[. En notant P(N) Pensemble des parties

de N, on pose pour tout A € P(N)
Pai= ) Pn.

neA

Comme Supp(¢n) NSupp(m) = 0 dés que n # m, la somme définissant ¢ 4 est toujours localement
finie méme si A est infini. Par conséquent, ¢4 est continue et 0 < 4 < 1, ce qui montre que
pa € Cy(la, b))

Supposons que Cy(]a, b) est séparable est considérons une famille D = { fj }ren qui est dénombrable
et dense dans Cp(]a, b[). Pour tout A € P(N), on considére le plus petit entier k4 € N tel que

1
||90A - kaHOO < 5

On définit ainsi une application ® : P(N) — N qui a toute partie A de N associe ®(A) := k4.
)il

Notons que si A et B € P(N) sont tels que A # B, alors (quitte & échanger les roles de A et B
existe ng € A\ B et donc

loa = ¢Blloe > l9a(Tn,) = ©B(Tn,)| = Palan,) = 1.
Par conséquent, si k4 = kp, on aurait par inégalité triangulaire
lea —¢Bllc < lloa = fralloo + I8 = frpllo <1,
ce qui est absurde. On a donc montré que si A # B, alors k4 # kp ce qui établit 'injectivité de

Papplication @, et donc que P(N) s’injecte dans N ce qui est impossible car P(N) est infini non
dénombrable. !

1. Si P(N) était dénombrable, il existerait une bijection ¥ : N — P(N). Soit E = {n € N: n ¢ ¥(n)}. Par
surjectivité de U, il existe ng € N tel que ¥(ng) = E. Si ng € E, alors par définition de E on aurait ng € ¥(ng) = E
ce qui est impossible. Si ng ¢ F, alors toujours par définition de E, on aurait ng € ¥(ng) = E ce qui est de nouveau
impossible.



3 Critere de compacité

Nous établissons pour finir un critere de compacité dans 'espace C(X;K).

Théoréme 3.1 (Ascoli-Arzela). Soient (X, d) un espace métrique compact et (fp)nen une suite
de fonctions de C(X;K) telle que

i) (bornitude) pour tout x € X, il existe M (x) > 0 telle que sup,, | fn(z)| < M(z);

ii) (uniforme équi-continuité) pour tout € > 0, il existe & > 0 tel que pour tout z, y € X,

dlz,y) <6 = Stelglfn(w)—fn(y)\éff-

Alors, il existe une sous-suite (fq(n))nen et une fonction f € C(X;K) telles que fo(ny converge
uniformément vers f sur X.

Réciproquement, si (fn)nen est une suite de fonctions de C(X;K) uniformément convergente,
alors elle est bornée et uniformément équi-continue.

Démonstration. Pour simplifier, on ne traitera que le cas K = R. L’espace métrique (X, d) étant
compact, il est séparable. Il existe donc un sous-ensemble D dénombrable et dense dans X.

Etape 1 : Définition de la fonction f sur D. L’ensemble D étant dénombrable, on peut
énumérer ses éléments en une suite (a;);jen. D’apres la propriété de bornitude i), pour tout j € N,
la suite numérique (fn(a;))nen est bornée. Nous allons appliquer un principe d’extraction diagonal
de sous-suite. Pour j = 0, d’aprés le Théoréeme de Bolzano-Weierstrass, il existe une sous-suite
(foo(n)(@0))nen et f(ao) € R tels que fo(n)(ao) — f(ag). Pour un certain & € N, on suppose
avoir a notre disposition des extractions og,...,0;r : N — N strictement croissantes et des réels
f(ag),..., flar) € R tels que

fooo-0o;(m)(@j) = f(a;)  pour tout 0 < j < k.

La suite (fygo.-.00(n)(@k+1))nen étant bornée, le Théoreme de Bolzano-Weierstrass permet de
nouveau d’extraire une sous-suite notée (fogo...op004 41 (n) (@k+1))nen qui converge vers un f(ax41) €
R. Pour tout n € N, posons
fo(n) = fooo-~oon(n)

de sorte que (fy(n)(ax))n>k est une sous-suite de (fyyo..-00p(n)(@k))n>r pour tout k& € N. Par
conséquent,

lim fony(ax) = f(ar) pour tout k € N. (3.1)

n—oo

Etape 2 : Convergence simple. Montrons que pour tout x € X, la suite (fo(n)(7))nen est de

Cauchy dans R. Soient € et § comme dans la définition de 'uniforme équi-continuité. Par densité
de D dans X, il existe un a € D tel que d(z,a) < 0. Par conséquent, pour tout n et m € N,

|fU(n)(x) - fo’(m)(x”
< |fa(n)(‘r) - fa(n)(a)| + |fa(n)(a) - fa(m)(a)| + |f0(m)(a’> - fa(m)(m”
< 28 + | fo(n)(@) = fo@my(a)]-

Comme a € D, d’apres I'étape 1, la suite numérique (fy(n)(a))nen converge et donc est de Cauchy.
Il existe donc un N € N tel que pour tout m, n > N, on a | f,(»)(a) = fo(m)(a)| < €, ce qui implique
que

| fom) (@) = fom) ()] < 3e.
Ceci montre effectivement que (fy(n)(2))nen est de Cauchy dans R et donc il existe un f(z) € R
tel que fom)(7) — f(x).



Etape 3 : Uniforme continuité de f. D’apres la propriété d’uniforme équi-continuité de f,,
pour tout € > 0, il existe un > 0 tel que pour tout =, y € X avec d(z,y) <9,

|fa(n)(‘r) - fo'(n)(y)‘ <e.

Par passage a la limite quand n — co, on obtient que

|f(z) = fy)l <e,

ce qui montre bien "uniforme continuité de f sur X.

Etape 4 : Convergence uniforme. Soient € et § donnés par la propriété ii). Par compacité
de X, il existe un entier N € N et aq,...,an. € X tels que X C vazsl B(a;,§/2). Donc si z € X,
il existe i € {1,..., N.} tel que = € B(a;,d/2) et

|fa(n)(x) - f(.’L‘)| < |fcr(n)(x) - fa(n)(ai)| + |f0(n)(ai) - f(al)| + If(az) - f(x)‘

< A )

< 2+ 122)&6 ‘fo(n)(az) f(az)|7
ot I'on a utilisé I'uniforme équi-continuité de la suite (fo(n))nen et 'uniforme continuité de f
établie a I’étape 3. D’apres 'étape 2, on en déduit que |fo(n)(ai) — f(a;)| < e des lors que n > n;
(qui ne dépend que de ¢ et de a;). En notant n. := max{ny,...,ny_}, il vient : pour tout £ > 0,
il existe n. € N tel que |fon)(7) — f(z)] < 3¢ pour tout n > n. et tout x € X. On en déduit la
convergence uniforme de f,(,) vers f sur X.

Etape 5 : Réciproque. Soit (f,)nen est une suite de fonctions de C(X) qui converge uni-
formément vers une fonction f € C(X). Alors (fn)nen est bornée dans C(X). Par ailleurs, pour
tout € > 0 il existe un rang N € N tel que ||fn — fllooc < /3 pour tout n > N. Comme les
fonctions f, fo, ..., fn sont continues sur le compact X, elles sont uniformément continues d’apres
le Théoreme de Heine. Par conséquent, il existe n > 0 et dg,...,dnx > 0 tels que pour tout z,y € X

{d(w,y) <n=|f(z) - fy) <

)

%
d(z,y) < b6 = |fi(x) — fily)| < 5, pour tout 0 <i < N.
On définit ¢ := min(n, do,...,dn) de sorte que si z et y € X, alors

d(a,y) <6 = |f(@) =[] < 5 et |fila) = fily)| < 5 powr tout 0<i < N.

wl ™

Par ailleurs, pour tout n > N et pour tout z,y € X

[fn(@) = fa(@)] < |fulz) = f@)] +[f(2) = F@)] +[F(Y) = [a(y)]
<2f = fulloo +1f(2) = fW) <&

On obtient finalement que (f,)nen est bien uniformément équi-continue. O

4 Quelques espaces de fonctions continues

Pour simplifier, dans ce qui suit, on suppose que K = R. Soit € un ouvert de RY (N > 1). Si
K C Q est un compact, on note

Cr () = {f €C(Q) : Supp(f) C K},



ou Supp(f) = {x € Q: f(x) # 0} désigne le support de f. Il s’agit clairement d’un sous-espace
vectoriel fermé de Cp(£2), ce qui en fait donc un espace de Banach. On note également

KCQ compact

I’ensemble des fonctions continues et a support compact dans €. Cet espace n’est pas fermé dans
Cp(£2) comme le montre I'exemple suivant.

Exemple 4.1. En dimension N = 1, on pose 2 = | — 1,1[ et, pour tout n > 1, la fonction
fn :]—1,1[— R définie par

0 size]—1,—-1+i[ull—1 1]
fule) =4 siwe (-3, 3],
n 2 (z—14+1) sizeli1-1]
2(z+1-1) size]-1+21 -1

1 six€[—3, 1],
fl@)=92(1—-2) sizelj 1],
2@+1) size]—1,—1]

Or Supp(f) = [-1, 1] ce qui montre que f & C.(] — 1,1]).

On note Cy(2) la fermeture de I'espace C.(£2) dans Cp(€2). Nous allons caractériser I'espace Co(§2)
comme ’ensemble des fonctions continues qui tendent vers 0 sur le bord de 2. Avant cela, il convient
de rappeler les résultats suivant qui seront utile par la suite.

Lemme 4.2 (Urysohn). Soient K un compact et V un ouvert borné dans RN tels que K C V.
Alors il existe une fonction f € C.(RY;[0,1]) telle que f =1 sur K et Supp(f) C V.

Démonstration. Soit

d:= inf z —vy|| = inf dist(z,RY \ V),
IeK’yGRN\VH yll = inf dist( \V)
oll
dist(z, RN\ V) := inf |z —yl.
@R\V) = it o]
La fonction z + dist(z, RY \ V) étant continue (en fait elle est méme 1-Lipschitz) et K étant
compact, il existe 7 € K tel que d = dist(z,RY \ V). Si d = 0, par définition de l'infimum, il
existerait une suite (y;)jen dans RY \ 'V telle que ||Z — y;|| — 0. L’ensemble RY \ V' étant fermé,
on aurait alors Z € RY \ V ce qui est impossible puisque # € K C V. Par conséquent, d > 0 et

I’ensemble
U:={zcRY: dist(x,K) < d/2},

est un ouvert borné satisfaisant X ¢ U c U C V. La fonction

- dist(z, RN \ U)
v f(x) = dist(z, RN \ U) + dist(z, K)

convient. O



Lemme 4.3 (Partition de I’unité). Soient Vi,...,V, des ouverts de RN et K un compact tel
que K C JI_, Vi. Alors, pour tout i = 1,...,n, il existe des fonctions f; € C.(RY;[0,1]) telles que
Supp(fi) CVietd r  fi=1surK.

Démonstration. Pour tout x € K, il existe i € {1,...,n} et une boule ouverte B, centrée en x
et telle que B, C Vj. Par conséquent, K C |J,.x B, et comme K est compact, on peut extraire

un sous recouvrement fini K C U?Zl By,. On définit K; comme I'union des boules fermées B,
qui sont contenues dans V;. Alors K; est un compact contenu dans V; et K C U?:l K;. Soit U; un

ouvert borné tel que K; C U; C U; C V;, on pose alors

ist(z, RN ;
Fils) dist(z, RY \ U;)

. tout = € RY
dist(x,K)JrZ?:l dist(z, RN \ U;) pour tout x € R™,

qui satisfait bien les propriétés souhaitées. O

Proposition 4.4. Une fonction f appartient a Co(SY) si et seulement si pour tout € > 0, il existe
un compact K. C Q tel que |f| < e sur Q\ K-..

Démonstration. Soit € > 0 et un compact K C Q tels que |f| < & sur Q\ K. D’apres le Lemme
d’Urysohn, on peut trouver une fonction g € C.(€;[0,1]) telle que g = 1 sur K. Posons h = fg de
sorte que h € Co(Q) et ||f — bl < &, s0it f € Co(Q).

Réciproquement, considérons une fonction f € Cy(12), par définition il existe une suite (fy)nen
d’éléments de C.(Q) telle que f, — f uniformément sur Q. Soient € > 0 et n. € N tels que
| fr. — flloo < €/2 et définissons K := {z € Q : |fn.| > €/2}. Alors K est un sous ensemble
compact de 2 et pour tout © € Q\ K, |f| < |f — fu.| + |fu.] <e. O

Proposition 4.5. Les espaces C.(Q2) et Co(Q2) sont séparables.

Démonstration. Par définition de Co(Q2) comme la fermeture de C.(Q2) dans Cp(R2), il suffit de
montrer que C.(f2) est séparable. Soit (K, )nen une famille exhaustive de compacts, ie. K, C
Kny1 C Qet Unen Kn = Q2. Comme Co(Q) = U,,en Cr,, (), il suffit de montrer que chacun des
Ck, (92) est séparable (pour la norme uniforme sur ).

Soit donc K C € un compact et w un ouvert borné tel que K C w C w C . Comme @ est
compact, l'espace C(w) est séparable d’aprés le Corollaire 2.6. Il existe donc une famille {fi}ren
dénombrable et dense dans C(w). Soit (r7)sen une suite de réels positifs qui tend vers 0. Comme
Crx (w) est un sous ensemble de C(w), il existe (k, ) € N2 tel que Cx (w) N B(fx,7¢) # 0. Pour de
tels couples (k,¢), on choisit arbitrairement une fonction gx ¢ € Cx(w) N B(fx,r¢) de sorte que
I'ensemble (dénombrable) D := {gi ¢} C Cx(w) est dense dans Cx (w) (pour la norme uniforme sur
w). En effet, pour tout f € Cx(w) et € > 0 il existe £y € N tel que ry, < &/2 et kg € N tel que

Sup [ f = fiy| < 745
w

1l s’ensuit que Cx (w) N B(fky,Te,) # O de sorte que
sup |f - gko,fo| < sup |f - fkol + sup |fk0 - gko,fo‘ < 21y, <.
w w w

Comme les fonctions gy, sont a support dans K qui est un sous-ensemble compact de w, on
peut les étendre par 0 sur Q \ w en des fonctions gy, qui sont donc dans Cx(€2). L’ensemble
D = {gre} C Cx () est donc dénombrable et dense dans Cx(€2) (pour la norme uniforme sur
Q). O

2. On peut par exemple considérer K, = {x €Q: |z| < n et dist(z, RN \ Q) > %}




5 Mesures de Radon

L’objet de ce chapitre consiste a identifier le dual topologique de certains espaces de fonctions
continues. La connaissance du dual d’un espace fonctionnel est d’une importance capitale en ana-
lyse fonctionnelle. Cela permet notamment d’introduire des topologies affaiblies (par rapport a la
topologie forte de la norme) grace auxquelles on augmente le nombre de compact.

5.1 Mesures de Radon positives

Toute mesure de Radon positive p (une mesure Borélienne finie sur les compacts) définit une
forme linéaire sur I'espace C.(RY). En effet, si f € C.(R"Y), I'intégrale

/RNfdu

est bien définie puisque, en notant K = Supp(f), on a

/ |f|dMSM(K)mI?X|f| < 0.
K

Par conséquent, ’application
L:f— / fdu
RN
définit une forme linéaire positive C.(RY), i.e.,

L(af + Bg) = aL(f) + BL(g) pour tout f, g € C.(RY) et tout «, B € R, (5.1)
L(f) >0 pour tout f € C.(RY) avec f > 0.

Nous allons en fait montrer que toute forme linéaire positive sur I'espace C.(RY) peut étre
représentée de facon unique par une telle mesure.

Théoréme 5.1 (de représentation de Riesz). Soit L : C.(RY) — R une forme linéaire positive
(i.e. qui satisfait (5.1) et (5.2)). Il existe une unique mesure de Radon pu sur RN telle que

L(f) = /Qfdu pour tout f € C.(RY). (5.3)

Pour tout ouvert V C R, on définit

p*(V) :=sup{L(f) : f € C.(RY;[0,1]), Supp(f) C V}. (5.4)

Si U C V, alors p*(U) < p*(V) de sorte que l'on peut étendre p* & n’importe quel ensemble
E c RY en posant
p'(E) = inf{u*(V): E CV ouvert}.

La propriété de croissance de p* reste vraie au sens ou pu*(F) < p*(F') pour tout £ C F.

Lemme 5.2. Pour tout compact K C RY, on a
p*(K) =inf{L(g) : g€ C.(RY;[0,1]), g =1 sur K}.
En particulier, u*(K) < co. De plus, pour tout ouvert U C RY,

w*(U) =sup{p*(K): K CU, K compact}.

10



Démonstration. Soient K C RY un compact et g € C.(RY;[0,1]) telle que g = 1 sur K. Pour
tout 0 < ¢t < 1, Pensemble V; := {g > t}, qui est ouvert, satisfait K C V; et f < t~'g pour tout
f € C.(RY;0,1]) avec Supp(f) C V;. Par conséquent, la croissance de L montre que

pH(K) < p* (Vi) = sup{L(f) : f € C(RY;[0,1]), Supp(f) C Vi} < t7'L(g) < oo
En faisant tendre ¢t — 17, on obtient u(K) < L(g) et donc, par passage & l'infimum en g,
p*(K) <inf{L(g): g € C.(RV;[0,1]), g =1 sur K}.

L’autre inégalité se montre en considérant un ouvert arbitraire U C ) contenant K. Si f €
C.(RY;[0,1]) est une fonction telle que Supp(f) C U et f = 1 sur K, il vient par définition de u*
sur les ouverts que

inf{L(g): g € C.(RY;[0,1]), g=1sur K} < L(f) < pu*(U),
puis, par passage a 'infimum par rapport a U, que
inf{L(g) : g € C.(RY;[0,1]), g =1 sur K} < p*(K).

Pour établir la propriété de régularité intérieure sur les ouverts, considérons un ouvert U C R¥.
Alors, par définition de p* sur les ouverts, pour tout o« < p*(U), il existe une fonction f €
C.(RN;[0,1]) telle que Supp(f) C U et a < L(f). Soit K = Supp(f) et g € C.(RY;[0,1]) telle
que g = 1 sur K. Comme f < g sur RV, on a L(f) < L(g), puis par passage & l'infimum par
rapport a g, on obtient que L(f) < p*(K). Ceci montre existence d’un compact K C U tel que
a < p(K). O

A ce stade, nous avons défini une fonction d’ensembles p* : P(RY) — [0, 00] qui est finie sur les
compacts, qui satisfait, par définition, la propriété de régularité extérieure

p*(E) =inf{u*(V): ECV, V ouvertl pourtout E € P(RY) (5.5)
et la propriété de régularité intérieure
p*(U) = sup{p*(K): K C U, K compact} pour tout ouvert U C RY. (5.6)
Lemme 5.3. La fonction d’ensemble u* est une mesure extérieure.

Démonstration. On a évidemment que p*(f) = 0 et p* est une fonction croissante d’ensemble,
i.e. si E C F, alors p*(E) < p*(F). Il s’agit & présent de montrer que p* est dénombrablement
sous-additive, i.e., pour toute suite {F, },en de sous-ensembles de R, on a

R (U E) <> ()
n=1 n=1
Montrons d’abord que si V; et V5 sont des ouverts de RY,
wr(ViuVa) <pt(Va) + p*(Va). (5.7)

Soit g € C.(R™;[0,1]) avec Supp(g) C V4 U V,. D’apres le Lemme 4.3, il existe des fonctions f;
et fo € C.(RN;[0,1]) telles que Supp(f1) C Vi, Supp(fz) C Vo et fi + fo = 1 sur Supp(g). Par
conséquent, pour i = 1, 2, fig € C.(RM;[0,1]), Supp(fi) C Vi et g = fig + f2g de sorte que, par
linéarité de L et la définition de u*,

L(g) = L(f19) + L(f2g9) < p* (V1) + p* (V).
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Par passage au supremum en g, on obtient p*(Vi U V) < p* (V1) + p*(V3).

Si u(E,) = oo pour un certain n > 1, alors le résultat suit. Sinon, si u(E,) < oo pour tout
n, alors quelque soit € > 0 il existe un ouvert V,, tel que E, C V,, et u*(V,,) < pu*(E,) + 27 "e.
On définit V := J,, V;, et on considere f € C.(RY;[0,1]) avec Supp(f) C V. Comme Supp(f) est
compact, il existe p € N tel que Supp(f) C 2 _, V4. En itérant (5.7), il vient

p

L(f) < p* ( Vn> <Y W (V) <Y ut(Ba) +e

Comme cette inégalité est satisfaite quelque soit f € C.(R™;[0,1]) avec Supp(f) C V, et U,, En C

V', on en déduit que
pw <U En> <p (V)<Y ui(En) +e,
n=1 n=1

ce qui montre la dénombrable sous-additivité, le parametre ¢ > 0 étant arbitraire. O

D’aprés le Théoréme de Carathéodory (voir le Théoréme 6.3), la classe A des ensembles p*-
mesurables, i.e., ensemble des parties A € RY qui satisfont

p*(E) = p*(ENA)+u*(E\A) pour tout E C RY,

est une tribu sur RV | et la restriction p := pu*| 4 de pu* & cette tribu est une mesure. De plus, pour
tout A, B C RY avec dist(A4, B) >0, on a

W(AU B) = i (A) + p* (B).

En effet, par sous-additivité de p*, il suffit de montrer que p*(A U B) > p*(A) + p*(B). Soit
W C RY un ouvert tel que AU B C W. Comme dist(4, B) > 0, il existe des ouverts U et V tels
que ACU,BCV,UUV CWetUNV = 0. Soient f et g € C.(RY;[0,1]) des fonctions telles que
Supp(f) C U et Supp(g) C V. Comme Supp(f) N Supp(g) = 0, la fonction f + g € C.(RY;[0,1])
satisfait Supp(f 4+ ¢) C U UV, et par définition de p* sur les ouverts, on a

p W)z p(UUV) = L(f +g) = L(f) + L(g).
Par passage au supremum par rapport a f et g, on en déduit que
W) = (U) +p* (V) 2 p*(A) + " (B).

Par passage a l'infimum parmi tous les ouverts W O A U B, on obtient le résultat voulu. Une
application immédiate de la Proposition 6.4 montre que B(RY) C A. Par conséquent, la restriction
de p & B(RY) est une mesure Borélienne. Comme par le Lemme 5.2, on a u(K) = p*(K) < oo
(puisque les compacts sont Boréliens), on en déduit que p est une mesure de Radon.

Nous sommes a présent en mesure de conclure la preuve du théoreme de représentation de Riesz.

Démonstration du théoréme 5.1. 1l reste & établir la propriété de représentation (5.3). Soit f €
C.(RY), par linéarité de L, il suffit d’établir que

wp< [ s (5.5)
RN
Soit K := Supp(f) et [a,b] un intervalle compact de R qui contient f(K). Pour tout € > 0, il existe
Yo, Y1,---,Yn E Rtels que yp < a =y1 < --- < yp, = b et maxi<;<n(¥i — yi—1) < €. On définit,
pour tout ¢ € {1,...,n}
Bi:= "y, u) N K.
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Comme f est continue, les ensembles B; constituent une partition Borélienne de K. D’apres la
propriété de régularité extérieure (5.5), il existe un ouvert V; contenant B; tel que p(V;) < u(B;) +
g/n. Par ailleurs, l'ouvert W; = f~1(]y; —¢,y; +¢[) contenant B;, on obtient en posant U; = V; NW;
un ouvert contenant B; et satisfaisant

€ .
pw(U;) < w(Bi) + =, sup f <y;+epour tout i =1,...,n
n U;

Comme {U; }1<i<n est un recouvrement ouvert du compact K, on peut trouver une partition de
l'unité subordonnée & ce recouvrement, i.e. des fonctions h; € C.(R™;[0,1]) telles que Supp(h;) C
U et I h; = 1 sur K. Par conséquent, f = Y1  h;f et h;f < (y; + €)h; dans RY, puis par
linéarité et croissance de L, il vient

n

L(f) Zi znj (i + ) L(hi) = Y _(lal +yi + ) L) — \alzn:L(h
i=1 i=1 i=1

=1

Comme ", h; € C.(RY;[0,1]) est telle que .7 h; = 1 sur K, le Lemme 5.2 montre que

ZL(hi) =L (Z hi) > w(K)

Par ailleurs, la définition de u* sur les ouverts (et donc de p) montre L(h;) < u(U;) < u(B;)+¢/n,
de sorte que

Zj: la| +y; +€) ( (Bl)+%) — |a|u(K).

Comme {Bj,...,B,} est une partition de K, on en déduit que

L(f) < Zyzu ) +e(la] + [b] + & + u(K))

IN

Zyz 1 Bi) +e(|al + [b] + & + 2u(K))

IA

— /RNfdqus(\a| + [b] + € + 2u(K)),

ce qui prouve (5.8), le parametre € > 0 étant arbitraire.

Etablissons enfin I'unicité. Soient p; et po deux mesures de Radon satisfaisant la conclusion du
théoreme de représentation de Riesz. Par les propriétés de régularité (5.5) et (5.6), il suffit d’établir
que py(K) = pa(K) pour tout compact K C RY. Soit € > 0 et K C 2 un compact. D’apres (5.5),
il existe un ouvert V' contenant K tel que ua(V) < ua(K) + e. Par le Lemme d’Urysohn, on peut
trouver une fonction f € C.(R™;[0,1]) telle que f = 1 sur K et Supp(f) C V dou 1x < f < 1y.
Il vient alors

i) = [ twdin < [ pdm == [ fdie < [ v din = (V) < ) +=

Donc p1(K) < pua(K) et en échangeant les roles de p; et po on en déduit que cette inégalité et une
égalité. O
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5.2 Mesures de Radon bornées

Définition 5.4. L’espace des mesures de Radon bornées sur €2, noté M(2), est le dual topologique
de l'espace de Banach Cy(92).

Grace au théoréme de représentation de Riesz (Théoreme 5.1), on peut caractériser l'espace de
mesures de Radon bornées.

Théoréme 5.5. Pour tout L € M(Q), il existe deur mesures de Borel finies u* et u~ sur § telles
que si i désigne la mesure signée = put — p~, alors

L(f):/ﬂfdu ::/Qfdu*f/ﬂfd/f pour tout f € Co(Q2).

De plus, en notant |p| := p* + p~ la mesure (positive) variation de p, on a

1Ll ac) = [1l(€)-

Commengons par établir que toute forme linéaire continue sur Cy(Q2) peut s’écrire comme la
différence de deux formes linéaires positives.

Lemme 5.6. Pour tout L € M(Q), il existe des formes linéaiires continues positives L™ et L™
sur Co(QY) telles que

L) = LY(f) = L™(f)  pour tout f € Co(9).

Démonstration. Définissons le come CT := {f € Co(Q) : f > 0 sur Q} et pour tout f € CT,
L*(f) =sup{L(g): g€C*, g < f}.

Etape 1 : L7 est positive et finie sur Ct. Soit f € C*, comme 0 € C*, on a LT(f) > 0.
Soit maintenant g € C* telle que 0 < g < f. Par continuité de L, on a L(g) < [|L||sm(o)llgllee <
||L||,\,1(Q)||j"||007 et par passage au sup en g, on obtient que 0 < LT(f) < ||L||M(Q)Hf||oo < 00.

Etape 2 : L' est additive sur C*. Soient fi et fo € CT et g € CT telles que 0 < g < f1 + fo.
On décompose g comme g = min(f1, g) + max(g— f1,0), ot min(f1,g) < f1 et max(g— f1,0) < fo.
Comme min(f1, g) et max(g — f1,0) € CT, alors

L(g) = L(min(f1,9)) + L(max(g — f1,0)) < L*(f1) + L7 (f2),

puis par passage au supremum en g,

LT(fi 4 f2) S LH(fr) + LT (f2).

Pour montrer 'autre inégalité, on se donne un € > 0 . Par définition de LT, il existe g; et go € CT
tels que 0 < g; < fi et LT(f;) < L(g;) + & pour i = 1,2. Comme 0 < g1 + g2 < f1 + fo, il s’ensuit
que

LT(f1+ f2) = L(g1 + g2) = L(g1) + L(g2) > L™ (f1) + L*(f2) — 2,

et le résultat suit par passage a la limite quand ¢ — 0.

Etape 3 : Définition et additivitéde L™ sur Co(Q). Soit f € Co(Q2), on décompose f comme
la différence entre sa partie positive et négative f = f* — f~ avec f* € Ct. On pose alors
LH(f) == LE(fY) = LT(f7). Si fet g€ Co(), alors (f +g)" = (f+9)" =fT—f +g" —g~
desorte que (f+g)"+f +g9g =(f+g9) +fT +g". Dou, par additivité de Lt sur CT,

LYN((f+9)N)+ L () + L g7 ) =L ((f+9) )+ LT(fT) + LT ("),
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et donc LT (f +g) = LT (f) + Lt (9).

Etape 4 : LT est continue sur Co(Q2). Soit f € Co(Q2). Comme LT est positive, alors L (| f|+f) >
0, donc par additivité de Lt sur CT, Lt (|f|) > £L*(f), i.e., LT (f)| < LT (|f]). Soient maintenant
f1 et fo € Co(Q), alors les étapes 3 et 1 impliquent que,

ILF(f) = LT () = LT (A = ) S L = F2D) < [ Zlmo 11— follo-

Etape 5 : L™ est une forme linéaire sur Co(Q2). L’additivité de L™ montre que pour tout
n €N, L*t(nf) = nL*T(f). Comme (—f)* = fF, alors LT (—f) = =L (f) et I'identité précédente
a en fait lieu pour n € Z. Si r = p/q € Q avec p,q € Z et q # 0, alors pL*(f) = LT (pf) =
Lt (grf) =qL*(rf), dott LT (rf) = rL*(f). La continuité de L* et la densité Q dans R implique
que LT (af) = aL™(f) pour tout a € R.

Etape 6 : L™ est une forme linéaire continue positive sur Co(Q2). On défiinit L= := L+ — L.
Alors L~ est clairement une forme linéaire continue sur Co(f2). De plus, par définition de LT,
L*(f) > L(f) pour tout f € CT, ce qui montre que L~ est également positive. O

Démonstration du Théoréme 5.5. D’apres le Lemme 5.6, on peut décomposer L € M () comme
L= L%~ L~ ou L* sont des formes linéaires continues positives sur Cy(£2). D’aprés le Théoréme
de Représentation de Riesz, il existe deux mesures de Radon positives u* telles que

LE(f) :/fdujE pour tout f € C.(9).
Q

De plus, par définition de u* sur les ouverts (voir (5.4)) et par définition de la norme dans M (),
ona

pEQ) = sup  LE(f) <[ LF|lme) < oo,
Fece(@ifo.1)

ce qui montre que p* sont des mesures finies. Par conséquent,

L(f):/Qfd;ﬁ—/Qfd,u_ pour tout f € C.(Q).

Cette inégalité peut étre étendue a toute fonction f € Co(f2) par densité de C.(2) dans Co(2), par
continuité de L et par convergence dominée.
Si f € Co(R) est telle que || f|loo < 1, alors on

L(f)| < / Fldlul < [ul(9),

puis par passage au supremum par rapport a f, || L||pq) < |p/(£2). Réciproquement, par définition
de pu™ sur les ouverts, pour tout £ > 0 il existe des fonction f* € C.(;10,1]) telles que pu*(Q) <
LE(f) + e, don

ul(2) = () + 7 (Q) S LT(FF) + L7 (f7) +2¢.
Par ailleurs, par définition de L, il existe g™ € Co(Q) telle que 0 < g™ < fTet LT(fT) < L(g™)+e.
Par ailleurs, comme

L= (f)=L"(f")—L(f) = sup L(h) = L(f7) = sup {-L(9)},
heCo(R),0<h< - 9€C(9), 0<g<f~

il existe g~ € Cp(Q) telle que 0 < g~ < f~ et L=(f~) < —L(¢g~) + €. Par conséquent,

lul(Q) < L(gt —g7) +4e
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et comme —1 < —f~ < —¢g~ < gt —¢g~ <g" < fT <1, on en déduit que
() < | Ll ame) +4e

et la conclusion vient du fait que € > 0 est arbitraire. O

6 Appendice : mesures extérieures

Pour pouvoir “mesurer” toutes les parties d’un ensemble, il convient d’affaiblir la notion de
mesure en celle de mesure extérieure. Dans cette section, on désigne par X un ensemble et par
P(X) lensemble des parties de X.

Définition 6.1. Une application p* : P(X) — [0, 00| est appelée mesure extérieure si elle vérifie
(1) p(0) = 0;
(ii) Pour tout A, B € P(X), on a pu*(A) < p*(B);
(iii) Pour toute suite {A, }nen de P(X), on a

e (Ua) < T

neN neN

Si une mesure sur la tribu triviale P(X) est toujours une mesure extérieure, la réciproque n’est
pas forcément vraie. Toutefois il est possible de restreindre p* a une tribu sur laquelle p* est une
mesure.

Définition 6.2. Un ensemble A € P(X) est dit pu*-mesurable si pour tout E € P(X), on a
W (B) = w (B0 A) + 1 (B A).

Par sous-additivité d’une mesure extérieure, pour vérifier qu'un ensemble A est p*-mesurable,
il suffit de montrer que
W (B) = u*(ENA) + 5" (B\ A)

pour tout E € P(X) tel que p*(F) < 0.

Théoréme 6.3. (de Carathéodory) Soit u* une mesure extérieure sur un ensemble X. Alors
la classe A des ensembles u*-mesurables est une tribu et la restriction de pu* a A est une mesure.

Démonstration. Montrons tout d’abord que A est une tribu. Clairement, on a §§ € A car p* (@) = 0.
Par ailleurs A est stable par passage au complémentaire puisque EN(X\A) = E\Aet E\(X\A) =
E N A. 1l reste donc & montrer que A est stable par union dénombrable.

Vérifions d’abord que A est stable par réunion et intersection finie (ce qui fera de A une algebre).
Si A; et As sont p*-mesurables, par sous-additivité de p*, on a pour tout E € P(X),

i (E) (BN A + 1 (E\ Ay)

= +u(
= p(ENA) +p (BN A)N A2) +p7 (B Ar) \ As)
= +u(

)

(ENAD)+p (ENAg\ A+ p"(E\ (A1 U Ay))
> P (EN(A1UAR)+p"(E\ (AU Ag)),

ce qui montre que A; U As € A. Par passage au complémentaire, on en déduit que A1 N Ay € A,
puis que 4; \ As € A.
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Soit maintenant { Ay, },en une suite d’éléments de A, posons A = | J,, A, et montrons que A € A.
On définit Ay = Ag puis 4], = A, \U,,,<,, Am pour tout n > 1; A étant une algebre, on obtient ainsi
une suite {A] },en d’ensembles dans A disjoints deux & deux et de réunion (J,, A), = J,, An = A.

Posons B, = J,.,, A} € A, on obtient alors pour tout E € P(X)

p(ENBny1) = p'(ENBppiNBy)+p*(EN By \ Bn)
(BN B+ (ENAL,,),

car les A/ sont deux & deux disjoints. Ceci établit par récurrence que pour tout n € N,
n
“(ENB,) =Y p(ENA,). (6.1)
k=0

Les ensembles B,, étant p*-mesurables, on a
W (B) = 1 (B 0 By) + 1°(E \ By)
ce qui implique, par (6.1) et croissance de p* (B, C A), que
w(B) = S it (B0 AL + u*(E\ A),
k=0
Par passage a la limite quand n — co et sous-additivité de la mesure extérieure p*, il vient
pH(E) 2> p(ENA)+u"(E\A) > p*(EnA) +p*(E\ A), (6.2)
k=0

ce qui montre que A € A et donc que A est une tribu.
Si les A,, sont disjoints deux & deux, alors A}, = A,, pour tout n € N. En prenant £ = A dans

(6.2), on obtient
> i (Ar) = (4),
k=0

ce qui montre que p* est une mesure sur A. O

Si & présent (X, d) est un espace métrique (que I'on peut donc munir de la tribu Borélienne,
B(X), engendrée par les ouverts), le résultat suivant donne un critére assurant la p*-mesurabilité
des ensembles Boréliens de X.

Proposition 6.4. Si, pour tout A, B C X avec dist(A, B) > 0, on a
p* (AU B) = p*(A) + p* (B), (6.3)
alors B(X) C A.

Démonstration. Puisque la tribu Borélienne B(X) est engendrée par les fermés, il suffit de montrer
que tous les fermés de X sont p*-mesurables. De plus, par sous-additivité de p*, il suffit d’établir
que si C C X est fermé,

p(E)>p (ENC)+p"(E\C) pourtout E C X tel que p*(E) < oo.

On pose pour tout n > 1,

C, = {ac € X : dist(z,C) <

S
—
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Comme dist(E \ C,,, ENC) > 1/n > 0, 'hypotheése montre que

p(ENCp) +p(ENC) = p"(E\Cp) U(ENC)) < p*(E).

Posons

1
Ry, = E: —— is <
% {x € P < dist(z,C) <

Comme dist(R;, R;) > 0 deés que |[j —i| > 2, on a

ZM*(R%) =p* (U R2k> < pH(E) < oo,

k=1

el

et

ZM*(R%H) =p (U R2k+1> < pi(E) < oo,
k=0

i=0

pour tout m > 1, d'olt Y, ; p*(Ri) < 2u*(E) < oo. Comme C est fermé, ona E\C = (E\ C,)U

Uk:Zn Ry, et donc, par sous-additivité de u*,

WH(EN\Cn) < p (ENC) < p(E\Co) + ) i (Ri),

k>n

puis par passage a la limite quand n — oo, p*(E \ C,) — p*(E \ C). Enfin, en faisant tendre

n — oo dans (6.4), il vient
p*(E) z p (ENC)+p"(E\C)

ce qui montre effectivement la p*-mesurabilité de C.
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