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1 Géomeétrie différentielle

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser a la généralisation des courbes et des surfaces dans
I'espace Euclidien qui conduit la notion de sous-variété différentielle de RY.

1.1 Quelques rappels de calcul différentiel

Nous rappelons les résultats suivants de calcul différentiel seront centraux dans les arguments
qui suivent.

Théoréme 1.1 (d’inversion locale). Soient U C RN un ouvert, ¢ : U — RY une fonction
de classe CP (p € N*). On suppose qu’il existe xg € U tel que dp(x9) € GLN(R). Alors il existe
un ouvert V. C U contenant o et un ouvert W C RN contenant ¢(xo) tels que o réalise un
CP-difféomorphisme de V' sur W.

Le théoreme d’inversion locale ne donne qu’un critére permettant de montrer qu’une fonction
est difféomorphisme local. Le théoréeme d’inversion global permet en revanche de montrer, sous des
hypotheses plus fortes, quune fonction est un difféormorphisme global.

Théoréme 1.2 (d’inversion globale). Soient U C RN un ouvert, ¢ : U — RN une fonction de
classe CP (p € N*). On suppose que @ est injective sur U et que do(x) € GLy(R) pour tout x € U.
Alors o(U) est un ouvert et ¢ réalise un CP-difféomorphisme de U sur ¢o(U).

Le théoreme des fonctions implicites permet de résoudre localement une équation cartésienne
f(z,y) = 0 sous la forme y = y(z). Autrement dit, il permet (localement) de montrer qu’un
ensemble de niveau peut s’écrire comme le graphe d’une fonction.

Sig:RF xR — R™ et (yo,20) € R¥ x R!, nous considérerons par la suite les différentielles par-
tielles dyg(yo, z0) € L(R*,R™) et d,g(yo, 20) € L (R, R™) de f en xg = (yo, 20) qui correspondent,
respectivement, aux différentielles des fonctions partielles y € R* + g(y,2) et z € Rl + g(y, 2). Si
f est différentiable en (yo, z0), nous avons alors pour tout h = (hy, ho) € R¥ x R,

dg(yo; 20)(h1, h2) = dyg(yo, z0)(h1) + d=g(yo, 20) (h2).

Théoréme 1.3 (des fonctions implicites). Soient U C R* et V C R! des ouverts et g: UxV —
R! une fonction de classe CP (p € N*). Soit xo = (yo,20) € U x V tel que

9(Y0,20) = 0,
d.9(yo,20) € GLi(R).



Alors, il existe un owvert U' C U contenant yo, un ouvert V' C V contenant zy et une fonction
a:U — V' de classe CP tels que

(y,z) €U x V', PN yel’,
9(y,2) =0 z = a(y).

1.2 Sous-variétés

Définition 1.4. Soient N € N*, p € N*U{+o0} et k € {1,...,n}. Un sous ensemble M de R" est
une sous-variété de RV de dimension k et de classe CP si, pour tout zo € M, il existe un voisinage
ouvert U de zo dans RN et un CP-difféomorphisme ¢ : U — RY de U sur son image tels que

(M NU) = oU)N[RF x {Og~n-r}].

La définition précédente en terme de carte locale signifie que localement, M est CP-difféomorphe
A un sous-espace vectoriel de RY de dimension k. Dans le résultat suivant, nous donnons d’autres
caractérisations dont les preuves reposent sur les Théoremes d’inversion locale et des fonctions
implicites. Par la suite, nous identifierons RV et R¥ x RN¥~* de sorte que tout point € RN s’écrit
r=(y,z) € RF x RN~k,

Théoreme 1.5. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) M est une sous-variété de RN de dimension k et de classe CP ;
(ii) Fonction implicite : pour tout xg € M, il existe un voisinage ouvert U de xo dans RN et

une fonction g : U — RN=F de classe CP tels que dg(zo) € L(RYN;RVNF) est surjective et

MNU={ze€U: g(z) =0}

(iii) Graphe : pour tout xo = (yo, 20) € M, il eviste un voisinage ouvert V de yo dans R, un
voisinage ouvert W de zo dans RN=F une fonction a: V — W de classe CP et A € GLy(R)
tels que

MOV xW)={A(y,a(y)): y€V}

(iv) Nappe paramétrée : pour tout xog € M, il existe un voisinage ouvert U de xo dans RY,

un voisinage ouvert V. de Ogr dans R* et une fonction f : V — RN de classe CP telle que
f(0) =z, df (0) € L (RF;RYN) est injective et f réalise un homéomorphisme de V' sur MNU .

Remarque 1.6. 1) La caractérisation (ii) d’une sous-variété M en terme de fonction implicite
signifie que, localement, M est I’ensemble de niveau 0 d’une fonction g : RY — RY=F. Une fonction
g: U — RN~k de classe CP sur un ouvert U C RY contenant z et telle que dg(z) € Z(RY; RN F)
est surjective s’appelle une submersion de classe CP en x.

2) La caractérisation (iii) d’une sous-variété M en terme de graphe signifie que localement, M
est le graphe d’une fonction a : R¥ — RV ~=F. La présence de I'application linéaire A est due au fait
qu’il peut étre nécessaire d’effectuer un changement de base afin de se ramener & une telle fonction.
On pourrait se passer d’introduire ce changement de base mais il faudrait alors identifier R &
E x F ou E et F sont deux sous espaces vectoriels de RV de dimenson k et N — k respectivement.
Dans nos notations, on a en fait que E = A(R* x {Ogn—#}) et F = A({Ogx} x RNFK).

3) La caractérisation (iv) d’une sous-variété M en terme de nappe paramétrée signifie que,
localement, M est I'image d’une fonction f : R¥ — RY. Une telle fonction f : V — R de classe
CP sur un ouvert V C R* contenant 0 telle que df(0) € Z(R¥;RY) est injective s’appelle une
immersion de classe CP en 0.



Démonstration du Théoréme 1.5. Carte locale = Fonction implicite : Soient zog € M, U un voi-

sinage ouvert de zg dans RY et ¢ : U — R"™ un CP-difféomorphisme de U sur son image tels
que
(M NU) = p(U)N[R* x {Ogn-k}].

On définit g : U — RV~ par

9(x) = (pr+1(x),...,on(z)) pour tout x € U.

La fonction g est de classe CP et d’apres le théoreme de différentiation des fonctions composées, on
a pour tout x € U,

dg(x) = (depy1(z)(h), ..., don(x)(h))  pour tout h € RY.

Comme ¢ est un CP-difféomorphisme local au voisinage de zg, on en déduit que dp(z¢) € GLy(R)
et donc, pour tout v € RNY~F il existe un unique h € RY tel que dp(zg)(h) = (Ogk,v), ce qui
montre que

dg(zo)(h) =v

et donc que dg(zg) € Z(RN; RN ~F) est surjective. On a donc montré que g est une submersion de
classe C?P en xg. Enfin,

reMNU <= ¢(x)€pl)NRF x {Ogy-«}]
— zeUetgx)=0.

Fonction implicite = Graphe : Soient o € M, U un voisinage ouvert de xo dans RV et g :
U — RN=F une fonction de classe CP telle que dg(zo) € Z(RY; RN ~F) est surjective et

MNU={zeU: g(z)=0}.

Comme dg(zg) € L (RN;RV=F) est surjective on a rg(dg(xg)) = N — k et le Théoréme du rang
montre que E = Ker(dg(zo)) est un sous-espace vectoriel de RY de dimension k. Soit F' = E+ le
supplémentaire orthogonal & E dans RY (qui est un sous espace vectoriel de dimension N — k) de
sorte que RN = E @ F.

Dans la suite, nous identifierons RY & E x F via 'homéomorphisme

RN=FE@F — EXF,
r=y+z — (y,2).

Par abus de notation, nous écrirons tout = € R sous la forme z = (y, z) € E x F. En particulier,
on a xg = (yo,20) € F x F. Quitte & réduire U, nous pouvons supposer que U =V x W ou V
est un voisinage ouvert de yy dans F et W est un voisinage ouvert de zy dans F. Considérons
I’application partielle

9(yo,-) : W — RV F

qui est de classe CP. Sa différentielle en zg est donnée par d.g(yo, z0) = dg(xo)|r € L (F; RN ). Si
v € F est tel que d,g(yo, 20)(v) = dg(xo)(v) = 0, alors v € Ker(dg(zo)) = E ce qui montre que v =
0. Par conséquent, d.g(yo, 20) est injective et donc bijective puisque dim(F) = dim(RV %) = N—k.
On en déduit que d.g(yo, z0) € GLn_k(R) de sorte que nous pouvons appliquer le Théoréme des
fonctions implicites. Il existe donc un ouvert V/ C V' contenant 3y, un ouvert W’ C W contenant
2o et une fonction a : V' — W’ de classe CP tels que

(y,2) e V! x W', — yeV/,
g(y,2) =0 z=a(y).



Par conséquent,
MOV xW')={(y,aly): yeV'}

Graphe = Carte locale : Soient g = (yo,20) € M, V un voisinage ouvert de yo dans R¥, W

un voisinage ouvert de zg dans RV=% a : V' — W une fonction de classe C? et A € GLy(R) tels
que

MOV xW)={A(y.a(y)): ye V}

Quitte & faire un changement de base, on peut supposer que A = Id. Soit ¢ : V x W — R la
fonction définie par

o(x) =p(y,2) = (y,z —aly)) pour tout z = (y,2) €V x W.

La fonction ¢ est de classe CP sur V x W. De plus ¢ est clairement bijective de V' x W sur son
image ¢(V x W) d’inverse donné par

o'y, )=, 2 +aly)) pour tout (y,2') € o(V x W).
Par ailleurs, pour tout x = (y,2) € V. x W et tout h = (hy,hs) € R¥ x RN=% on a
do(x)(h) = (hy, hy — da(y)(h1)),

de sorte que dp(x) € GLn(R) avec [do(z)] 71 (v) = (v1,v2 + da(2)(v1)) pour tout v = (v1,vs) €
R*¥ x RN=*_ Le Théoreme d’inversion globale montre que ¢ réalise un CP-difféomorphisme de V x W
sur son image (qui est ouverte).

Enfin, comme

z=(y,2) EMN(VXxW) <= (y,2) €V xWetz=aly),
on en déduit que
px) e g(MN(V xW)) <= @) epVxW)et prp(z) = =pn(z) =0,

ce qui montre que
(M N (VxW)) =@V xW)N[R* x {Ogx-x}].

Graphe = Nappe paramétrée : On suppose de nouveau que A =1d. On pose U =V x W qui

est un ouvert de RV et
Vi={yeR": (yo+y,alyo+y) €U}

qui est un ouvert de R* (comme image réciproque de I'ouvert U par la fonction continue y +
(yo + y,a(yo +y))) qui contient Ogx puisque (Yo, a(yo)) = (Yo, 20) = xo € U. On définit

v = RY
y — (Wo+y.alyo+y))

qui est une fonction de classe CP sur V. De plus f(0) = (yo,a(y0)) = (Y0, 20) = xo et df (0)(h) =
(h,da(yo)(h)) pour tout h € R¥. Par conséquent, df (0)(h) = 0 implique que h = 0, ce qui montre
que df(0) € Z(R*;RY) est injective et donc que f est une immersion de classe C? en 0.
Montrons que f : V! — M N U est bijective. Tout d’abord, si y; et yo € V' sont tels que
f(y1) = f(y2), on en déduit que (yo + y1,a(yo +y1)) = (Yo + y2,a(yo + y2)) ce qui montre que
y1 = y2 et donc que a est injective sur V. Par ailleurs, pour tout z = (y,2) € MNU, on a z = a(y),
donc en posant § : =y — yo, on a f(¥) = (yo + 7,a(yo + 7)) = (y,2) = x € U ce qui implique que



ge V' et f(§) =x. Ceci implique que f est surjective de V' sur M NU et donc que f réalise une
bijection de V' sur M NU. Remarquons que I'application réciproque f~! : M NU — V est donnée
par

fHx) = ((x — 20)1,...,(x —x0)r) pour tout x € M NU (1.1)

qui définit bien une fonction continue sur M NU. Nous avons finalement montré que f : V' — MNU
est un homéomorphisme.

Nappe paramétrée = Graphe : Soit 2o € M, U un voisignage ouvert de o dans RY, V un

voisinage ouvert de Ogx dans R¥ et f : V — RY une fonction de classe CP telle que f(0) = wo,
df(0) € Z(R*,RYN) est injective et f réalise un homéomorphisme de V sur U N M.

Comme df(0) € Z(R¥;RY) est injective, E := Im(df(0)) est un sous espace vectoriel de RY
de dimension k. Soit F' = E+ le supplémentaire orthogonal & E dans R (qui est un sous espace
vectoriel de dimension N — k) de sorte que RY = E @ F. De nouveau, nous identifions RY &
E x F et nous écrirons x = (y,z) € E x F. En particulier, on a xy = (yo,20) € F x F. On note
Py :RYN = E (resp. Pr: RNV — F) la projection sur E (resp. F) et on définit la fonction

J:V — FE
y — Pg(fy)).

La fonction J est de classe C? sur V et on a dJ(0)(h) = Pg o df(0)(h) pour tout h € R¥. De
plus si dJ(0)(h) = 0 on en déduit que df(0)(h) € Ker(Pg) = E*+ = Im(df(0))* ce qui implique
que df(0)(h) = 0, soit h = 0 puisque df(0) est injective. On en déduit que d.J(0) € Z(R¥; E)
est injective puis, comme dim(E) = dim(R*) = k, que dJ(0) € GLi(R). D’apres le théoréme
d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert ¥y C V de 0 dans R¥ et un voisinage ouvert Vi, de
yo dans E tels que J réalise un CP-difféomorphisme de Vp sur V.

Soit U = (Vo) qui est un ouvert de RY puisque Vj est ouvert dans R* et f=! : RN — R* est
continue d’apres (1.1). Alors

r=(y,2) e MNU <= ilexistey €V, tel que z = f(y')

<= ilexiste y €V tel que y = J(y) et 2
= yeVy ¥ =J""y) et z=Pr(f(y))
= yeV,etz="Pr(f(J ().

Soit a : V,, — F la fonction définie par a(y) = Pp o f o J~!(y) pour tout y € V,, qui est une
fonction de classe CP. On a bien montré que M NU = {(y,a(y) : y € V, }. O

Exemple 1.7. 1) Soit V' C R¥ un ouvert. Alors M =V x {Og~-x} est une sous-variété de R de
dimension k et de classe C*°. Il suffit de choisir pour tout x¢g € M V'ouvert U = V' X Brn-#(0,7)
(avec r > 0 arbitraire) et ¢ = id.

2) La sphere S¥=! = {(z1,...,2x) € RNV : 27 + .-+ + 2% = 1} est une sous-variété de R de
dimension N — 1 et de classe C*°. En effet, 'application

g:RY - R
N

T Zx?fl
j=1

est de classe C* et, pour tout = € R”,
dg(z)(h) =2z -h pour tout h € RY,

ce qui montre que dg(z) est surjective pour tout x € SV=1. De plus S¥~! = {z ¢ RV : g(z) = 0}.



1.3 Espace tangent

La notion d’espace tangent pour les sous-variétés généralise celle de droite tangente pour les
courbes.

Définition 1.8. Soit M une sous-variété de R" de dimension & et de classe C'. Pour tout z¢ € M,
I'espace tangent a M en xg, noté T, M, est défini par

Ty M = {v € RY . il existe un intervalle ouvert I contenant 0 et

v € CHI;RYN) tels que v(I) € M, v(0) = xg, v/ (0) = v}.

Nous allons voir que Ty, M est un sous-espace vectoriel de RY de dimension k.

Théoréeme 1.9. Soit M une sous-variété de R de dimension k et de classe C'. Pour tout xo € M,
Uespace tangent ¢ M en xo est un sous espace vectoriel de RN de dimension k. De plus, on a les
caractérisations suivantes :

(i) Carte locale : Ty, M = dp(x)~H(RF x {Ognv—k}) ;

(#) Nappe paramétrée : T, , M = Im(df(0)).

(i4i) Graphe : TyyM = {A(h,da(xo)(h)) : h € R¥};

(iv) Fonction implicite : T, M = Ker(dg(xg)).

Démonstration. Fixons un point zg € U.
(i) Carte locale : Soit U un voisinage ouvert de x¢ dans RY et ¢ : U — R un C!-difféomorphisme
de U sur son image tels que

(M NU) = oU)N[RF x {Og~n-r}].

Montrons tout d’abord que Ty, M C dp(2¢) " (R* x {Ogn—+}). Soit v € T,,, M, alors il existe un
intervalle ouvert I C R et une application v : I — M de classe C! telle que v(0) = zg et 7/(0) = v.
Quitte & réduire 'intervalle I, on peut supposer que v(I) C U. On peut alors définir 5(t) = o(v(¢))
pour tout ¢ € I de sorte que 7 est de classe C* sur I. Comme ~(t) € M NU pour tout t € I, alors
3(t) € o(U) N [RF x {0gx—1}] et done 7(0) = dp(+(0))(+/(0)) = dip(0)(v) € R x {0gx—s}. On en
déduit que v € dp(zo) " (RF x {Ogv—+}).

Pour montrer 'autre inclusion, fixons un élément w € R¥ x {Og~—« }. Comme o(U) est ouvert
contenant (xo), il existe € > 0 tel que p(xg) + tw € ¢(U) pour tout ¢ € | — ¢, ¢[. On définit alors

v:]—ee[ — RY
t = 9 (p(ao) +tw)

qui est une fonction de classe C*. Comme ¢(xq) +tw € o(U)N[RF x {Og~—+}] pour tout t € | —¢, [
et o (M NU) = pU)N[RE x {Ogn—k}], on en déduit que v(t) € M NU pour tout t € | —¢,¢e[. D
plus (0) = zo. Par définition de I’espace tangent, on doit avoir que +/(0) = d(p~1)(¢(z0))(w) =
dp(x) " (w) € Tyy M. On a donc bien établi que dp(x) H(R* x {Opn—+}) C Ty M.

Comme T, M = dp(xo) 1 (R* x {Ogn—+}) et dp(zo) € GLy(R), on en déduit que T, M est un
sous-espace vectoriel de RY de dimension k.

(ii) Nappe paramétrée : Soit U un voisinage ouvert de zo dans RY, V un voisinage ouvert de
Ogx dans R¥ et f: V — RY une fonction de classe C! telle que f(0) = zg, df(0) € L (R*;RN) est
injective et f réalise un homéomorphisme de V sur M NU.




Soit w € R¥, comme V est un ouvert de R* contenant 0, il existe ¢ > 0 tel que tw € V pour
tout ¢ € | — €, ¢[. On définit alors

y:]—ee[ — RY
t = f(tw).

Comme f(V) = M NU, on en déduit que y(t) € M pour tout t € | — £,¢[. De plus, la fonction
v est de classe C! et satisfait v(0) = f(0) = x¢. Par définition de l’espace tangent, on a 7'(0) =
df (0)(w) € Ty, M, ce qui montre que Im(df(0)) C Ty, M. Comme df (0) € £ (R*;RY) est injective,
Im(df (0)) est un sous-espace vectoriel de RY de dimension k. Comme T}, M est un sous-espace
vectoriel de RY de dimension k, on en déduit que T,,, M = Im(df(0)).

(iii) Graphe : Soit V un voisinage ouvert de yo dans R¥, T un voisinage ouvert de zy dans
RN=F q:V — W une fonction de classe C* et A € GLy(R) tels que

MV xW)={A(y,a(y) : y €V}
Comme les fonctions f, a et A sont reliées par la relation

f(y) = A(yo + y,alyo +y)) pour tout y €V,

on en déduit que

TpoM =Tm(df (0)) = {df(0)(h) : h € R*} = {A(h,da(z0)(h)) : h € RF}.

(iv) Fonction implicite : Soit U un voisinage ouvert de zo dans RY et g : U — RY~F une
fonction de classe C! tels que dg(zg) € Z(RY; RV %) est surjective et

MNU={zeU: g(z)=0}.

Soit v € Ty, M, il existe un intervalle ouvert I C R et une fonction v : I — M de classe C* telle
que v(0) = g et 7/(0) = v. Quitte & réduire I'intervalle I, on peut supposer que ¥(t) € U pour
tout ¢ € I. Par conséquent, g(y(t)) = 0 pour tout ¢ € I, puis en dérivant, il vient

dg(v(t))(+'(t)) =0 pour tout t € I.

En particulier, pour ¢ = 0, on a dg(zg)(v) = 0 ce qui montre que v € Ker(dg(zg)) et donc
que T, M C Ker(df (zo)). Par ailleurs, la surjectivité de dg(xo) € Z(RY;RY~*) montre que
Ker(dg(zo)) est un sous espace vectoriel de RV de dimension k, tout comme 7)., M. Par conséquent,
T.. M = Ker(dg(xz)). O

2 Mesures de Hausdorff

2.1 Définition et propriétés des mesures de Hausdorff
Définition 2.1. Soient 0 < s < 0o et § > 0. Pour tout A C R, on définit
) diam(A;) ) s _
HS(A) := inf ws | ————= ) : ICN, AC| |A;, diam(4;) <6 ;,
() {Z (= U i ey }

ou



et T'(¢) == [ e *2'~! dx est la fonction Gamma d’Euler. On pose ensuite

H(A) :=sup H3(A).
6>0

On appelle H* la mesure de Hausdorff s-dimensionnelle sur RY.

Remarque 2.2. (i) Le supremum définissant H®(A) est en fait une limite que 6 — 0 car si §; < dg,
alors H3 (A) > H3, (A).

(ii) Si s = k € N, La constante de renormalisation wy, coincide avec le volume de la boule unité
dans R¥ i.e.

3

wp=LF{z eR¥: 22 + .-+ 21 <1}).
(iii) Comme diam(A) = diam(A), on peut supposer que les ensembles A; sont fermés dans la
définition de Hj(A).

Théoreme 2.3. Pour tout 0 < s < 0o, H® est une mesure Borélienne.

Démonstration. Montrons d’abord que H?® est une mesure extérieure. Si A C B, on a clairement
que H3(A) < Hj(B) puis, par passage & la limite quand § — 0, on en déduit que H*(A) < H*(B).
Soit maintenant {A,},cy une suite de parties de RY. Pour tout 6 > 0 et n € N, il existe un
recouvrement {B}'};e; de A, tel que diam(B}') < d et

diam( B") §
> Zw; ( ) il

jel

Comme {J,, A C U;,, B}, il vient

> diam(B i

n=0j el

et la sous-additivité suit par passage a la limite quand § — O.

Pour montrer que H?® est une mesure de Borel, il suffit de montrer que H*(AU B) = H*(A4) +
H*(B) pour tout A, B C RY tels que dist(4, B) > 0. Soit 0 < § < dist(A, B)/4 et {Ck}rer une
recouvrement de AUB avec diam(Cy) < 4. Soient A := {C}, : CxNA #£ 0}t et B:= {Cy : CxNB # 0}
de sorte que A C Ug, c4 Crs B C U, cpCr et CiNCy =0si C; € Aet C; € B. Alors

P () + () g ()

kel C;eA c;enB
H5(A) +H5(B).

v

Par passage & I'infimum sur tous les recouvrements {Cj }reny de AU B dans le membre de gauche,
il vient

H(AUB) > M3(A) + 13 (B),
puis, par passage a la limite quand § — 0,
H(AUB) > H*(A) + H*(B).

L’autre inégalité est une conséquence immédiate de la sous-additivité de la mesure extérieure
H?. O



Montrons a présent des propriétés basiques des mesures de Hausdorff.

Proposition 2.4. (i) H° est la mesure de comptage sur RY ;
(ii) H' = L dans B(R) ;
(ii5) H¥(AA) = NH5(A) pour tout A > 0 et tout A C RV ;
(iv) H*(L(A)) = H*(A) pour toute isométrie affine L : RN — R? et tout A C RY ;
(v) Si f:RN — RY est une fonction Lipschitzienne, alors

H(f(A)) < [Lip(f)]*H (A)  pour tout A C RY;
(vi) Sit>s et ACRY, alors
H(A) >0 = H(A)=oo.

Démonstration. (i) Si {a} est un singleton, pour tout 6 > 0, on a a € Bjjs(a) de sorte que
HI({a}) < wo(6/2)° = 1 et donc, en faisant tendre & — 0, HO({a}) < 1. Si {A;}icr est un
recouvrement de {a} par des ensembles de diametre plus petit que d, alors (en utilisant la convention

0" =1), . 0
wo Y (W) > 1.

iel
Par passage & l'infimum parmi tous les recouvrements, il vient H°({a}) > HI({a}) > 1. Par

conséquent, H°({a}) = 1. Si A = {ay,...,ax} est un ensemble fini, H(A) = Zle HO({a;}) =
k = #(A) et, si A est un ensemble infini H°(A) = co = #(A).
(ii) Soit A C R un ensemble Borélien et A C [J;2]a;, b;[, pour tout § > 0 on peut décomposer

chacun des intervalles [a;,b;] en une union finie de sous intervalles d’intérieurs disjoints et de
diametre plus petit que 6, i.e. [a;,b;] =, [o], 8] avec 8] — o] < §. Par conséquent,

JEL;
o0 7 ] o0
diam([a?, B/
M) <oy Y0 PR ED _ 570,
=0 j€el; =0
ou l'on a utilisé le fait que w; = 2. Par passage a l'infimum parmi tous les recouvrements

{lai, bi[}ien, on obtient par définition de la mesure de Lebesgue que H}i(A) < L£'(A), puis, par
passage a la limite quand 6 — 0, H*(A) < L1(A)

Pour montrer I'autre inégalité, considérons un recouvrement de A C J;.; 4; avec diam(A4;) < 0,
on pose s; = inf A4; et t; = sup A; de sorte que A; C |s; — 62- 0D ¢, 4 52*(”1)[. Par définition de
la mesure de Lebesgue, on a donc que

diam(A4;
LY(A) < ;(ti —5)) 420 = w; ; # + 20,
puis, par passage a l'infimum par rapport a tous les recouvrements {A; };en, il vient
LY(A) < HF(A) + 6.
On fait tendre ensuite § — 0.

(iii) Si {A; }ier est un recouvrement de A avec diam(A4;) < 4, alors {\A; };es est un recouvrement
de MA avec diam(A\A;) < AJ, don

His(AA) < X, (diam(Ai)y

4 2
el



puis, par passage a I'infimum parmi tous les recouvrements {4;};cr de A4,
$s(AA) < AHZ(A) < NHP(A).

Par passage a la limite quand 6 — 0, on obtient H(AA) < ASH*(A). Pour montrer 'autre inégalité,
on note simplement que
HE(A) = HE(ATEH(AA)) < ASHE(MA).

(iv) Si L : RN — R? est une isométrie affine et {A;};cr est un recouvrement de A avec
diam(A;) < 6, alors {L(A;)}ier est un recouvrement de L(A) avec diam(L(4;)) = diam(4;) < 4.
Par conséquent,

< () ()

el i€l

puis, par passage & I'infimum parmi tous les recouvrements {A;};c; de A et passage au supremum
en J, on obtient

H(L(A)) < H(A).

Comme L~!: L(RY) — RY est une isométrie linéaire, il vient
H*(A) = H (L7 (L(A))) < H*(L(A)),

ce qui montre l'autre inégalité.

(v) Si f: RN — R? est une fonction Lipschtzienne et {A;};c; est un recouvrement de A avec
diam(A4;) < ¢, alors {f(A;) }ier est un recouvrement de f(A) avec diam(f(4;)) < Lip(f)diam(A;) <
Lip(f)d. Par conséquent,

H i ys ((A) < 3w, (dm<2f<A>>) LA S (dm))

el el

puis, par passage & I'infimum parmi tous les recouvrements {A;};c; de A et passage au supremum
en J, on obtient

H(f(A)) < [Lip(f)]"H(A).

(vi) est une conséquence du fait que, par définition de la mesure de Hausdorff, pour tout § > 0,

ona < (g)t_ng(A) <o (g)t“"%s(A).

S S

Par passage & la limite quand § — 0, on en déduit que si H*(A) < oo, alors H!(A) = 0. O

2.2 Mesures de Hausdorff versus mesure de Lebesgue

Nous allons & présent montrer que la la mesure de Hausdorff N-dimensionnelle dans R™ coincide
avec la mesure de Lebesgue £V. La démonstration repose sur I'inégalité isodiamétrique qui stipule
que le plus grand volume parmi tous les sous ensembles de diametre 2r est wyr?, i.e. le volume de
la boule. Remarquons que cette inégalité n’est pas completement évidente car, comme le montre
I’exemple d’un triangle équilatéral, il n’est pas vrai qu'un ensemble quelconque est contenu dans
une boule de méme diametre.
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Proposition 2.5 (Inégalité isodiamétrique). Pour tout ensemble LN -mesurable A C RY, on
a

dm<A>)N

£Y(4) < wy ( !

Démonstration. La preuve repose sur le principe de symétrisation de Steiner. Pour tout & € RY
avec || = 1, on note II¢ 'hyperplan orthogonal & et

A :={teR: y+ttc B}

la section de A dans la direction £ passant par le point y. D’apres le Théoreme de Fubini, appli-
cation y El(Ag) est £V ~1-mesurable dans II¢. Par conséquent I'ensemble

Se(A) = {y +1t&: y e ll, |t| < £1(B})/2}

est toujours £N-mesurable. De plus, une nouvelle utilisation du Théoréme de Fubini montre que
LN (Se(A)) = £V (A).

Par définition, le nouvel ensemble S¢(A) est symétrique par rapport a IIe. Par ailleurs, si A est
symétrique par rapport a II, avec v - £ = 0, alors S¢(A) conserve cette propriété. Pour voir cela,
notons o la symétrie par rapport a I1,,, i.e. o(x) =  — 2(x - v)v, qui satisfait 02 = id. Alors, on a
que

oy + Agf) =o(y) + Ai@)é

En effet, si x € o(y + Agf), alors il existe t € Ag tel que x = o(y +t&) =o(y) +t& car £&-v = 0.
Comme y + t§ € A et 0(A) = A, on en déduit que o(y) +t& = v = o(y + t€) € A, ce qui montre
que t € Ag(y) et donc que z € o(y) + Ag(y)@ Pour montrer ’autre inclusion, on utilise I'inclusion
précédente pour obtenir que

g (a(y) + Ai(y)ﬁ) C 0'2(3/) + A§2(y)§ =y+ Af,ﬁ,

soit, en appliquant o & 'inclusion précédente, o(y) + Ag(y)f Co(y+ Ag ). Soit x € S¢(A), alors
z=y+t avecy € Il et |t| < Ll(Ag)/Q. En utilisant la Proposition 2.4 (ii) et (iv), on en déduit

que

LH(AT) = M (A7) = H! (y + A36) = H' (o (y + A59))
=H'(a(y) + Aﬁ(y)f) = Hl(Af,(y)) = El(Af,(y))-

Par conséquent, o(z) = o(y) +t§ avec o(y) € I¢ et 2[t| < L}(A5) = LA

J(y)), ce qui montre que

o(z) € Se(A) et donc que S¢(A) est symétrique par rapport & II,.
Montrons a présent que la symétrisation diminue le diametre. Pour ce faire, pour tout € > 0, on
considere z et ' € A tels que
diam(S¢(A)) < |z — 2| + &.

Soient y =z — (x- )€ et vy =2’ — (2’ - §)§ € Il¢ et posons
ro=inf{t: y+t£ € A}, s:=sup{t: y+tfe€ A},

et
r=inf{t: o +tE € A}, s =sup{t:y +t& e A}

11



Supposons, sans restreindre la généralité que s’ —r > s — r’. Alors
1 1 1 1 1

3’—7“27(3’—7")4—5(8—7"’)zi(s—r)—ki(sl—r) 5/5 (AS) + [, (AE)

Comme |z - | < LY (AS) et |2/ - ¢] < %El(Ai/), il vient

[\)

s'—r>lz-gl+la {2z ¢.
Par conséquent, comme y + 7€ et i + '€ € A,

(diam(Se(A)) —e)* < fo —a'P = |y — /PP + |- € — 2’ - €
Sly—y' P+ (s =) =1y +7&) — (v + 5'€)|* < (diam(A))? = (diam(A4))?,
ce qui montre effectivement que diam(Sg(A)) < diam(A).

Nous sommes a présent en mesure de montrer 'inégalité isodiamétrique. Si diam(A) = oo, il
n’y a rien & montrer. Sinon, on considére une base orthonormée {ei,...,ex} de RY. On définit
A = Se,(A), As = Se,(A1),..., AN = S (An—1) et on pose A* = Ay. Par construction,
LN(A*) = LN (A), diam(A*) < diam(A) et A* est symétrique par rapport a Il., pour tout k =

., N. Par conséquent, si x € A*, alors —x € A* de sorte que A* C Bgjam(a~)/2(0), soit

: 0\ Y . N
LYN(A) = LN (A*) < LY (Bdiam(a+)/2(0)) = wy (dlaH;(A)> <wn (dlaHQl(A)) ;

ce qui conclut la preuve de I'inégalité. O

L’inégalité isodiamétrique permet montrer que la mesure de Hausdorff N-dimensionnelle coincide
avec la mesure de Lebesgue dans RV, généralisant ainsi la Proposition 2.4 (ii).

Théoréme 2.6. HY = LN dans B(RY).

Démonstration. Soit A € B(RY) tel que HN(A) < co. Pour tout d > 0 il existe un recouvrement
{A;}ier tel que diam(A4;) < § et

. N
wy Y (dla“;(Ai)) <HN(A) + 6 <HN(A) +4.

iel
Rappelons que, sans restreindre la généralité, on peut supposer que les A; sont fermés. Comme
A C |J; As, on obtient grace a l'inégalité isodiamétrique que

. N
M) < 3LV (A) <o Y (d“;(“”) < HN(A) 45,

iel iel
On obtient que LV (A) < HN(A) par passage & la limite quand 6 — 0. Si HY (A) = oo, cette
inégalité est immédiate.

Pour montrer lautre inégalité, on commence par établir que HV est une mesure de Radon.
Pour ce faire, on remarque que si Q est un cube de RV, alors diam(Q) = vVNLN(Q)'/V. Soit
donc {Q;}ien un recouvrement de A par des cubes ouverts. Si § > 0, quitte & subdiviser chaque
cubes @; en plus petits cubes, on peut supposer que diam(Q;) < §. Par définition de la mesure de
Hausdorft, il vient

HY(4) < wNZ = Qz)) ~ oy (@)Niﬂ@i).
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Par passage a l'infimum parmi tous les recouvrements {Q;};cny de A et par passage a la limite
quand § — 0, il vient HV (A) < OnyLN(A), ce qui montre effectivement que HY est finie sur les
compacts et donc que HY est une mesure de Radon.

Soit A € B(RY) tel que LN (A) < oo. Par régularité extérieure de la mesure de Lebesgue, pour
tout § > 0, il existe un ouvert U contenant A tel que LN (U) < LN(A) + 6 < oo. D’apres le
Théoreme de presque-recouvrement de Vitali, il existe une famille dénombrable { By }ren de boules
ouvertes deux & deux disjointes, telle que diam(By) < § et By C U pour tout k € N; et

cy (U\ GBk> =0.

k=0

Comme HY est une mesure extérieure, il vient

00 o) . N
HY(A) < S HY(BY) <3 wn (‘“H(B))

2
k=0 k=0
=> LN(By) =L~ (U Bk> <cNWU) < LN(A) + 6.
k=0 k=0

et passage & la limite quand § — 0, on obtient que HY(A) < LN(A). Cette inégalité reste
évidemment vraie quand LV (A) = oo. O

2.3 Formule de D’aire

Nous nous intéressons & présent & l’interprétation de la mesure de Hausdorff H* pour k € N
avec 1 < k < N — 1. La formule de I’aire va nous permettre de montrer que H* coincide avec la
mesure de volume sur les sous-variétés de dimension & dans RY.

Théoreme 2.7 (Formule de D’aire). Soient 1 <k < N, U C R* un ouvert et f:U— RY une
fonction de classe Ct injective telle que v € U s df (x) est bornée et, pour tout x € U, df (z) est
une application linéaire injective de R* dans RN . Alors pour tout ensemble Borélien A C U, on a

k = X X X.
) = [ e @@ ara) d

Démonstration. Etape 1. Commencons par établir que f(A) est H¥-mesurable. Par régularité
intérieure de la mesure de Lebesgue, il existe une suite de compacts K; C A telle que L¥(A\K;) — 0.
Par conséquent, f étant Lipschitzienne, il vient

" (ﬂA) VU f<Kz->> < H* (f (A\ U K)) < [Lip(f))*L" (A\ U Ki) 0,
i=0 i=0

=0

Comme f est continue et K; compact, f(K;) C RY est compact et |J; f(K;) € B(R"). Par
conséquent f(A) est HF-mesurable comme union d’un ensemble Borélien et d’un ensemble de
mesure H* nulle.

Etape 2. Supposons d’abord que f = L est une application linéaire injective. On utilise la
décomposition polaire pour décomposer L = O o S out S : RF — R* est une application linéaire
inversible, symétrique, définie positive et O : R¥ — RN est une application orthogonale. En
effet, application linéaire LTL : R¥ — RF est inversible (car injective), symétrique et définie
positive. Par le théoréme de décomposition spectrale, il existe une base orthonormée {e1, ..., ex}
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de R¥ et des réels Ai,...,A\x > 0 tels que (LT L)e; = A\e; pour tout 4 = 1,...,k, de sorte que
L"L = Zf:l Aie; ® e;. On pose alors

k
S = Z Ve ® e
i=1

qui définit une application linéaire S : R¥ — RF inversible, symétrique et définie positive. Posons
alors O := Lo S~ ! et v; := O(e;) = \/%L(ei) € RY. Par construction, {vi,...,v;} forme un
systeme orthonormé de R™ ce qui montre que O est orthogonale.

On définit la mesure de Radon positive v(E) := H*(L(E)) pour tout Borélien E C RF. Si

x € R¥, on a par linéarité de L et invariance par translation de H* que
v + ) = HH(L(x + B)) = HX(L(x) + L(E)) = H*(L(E)) = v(E).

Par conséquent, la mesure de Radon A\ := v/v([0,1]%) est invariante par translation et satisfait
A([0,1]%) = 1. Par unicité de la mesure de Lebesgue, on a donc que A = L¥, soit v = kLF o
k= v([0,1]%).

Montrons & présent que x = /det(LTL). En utilisant la décomposition polaire et le fait que O
est orthogonale (en particulier une isométrie),

HMO o S(E) _ HN(S(E)) _ LA(S(E))
Lr(E) LH(E) LH(E)

R =

car S(E) C R* et H¥ = £ sur R¥. En choisissant en particulier
E:Q:{xERk: 0<z-e; <1pourtout1l<i<Ek}
(le cube unité de R* orienté suivant la base {ey,...,ex}), on a que
S(Q)={yeR": 0<y-e; < /A pour tout 1 <i < k}
et donc L£*(S(Q)) = Hle Vi = det(S) = \/det(LTL) ce qui conclut la preuve de la formule de

l'aire dans le cas linéaire.

Etape 3. Considérons enfin le cas général d’une fonction f : U — R de classe C! injective telle
que x € U — df (z) est bornée et df (x) est injective pour tout x € U. Pour simplifier les notations,
on pose Jy := /det(dfTdf). Soit K un compact inclu dans U. Comme f est de classe C! sur U,
pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que si z, y et z € K satisfont |z —y| < J et |z — 2| < 4, alors

[J(x) = Jr) <& [If(x) = fly) = df (2)(y — 2)|| < elldf (2)(x = y)ll.

En effet, la premiére condition résulte de I'uniforme continuité de Jy sur le compact K. La deuxieme
condition se démontre par Pabsurde sur supposant l'existence de gy > 0 et de trois suites (zp,)nen,
(Yn)nen €t (2n)nen dans K telles que

3=

v wn =2l <

S|

[0 = ynll <

et
o(lzn = ynll) = If (@n) = fyn) = df (z0) (@n = ya)ll > olldf (zn) (Yn — zn) |-

Quitte & extraire une sous-suite (car K est compact), on peut supposer que T, — &, Yn, — Y, 2n — 2
(avec x =y = 2) et v, = (T — Yn)/||Tn — Ynll = v avec |v| = 1. D’ou o(1) > &o||df (z,,)(v,)|| puis
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par passage & la limite 0 = g¢l|df (x)(v)||. Par conséquent, v € S¥~! appartient au noyau de df (z),
ce qui est impossible par injectivite de df ().

En particulier, pour € < 1, on a

1) = F@ = lldf (2)(z = w)|| = £ (2) = f(y) = df (2)(y = 2)|| = (1 = )| df (2)(y — @)

et

1 () = F@)I| < [ldf (2) (& = o)l + 1 f () = f(y) — df (2)(y — )| < (L + &) df (2)(y — 2)-

Soit K = [J;~, A; une partition Borélienne de K telle que diam(4;) < §. On fixe z; € A; et on
pose L; := df(z;). Par hypothese L; : R¥ — R est une application linéaire injective et pour tout
x,y € A,

(I=e)lLi(z =yl < [[f (@) = fFWI < L+ &)l Li(z = y)I,
ce qui montre que

1
)H < .
A)T) S

En utilisant le fait que f est injective, on en déduit que f(ANK) = -, f(AN 4;) dou

Lipp,a,)(fla; © L7 <1+e, Lipgea,y(Lio (f

HE(f(ANK)) Zﬂk F(AN A ZH’“ Li(AN 4))))

(14¢) zm (AN A) :(Hs)kz/ J1(z) da
i=1 ANA;
(1+¢) Z/ z)dr +e(1+4¢)FLF(K)
ANA;

(et [Ty det o1+ 0 L)

De méme,
= - xr X . Zi X 13 k
AOKJf<x>dx—;[40AiJf< )d sg/m T () do + L (K)
= 3 HE(Li(ANAy)) +eLF(K ZH’“ Lio (fla) Hf(ANA)) +eLF(K)
i=1 =1
= ZHk FANA) + eLF(K) = (1_15)k7¢k(f(AmK))+ack(K).

Par passage a la limite quand € — 0, on obtient

HE(F(ANK)) = / Ty () da,
ANK

puis, en choisissant K = K, olt {K,, }nen une suite croissante de compacts tels que Un K, =U et
en passant a la limite quand n — oo, on en déduit que

A)):/AJf(x)dx

ce qui conclut la preuve de la formule de Iaire. O
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Remarque 2.8. (i) Si k = 1, la formule de ’aire permet de retrouver la formule du calcul de la
longueur d’une courbe

1 _ /
H(f(E)) = /E 1F(0)] dt.

(i) Si k=N —1et f(x) = (z,a(x)) ott a : RV~ — R est une fonction de classe C!, la formule
de l'aire permet de retrouver la formule de l'aire du graphe de a

WY1 ({(2,a@)) : 7 € B :/E\/l—&-HVa(a:)H?d:c. (2.1)

En effet, par caractérisation d'une sous-variété en terme de graphe, G = {(x,a(z)) : = € RV"1}
est une hypersurface (sous-variété de RY de dimension N — 1) de classe C'. On définit la fonc-
tion (de classe C') f : RN~"! — RN par f(x) = (x,a(x)). La matrice jacobienne Df(z) =
(8jfi(at))1§i§N,1§j§N,1 de f est donnée par

Df(z) = v
Oa(x) -+ On—ia(x)
de sorte que
Ova(zx)
DIGDI@) = | 4y, e
In-1a(x) Oa(z) -+ On-1a(z)

= Idy-1+ Va(z) ® Va(z).

Soit M =Idy_1 +v®wv ot v € RV~1. Si v # 0, un calcul immédiat montre que (Id +v ® v)v =
(1 + ||v]|?)v ce qui montre que v est un vecteur propre de la matrice M et que la valeur propre
associée est 1+||v||2. Par ailleurs, si e € v1, alors Me = e, ce qui montre que e est un vecteur de M et
que la valeur propre associée est 1. Par conséquent, 1+]||v||? est une valeur propre simple et 1 est une
valeur propre de multiplicité N —2 de la matrice M, ce qui implique det(1+v®v) = 1+ ||v]|%. Cette
formule reste bien entendu vraie si v = 0. La formule (2.1) est alors une conséquence immédiate
de la formule de 'aire.

3 Formule de Gauss-Green

3.1 Partition de 'unité réguliere
On commence par montrer une généralisation du lemme d’Urysohn au cas de fonctions régulieres.

Lemme 3.1. Soit K C RN un compact et V.C RN un ouvert tels que K C V. Alors, il existe une
fonction f € C(RYN) telle que 0 < f <1 dans RY, f =1 sur K et Supp(f) C V.

Démonstration. Soit d = dist(K,RY \ V) > 0, on pose
U={zxecR: dist(z,K) <d/3}, U ={zxecR: dist(z,K) < 2d/3}

de sorte que K CcU cc U’ cc V.
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On considére une fonction € C°(RY) telle que n > 0, Supp(n) C By et [pn n(y) dy = 0. On
pose alors 7. := e~ V(- /e) de sorte que n. € C°(RY), . > 0, Supp(n.) C Be et [pn 1:(y) dy = 1.
On définit f. := f % 1., i.e. pour tout € RV,

fo) = [ na=nio@)dy.

D’apres le théoréme de dérivation sous le signe intégral, on a f. € C®(RY). Par ailleurs, si = ¢
U + B, alors |z — y| > ¢ dés lors que y € U, ce qui implique que f.(x) = 0. Par conséquent, si
e < d/3, alors Supp(f.) C U + B. C U, ce qui montre que f. € C(RYN) avec Supp(f.) C V. Par
ailleurs, six € K et y € Be(z), alors y = (y —xz) + ¢ € B. + K C U. Par conséquent, si z € K, on
a

fs(x)Z/B()ns(w—y)lu(y)dy=/3()na(l‘—y)dy=/ ne(w) dy = 1.

RN

La fonction f := fy/¢ satisfait donc les propriétés requises. O
Le résultat suivant donne l’existence d’une partition de I'unité réguliere.

Proposition 3.2. Soient Vi,...,V, des ouverts de RN et K un compact tel que K C U, Vi
Pour tout i = 1,...,n, il existe des fonctions 0; € C(RY;[0,1]) telles que Supp(6;) C V; et
S b, =1sur K.

Démonstration. Pour tout x € K, il existe il existe i € {1,...,n} et une boule ouverte B, centrée
en z et telle que B, C V;. Par conséquent, K C U,ex Bz, et comme K est compact, on peut
extraire un sous recouvrement fini X C U§:1 B, . On définit K; comme I'union des boules fermées
Bixj contenues dans V;. Alors K; est un compact tel que K; C V; et K C U?:l K;.

Pour tout 1 < i < n, soit U; un ouvert borné tel que K; C U; CC V;. D’apres le Lemme 3.1, il
existe une fonctions f; € C=°(RY) telle que 0 < f; < 1 dans RY, f; = 1 sur U;, Supp(f;) C V;. Par
conséquent, > i, f; > 1sur U := J;_, U; qui est un ouvert contenant K. En utilisant de nouveau
le Lemme 3.1, on peut trouver une fonction f € C°(RY) telle que 0 < f < T sur RV, f =1 sur K
et Supp(f) C U. Par conséquent,

1—f—|—Zfi21 dans RV

i=1

et donc la fonction

o - fi

’ 1-f+ Z?:l fj
est bien définie et de classe C> sur RY. Clairement on a 0 < 6; < 1 sur RY, Supp(¢;) C V; et
Y0 =1sur K. O

3.2 Ouverts a frontiere réguliere

Définition 3.3. Soit © C RY un ouvert. On dit que Q est de classe C* (k € N) si pour tout
x € 09, il existe

— unr >0,

— une base orthonormée {ey,...,ex} de RV,

— une fonction @ : RN~! — R de classe C*
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tels que, en identifiant Vect(eq,...,enx_1) avec RV~1 et Vect(ey) avec R,

QNQr(z) ={y € Qr(z) : yn <alyr,-..,yn-1)},
o0 QQT’(CL') = {y S Qr(x) YN = a(yla cee 7yN71)}7

ot Q.(z) = {y € RN : |y; —z;| < 7 pour tout 1 <i < N}. Si k > 1, la normale unitaire extérieure
aQeny=(y1,...,yn-1,0H1,-..,yn-1) = (¢, a(y’)) € 002N Q,(z) est bien définie et est donnée

par
1

V1 [IVa(y)?

De plus, si ¢ : RY — R, est une fonction continue dans un voisinage de 9, la formule de 1’aire
montre que l'intégrale de bord de ¢ sur 9Q N Q,(x) est donnée par

/ pdHN T = / oy a(y )1+ [Va@) P dy'-
NNQ(z) z/+]—rr[N-1

v(y) = (=Va(y'),1).

Si Q est borné, alors 92 est un compact de RY. Par la propriété de Borel-Lebesgue, on peut
alors recouvrir 92 par un nombre fini de cubes Q; = Q. (x;)(pour ¢ = 1,...,m) qui satisfont les
propriétés ci-dessus. Soit 64, ...,#,, est une partition de 'unité associée a Q1,...,Qmn :

— pour tout 1 < i <m, 6; € C.(RY), 0<6; <1dans RV et Supp(;) C Q;;

— Y, 6; =1 sur 9Q.

Alors, si ¢ : RN — R, est une fonction continue dans un voisinage de 952, on a

pdHN ! = / Oip dHN 1.
/69 ; a0NQ;

3.3 Formule de Gauss-Green

Le résultat suivant est une version N-dimensionelle de la formule d’intégration par parties, bien
connue en dimension 1.

Théoréme 3.4. (Formule de Gauss-Green) Soient 2 C RY un ouvert borné de classe C' et
F:RN = RN un champ de vecteurs de classe C* dans un voisinage de Q. Alors

/QdivF(x)dx:/ F-vdHN~1 (3.1)

[219]

Si f: RN — R est une fonction scalaire de classe C' dans un voisinage de €,
/ Vix)de= [ fodHN7L. (3.2)
Q o0

Démonstration. Nous démontrons seulement la formule (3.2).

Etape 1. On suppose ici que supp(f) C 2. Soit R > 0 tel que Q C | — R, R[N. Comme f est &
support dans €, on peut 1’étendre par zéro & tout | — R, R[N en une fonction (toujours notée f)
de classe C! sur | — R, R["V. D’apres le Théoreme de Fubini, on a alors que pour tout 1 < j < N,

R
/ @fdxz/ ajfda:: / / 8jfd:vj dl’l-"dl‘j,l d$j+1~-'d{)3]v.
Q ]—=R,R[N ]-R,R[N-1 —R
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Or
R
/ ajfd:rj = f(xla"'7xj—1aRaxj+17"'7$N) - f(ajlw"axj—lafRaxj—i-lv"',zN) =0
-R
car supp(f) C Q C ] — R, R[YN. Par conséquent, comme f = 0 sur 92,

/ Vide=0= [ fvdHNL
Q o0

Etape 2. Soit z € 9Q, r > 0, Q := Q,(z) et a € C}(RV~1;R) comme dans la Définition 3.3.
Plagons nous dans la base {e1,...,en} donnée par la paramétrisation locale de 9. On note alors
0;f =V f-e; la dérivée dans la direction e; de sorte que Vf = Zil(aif)ei. Montrons que

/Vf(y) dy:/ frdHN=1  pour tout f € CH(Q).
Q o0

Tout d’abord, on a d’apres le Théoréeme de Fubini,

a(y’)
/8Nf(y) dy:/ (/ aNf(y’,yzv)dyzv> dy’
Q a'+]—-R,R[N-1 \J-R

-/ $/ oty = [ gy et [ gy an
@'+]—R,R[N—1 a0NQ a0

Par ailleurs, si j # N, et y € 2+ ] — R, R[N "1, on a que
a(y’) ) , , ) a(y’) ,
o\ [ s duy | = 1 a0t + [0, ) du.

—R —R

On integre & présent par rapport a 3’ € '+ | — R, R[Y~!. Comme f = 0 sur 0Q, le Théoréme de
Fubini montre que le membre de gauche s’annule et donc que

a(y”)
0= / (' a(y)sa(y’) dy’ + / ( / ajf<y',yN>dyN> dy',
@'+ ]—R,R[N-1 '+ ]-RRN-1 \J_-R
soit

/3jf(y)dy=/ fv d’HN‘lz/ frjdHN 1.
Q aNNQ o0

Etape 3. Soit Q1,...,Q,, un recouvrement de 02 par des cubes satisfaisant les propriétés de
la Définition 3.3. On considére également un ouvert w tel que w C ) et

m
Qcwu U Qz
i=1
Soit g, 61, . ..,0x une partition de 1'unité subordonnée au recouvrement {w, Q1,...,Qm,} de Q :

— 0y €CX(w), 0 < b < 1et, pour tout 1 <i<m, 0; € C(Q;) et 0 <0; <1;
— Y0, =1 sur Q.
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Comme f =" ,6;f dans Q, on a que

/QVf(;z;)dx:/wV(eof)dx—ki/ﬂ V(0: f) dz.

NQ;

D’aprés I'étape 1, du fait que supp(fof) C w C ] — R, R["V, on en déduit que
/ V(0o f) dz = 0. (3.3)
Si1<i<m, comme 0;f € C:(Q;), on peut appliquer ’étape 2 pour obtenir que

/ VO f)de = | 0;fvdHN 1. (3.4)
Q o0

En regroupant (3.3) et (3.4), il vient

/QVfdm:g;/QV(Qif)dx:g/meifydﬂN_l:/mfud’HN_l,

ot 'on a utilisé le fait que sur 92, g = 0 et donc Y~ 6; = 1. O

4 Intégration en coordonnées polaires

Le résultat suivant généralise la formule d’intégration en coordonnées polaires bien connue en
dimension 2 et 3.

Théoréme 4.1. Soit g : RN — R une fonction Borélienne positive, alors

/RN 9(z) dz = /OOO (/63(0)”9(@/) dHNl@)) dr = /OOO </BB(071) g(ry) dHNl(y)> PN,

Démonstration. Montrons d’abord que HVN~1(0B(0,7) N {xx = 0}) = 0 pour tout r > 0. Pour ce
faire, on constate que z = (2/,zn) € 9B(0,7) N {xy = 0} si et seulement si |2/'| =7 et zx = 0.
En notant B'(0,7) = {2/ € R¥=1: |2/| < 7} la boule de centre 0 et de rayon r dans R¥~! on a
alors dB(0,7) N {zy = 0} = dB’(0,r) x {0}. Comme HN~2(0B'(0,r)) = HN=2(r(0B'(0,1))) =
rN=2HN=2(0B’(0,1)) = (N — Dwy_17V"2 € ]0,00], on en déduit que HNY=2(0B'(0,7)) < oo et
donc que HN=1(0B'(0,7)) = 0. Soit p : RN — RN~ la projection orthogonale définie par p(z) = 2’
pour tout z = (2/, xx) € RY. Comme p est un isomorphisme isométrique de R¥ =1 x {0} sur RV —1,
on en déduit que dB(0,7) N {zy = 0} = p~1(8B’(0,7)) et donc,

HYHOB(0,r) N {zy =0}) = HY " (p~ 1 (0B'(0,7))) = HNH(0B'(0,r)) = 0.

Montrons ensuite que pour tout r > 0,

r

gdHNflz/ g(x',:l: r2—|x’|2)7
/as(o,r)m{imm} {z’€RN-1: |2/|<r} V2 = |a!|?

En effet, si € > 0, on peut écrire

OB(0,r)N{xy >} = {(x/,xN) € B'(0,V/r2 —e2)x e, +oo[: any = /12 — |x’|2}.

dz’.
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L’application a : B'(0,vr? — €2) — R définie par

a(z’) = /12 — |2'|?
est de classe C* sur B’(0,v/r2? — €2) et pour tout '’ € B’(0,vr? —e?), on a

!/

N x 5 r
Va(z') = 7\/7@7 V1+|Va(z))? = 7\/@

On en déduit que

gdHN =t =

g(z',a(x')\/1+ |Va(z')|? dz’
' /12— |2'|? "

Comme g > 0, par passage a la limite quand € \, 0, il vient d’apres le théoréme de la convergence
monotone que

/BB(O,T)H{IN>6} /B’(O,\/r2—52)

/]3'(0,\/7“2—52)

/ st = [ e T
OB(0,r)N{zn >0} B’(0,r)

2 — [2/]2
On integre 1'égalité

/ gl = [ g TR da
9B (0,mr)N{z N >0} B’(0,r)

/,42 _ |1./|2

par rapport & r € |0, +o00[ puis on utilise le théoréme de Fubini

oo o r
gdH N | dr = / / g(a', /1?2 = [2/|?) ——===da’ | dr
/o </6B(O,r)ﬂ{wN>0} 0 B'(0,r) V2 =z ?

= RV R PIE ER—" T
/]RN—I (/z/g( | | ) /7”2— |l"|2 )

On change de variable s = /72 — |2/|2 dans la premiére intégrale ce qui donne

x, 2P dr:/ r',s)ds
[ o TR = [ gt

z’|
puis on utilise de nouveau le théoreme de Fubini qui donne
/ / gdHN 1 drz/ g(z) dz.
0 OB(0,r)N{xNn>0} RY

On montre de méme que

/ / gdHN ! dr:/ g(x)de.
0 dB(0,r)N{zn <0} RN
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En regroupant et en utilisant que H¥~*(0B(0,7) N {zy = 0}) = 0, on conclut que

/ </ gdHN1> dr = / g(x) d.
0 8B(0,r) RN

Pour la deuxiéme formule, on utilise la (N — 1)-homogénéité de HN¥~!. Pour tout Borélien
ACRYN,

HNHANOB(0,r) = HN L (r(r P AN dB(0,1))) = TV *HN ("t ANAB(0,1)),

soit

/ LadHN ™ = rN_l/ La(ry) dHY
dB(0,r) 0B(0,1)

Par linéarité de 'intégrale, on pour toute fonction étagée et positive h, on a

/ hdHN ! = rN_l/ h(ry) dHN L.
0B(0,r)

aB(0,1)

On obtient la formule pour toute fonction Borélienne g : RY — RT par approximation de g
par une suite croissante de fonctions Boréliennes étagées, puis par application du théoreme de la
convergence monotone. O
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