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1 Quelques éléments de théorie de la mesure

On rappelle les définitions suivantes. Etant donné un ensemble X, on désigne par P(X) l'en-
semble des parties de X.

Définition 1.1. Une tribu (ou o-algébre) sur X est une sous famille A de P(X) vérifiant :
(i) D e A;
(i) si A€ A, alors X \ A € A;
(iii) si {An}nen est une suite d’éléments de A, alors |,y An € A.

Le couple (X, A) est appelé espace mesurable.

Définition 1.2. Une mesure est une application p : A — [0, 00] qui satisfait

(i) u(0) =0;

(ii) si {A,}nen est une suite d’ensembles dans A deux & deux disjoints,
neN n=0
Le triplet (X, A, ) est appelé espace mesuré.

On rappelle les propriétés suivantes des mesures, qui seront utilisées systématiquement par la
suite.

Proposition 1.3. Soit (X, A, u) un espace mesuré et {Ay}nen est une suite dans A. Alors

1.
7] (U An> < ZH(AH)Q

neN

2. si Ap C Apy1 pour tout n € N,

M (U An) = nh_{[;O M(An)v
neN
3. st Apy1 C A, pour tout n € N et p(Ap) < oo,

neN



Si X est un espace topologique, on désigne par B(X) la tribu Borélienne sur X, i.e. la plus
petite tribu contenant les ouverts de X. Une mesure définie sur la tribu B(X) s’appelle une mesure
Borélienne. Une mesure Borélienne finie sur les compacts s’appelle une mesure de Radon.

Les mesures de Radon jouissent de propriétés de régularité permettant d’approcher la mesure
d’un Borélien par la mesure d’ouverts ou de fermés.

Proposition 1.4. Soit i une mesure de Radon sur RN . Alors, pour tout Borélien A C RN
w(A) = sup{u(K): K C A, K compact},
= inf{uU): ACU, U ouvert}.

Démonstration. Commencons par montrer I’approximation intérieure par un compact. On suppose
tout d’abord que pu(A) < oo et on pose v(B) := u(A N B) pour tout Borélien B C RY, ce qui
définit une mesure Borélienne finie sur R,

On considere la famille

F o= {B c RY Borélien : pour tout € > 0, il existe

un fermé C' C B tel que v(B\ C) < 5}.

La famille F contient évidemment les ensembles fermés.
Montrons que F est stable par union et intersection dénombrable. Soit donc { B, },cn une famille
d’éléments de F. Pour tout € > 0 et tout n € N, il existe un ensemble fermé C,, C B,, tel que

S
on+2”

v(Bn, \ Cn) <

L’ensemble C' := (), C), est fermé et

(79 9) () () () Eomos

ce qui montre que (), B, € F. Par ailleurs, comme v est une mesure finie, on a

() (@) (@) ()

Su(oo(Bn\C> i (Bn \ Cr)

n=0

[\.’)\Ff)

ra_—_ | |™
Pour m asssez grand, on a donc en posant C' :=J,_, Cy

(([jB> \C') <

ce qui montre, C’ étant fermé, que J,, B, € F.

Soit U un ouvert de R™. Montrons que U est 'union dénombrables de fermés. Pour ce faire, on
considére la famille F des boules fermées B(z,r) dans RV centrées en x € QN et de rayon r € Q*.
La famille F est dénombrable et U étant ouvert, on a

U BcCU.

BEF, BCU



Pour montrer 'autre inclusion, on utilise la densité de Q dans R. Soit donc € U et R > 0 tel que
B(z,R) C U. 1l existe alors z € Q¥ N B(x, R/4) et 7 € QT tels que R/4 < 7 < R/2 de sorte que
x € B(z,7) C B(z,R) C U, ce qui montre que

U BHOU

BEF, BCU

et donc ’égalité. On en déduit que F contient tous les ouverts de RV,

Posons a présent

G:={BeF:‘BeF}

de sorte que RN € G et G est stable par union dénombrable. Par conséquent, G est une tribu.
Comme les ouverts sont contenus dans G, on en déduit que la tribu G contient la tribu Borélienne.
Par conséquent, pour tout B C R™ Borélien et tout £ > 0 il existe un ensemble fermé C' C B tel que
v(B\C) < e. En particulier, pour B = A, on obtient un fermé C' C A tel que u(A\C') < e. Pour tout
n € N, on pose K,, := C N B(0,n) qui est un compact inclu dans A. Comme p(C) < p(A) < 00),
on a lim, u(C \ K,) = 0. Pour n assez grand, on obtient donc un compact K, C A tel que
w(A\ K,,) < e.

Si u(A) = oo, on décompose A = J;(ANCj) ou Cj = {z € RN : j <|z| <j+1}. Comme p est
une mesure de Radon, u(ANC;) < oo pour tout j € N. Par ce qui a été montré précédemment, il
existe un compact K; C AN C; tel que u(K;) > u(ANC;) — 279, Par convergence monotone,

n

o (U | = (UK | =St = 3 (uanc) - 57 ) = = ua)

j=0 jEN jeN jeN
Comme U?:o K; est compact, on obtient ainsi I’approximation intérieure par des compacts.

Montrons maintenant 'approximation par 'extérieur a 'aide d’ouverts. Si u(A) = oo, il suffit de
considérer I'ouvert U = R™. On peut donc supposer que p(A) < oo. Pour tout n € N, 'ensemble
B(0,n) \ A étant un Borélien de mesure finie (car p est finie sur les compacts), 1'étape précédente
montre existence d’un fermé C,, C B(0,n) \ A tel que

u(BO.M\ A\ Co) < 5y

Posons U,, = B(0,n) \ C),, qui est un ouvert avec B(0,n) N A C U, et tel que

p(UN (AN BO,0) < 3

Si on pose U :=J,, Upn qui est un ouvert, on obtient que A C U et
€
() <7 p(U) <37 (AN BO,0) + 57 ) < plA) +e,
neN neN

ce qui conclut la propriété de régularité extérieure. O

Une conséquence presque immédiate du résultat précédent est la densité des fonctions continues
a support compact dans les espaces de Lebesgue munis d’une mesure de Radon.

Corollaire 1.5. Soit y1 une mesure de Radon sur RN. Pour tout fonction f € L}L(RN), il existe
une suite (fn)nen de fonctions C.(RN) telle que

/ o — fldu 0.
RN



Démonstration. Soit f € Lt(RN ). On éerit f = f+ — f~ ont f* sont deux fonctions Boréliennes
positives et intégrales. Pour tout & > 0, il existe une fonction étagée g+ € L}L(RN ) telle que
fR v |ff—g*|dp < e. On est donc ramené & montrer que toute fonction étagée positive et inégrable
peut étre approchée par une fonction de C.(R¥). Par ailleurs, le Théoréme de la convergence
dominée assure que

/RN g% — 1p(0,m9~ | dp — 0

quand n — co. On peut donc supposer sans restreindre la généralité que g est a support compact.

Par linéarité, il suffit de considérer la fonction caractéristique d’un ensemble Borélien A tel que
A est compact. En particulier, comme A est borné, on a u(A) < oco. Par conséquent, pour tout
e > 0, 'existence d’un ouvert U et d’un compact K tels que K C A C U et p(U \ K) < e. Le
Lemme d’Urysohn donne alors I'existence d'une fonction h € C.(RY;[0,1]) telle que h = 1 sur K
et Supp(h) C U. D’olt, comme 1x < h < 1y,

/|h—1A|dugu<U\K>ga
Q

ce qui conclut la preuve du résultat. O

2 Pourquoi ne peut-on pas mesurer toutes les parties de R ?

Une mesure priviliégiée dans I’espace euclidien RY est la mesure de Lebesgue qui correspond
intuitivement a la notion de volume. Nous démontrerons au chapitre 2 son existence de diverses
manieres. Avant cela, il convient de noter que cette mesure, temporairement notée A en dimension
N =1, doit satisfaire certaines propriétés comme l'invariance par translation ainsi que la formule
usuelle pour la longueur d’un intervalle A([a,b]) = b — a.

Nous allons montrer qu’'une telle mesure, si elle existe, ne peut pas étre définie sur toutes les
partie de R. L’exemple suivant, di a Vitali, montre en fait ’existence d’un ensemble non Lebesgue
mesurable.

Pour ce faire, on introduit la relation d’équivalence sur [0, 1] par

x~y sietseulementsi z—yeQqQ.

On note [z] la classe d’équivalence de x qui est un sous-ensemble de [0, 1]. L’ensemble des classes
d’équivalences définit une partition de [0, 1]. A T'aide de P’axiome de choix, on construit un sous-
ensemble V' de [0, 1], appelé ensemble de Vitali, qui ne contient qu'un et un seul élément de chaque
classe d’équivalence.

Soit D := QN [—1,1] qui est dénombrable. Pour ¢ € D, on pose V;, = ¢ + V de sorte que
Vy € [-1,2]. Pour tout y € [0, 1], par définition de V, il existe un unique = € V tel que y € [z].
Par conséquent, il existe un rationnel ¢ € Q tel que y — & = ¢g. De plus comme z et y € [0, 1], on a
que q € [—1,1] ce qui montre que ¢ € D et y = g+ = € V. On en déduit alors que

0,1 c [V, cl-1,2].

Supposons maintenant que V' est Lebesgue mesurable de sorte que chaque V; 'est aussi pour tout
q € D. Par passage a la mesure de Lebesgue A\ dans les inclusions précédentes, il vient

1<a v <3 (2.1)
qeD



Notons que si g et ¢’ € D sont tels que g # ¢/, alors V; NV, = ). En effet, si tel n’était pas le cas,
il existerait y € V; NV, et donc des éléments = et o’ € E tels que
y=q+tz=q +a"

On en déduirait alors que v — 2’ = ¢’ — ¢ € Q ce qui impliquerait que x = 2’ puisque V contient
un unique élément de chaque classe d’équivalence. Par suite, on obtiendrait que ¢ = ¢’ ce qui est
absurde. Les ensembles V, étant donc deux & deux disjoints, il vient que

MUVe | =2 M0 =2 Ma+ V)= MV),

qeD qeD qeD qeD

ol 'on a utilisé I'invariance par translation de A. Si A(V') > 0, on obtient alors que

A Uvq = o0,

qeD

ce qui contredit la deuxiéme inégalité de (2.1). Si, en revanche, A(V) = 0 on obtient alors que

M UWwe| =0

q€D

ce qui contredit la premiére inégalité de (2.1). Dans tous les cas, on obtient une contradiction, ce
implique que I’ensemble V ne peut étre Lebesgue mesurable.

3 Mesures extérieures et construction de mesures

Pour pouvoir “mesurer” toutes les parties d’un ensemble, il convient d’affaiblir la notion de
mesure en celle de mesure extérieure. Dans cette section, on désigne par X un ensemble et par
P(X) I'ensemble des parties de X.

Définition 3.1. Une application p* : P(X) — [0, 0o] est appelée mesure extérieure si elle vérifie
(i) p=(0) =0;
(i) Pour tout A, B € P(X), on a p*(A) < pu*(B);
(iii) Pour toute suite {4, }nen de P(X), on a

e (Ua) < Twon
neN neN

Si une mesure sur la tribu triviale P(X) est toujours une mesure extérieure, la réciproque n’est
pas forcément vraie. Toutefois il est possible de restreindre p* a une tribu sur laquelle p* est une
mesure.

Définition 3.2. Un ensemble A € P(X) est dit pu*-mesurable si pour tout E € P(X), on a
W (E) = p* (BN A) 4 " (B A).

Par sous-additivité d’une mesure extérieure, pour vérifier qu'un ensemble A est p*-mesurable,
il suffit de montrer que
W (B) = u*(ENA) + (B A)

pour tout E € P(X) tel que p*(E) < 0.



Théoreme 3.3. (de Carathéodory) Soit u* une mesure extérieure sur un ensemble X. Alors
la classe A des ensembles p*-mesurables est une tribu et la restriction de p* a A est une mesure.

Démonstration. Montrons tout d’abord que A est une tribu. Clairement, on a §§ € A car p*(0) = 0.
Par ailleurs A est stable par passage au complémentaire puisque EN(X\A) = E\Aet E\(X\A) =
E N A. 1l reste donc & montrer que A est stable par union dénombrable.

Vérifions d’abord que A est stable par réunion et intersection finie (ce qui fera de A une algebre).
Si Ay et As sont p*-mesurables, par sous-additivité de u*, on a pour tout E € P(X),

pr(E) = p(ENA)+p"(E\A)
= p(ENA)+p (E\A)NA) +p"(B\ A1)\ A2)
= p(ENA)+p (ENA\ A1) +p(E\ (AL U A2))
> pr(EN (AU Ag)) +p (B (AL U Ap)),

ce qui montre que A; U A; € A. Par passage au complémentaire, on en déduit que A1 N Ay € A,
puis que A4; \ A; € A.

Soit maintenant { A, } nen une suite d’ éléments de A, posons A = |J,, Ay, et montrons que A € A.
On définit Ay = Ag puis A7, = A,\U,,,<,, Am pour tout n > 1; A étant une algebre, on obtient ainsi
une suite {A/ }neny d’ ensembles dans A disjoints deux a deux et de réunion (J,, 4;, = J,, A» = A.

Posons B, = J,.,, A} € A, on obtient alors pour tout E € P(X)

p(ENBny1) = p'(ENBpiiNBy)+p*(EN By \ Bn)
(BN B+ (ENAL,),

car les A!, sont deux & deux disjoints. Ceci établit par récurrence que pour tout n € N,
n
“(ENB,) =Y u(ENA,). (3.1)
k=0

Les ensembles B,, étant p*-mesurables, on a
W (B) = i (BN By) + 1 (B By)
ce qui implique, par (3.1) et croissance de p* (B, C A), que
W(B) > S (B0 AL + e (B A).
k=0

Par passage a la limite quand n — oo et sous-additivité de la mesure extérieure u*, il vient

o0

W(E) 2 Y W (ENA)+u (BNA) 2 g (ENA) + @' (E\ 4), (3.2)
k=0

ce qui montre que A € A et donc que A est une tribu.
Si les A,, sont disjoints deux & deux, alors A, = A,, pour tout n € N. En prenant £ = A dans

(3.2), on obtient
DK (Ar) = i (A),
k=0

ce qui montre que p* est une mesure sur A. O



Si & présent (X, d) est un espace métrique (que 'on peut donc munir de la tribu Borélienne,
B(X), engendrée par les ouverts), le résultat suivant donne un critére assurant la p*-mesurabilité
des ensembles Boréliens de X.

Proposition 3.4. Si, pour tout A, B C X avec dist(A, B) > 0, on a
W(AUB) = 1*(4) + 5 (B), (3.3)
alors B(X) C A.

Démonstration. Puisque la tribu Borélienne B(X) est engendrée par les fermés, il suffit de montrer
que tous les fermés de X sont p*-mesurables. De plus, par sous-additivité de p*, il suffit d’établir
que si C C X est fermé,

p(E)>p (ENnC)+p"(E\C) pourtout E C X tel que p*(E) < oc.
On pose pour tout n > 1,

C, = {xGX: dist(z,C) < 1}.
n

Comme dist(E \ C,,, ENC) > 1/n > 0, 'hypothese montre que

pH(ENCh) +p"(ENC) = p*(E\Cp) U (ENC)) < p™(E). (3-4)

b

Posons

1
= D i <
Ry, {xGE 1 < dist(z,C) <

Comme dist(R;, R;) > 0 dés que |j —i| > 2, on a

I =

et
Z:U'*(R2k+1) =p* (U R2k+1> < p(E) < oo,
k=0

pour tout m > 1, d'olt Y, ; p*(Ri) < 2u*(E) < oo. Comme C est fermé, ona E\C = (E\ C,)U
Uan Ry, et donc, par sous-additivité de u*,

pE\Cn) < p*(E\C) < p*(E\Cp) + Y i (Ry),
k>n

puis par passage & la limite quand n — oo, pu*(E \ C,) — p*(E \ C). Enfin, en faisant tendre
n — oo dans (3.4), il vient
p(E) = p (ENC)+p*(E\C)

ce qui montre effectivement la p*-mesurabilité de C. O



4 Théoreme de la classe monotone : unicité de mesures

Définition 4.1. On appelle classe monotone sur X toute famille € de parties de X vérifiant :
(i) X € ¢;
(ii) SiA,B€ % et AC B, alors B\ A€ % ;
(iii) Si {An}nen est une suite croissante de P(X) (i.e. 4, C A,11 pour tout n € N), alors
U, An €.

Une tribu est toujours une classe monotone, mais la réciproque n’est pas forcément vraie.

Théoréeme 4.2. (de la classe monotone) Soit £ une famille de parties de X stable par in-
tersection finie et contenant X. Alors la classe monotone engendrée par £ coincide avec la tribu
engendrée par €.

Démonstration. Notons € la classe monotone engendrée par £ et .7 la tribu engendrée par £.
Comme 7 est une classe monotone contenant &, alors ¥ C 7. Il s’agit maintenant de montrer
I’autre inclusion.

Montrons d’abord que % est stable par intersection finie. Soit F € & fixé et

Cr:={Ac¥: ANEc%}.

Comme F = X NE € &, on en déduit que X € €. Par ailleurs, si A, B € ¥ et A C B, alors
ANE €%, BNE €% et ANE C BNE, ce qui implique que (B\ A)NE = (BNE)\(ANE)e ¥
et donc que B\ A € €g. Enfin si {A, },en est une suite croissante de €, alorson a A, NE € ¥
et A,NE C A,41NE pour tout n € N, ce qui montre que (|J,, A») N E =J,,(4, N E) € €, soit
U,, An € €. On en déduit que €x est une classe monotone qui contient £ puisque £ est stable
par intersection finie. Par conséquent, ¥ C €g pour tout E € &, i.e.

ANE €% pourtout A € % et tout E € €.
Soit maintenant B € % et
¢ ={A€¥: ANBec%}.
On montre de méme que g est une classe monotone qui, d’apres ce qui précede, contient £. Par
conséquent, € C €, ce qui signifie que

ANBe% pourtout A,B€F.

Montrons a présent que % est une tribu. On sait déja que & contient X et que % est stable par
passage au complémentaire et intersection finie. Il s’ensuit que % est également stable par union
finie. Il reste & montrer que € est stable par union dénombrable. Soit { A, },cn une suite d’éléments
de €. Pour tout n € N on pose

B, = U A,
k=0

Comme ¥ est stable par réunion finie, il vient B,, € € pour tout n € N. La suite { B, }nen étant
croissante et ¢ étant une classe monotone, on en déduit que {J,, B, € ¥. Finalement, comme
U,, An = U,, Bn on en déduit que |J,, A, € €.

Comme % est une tribu contenant £, on obtient I'autre inclusion .7 C €. O

On introduit maintenant la notion de pavé dans R .



Définition 4.3. Un pavé ouvert (resp. fermé) P C RY est le produit cartésien de N intervalles
ouverts (resp. fermés) bornés de R :

N N
P = H]aiabi[ <TGSP- P = H[aivbio )

avec a; < b; (resp. a; < b;) pour tout 1 <¢ < N.

En particulier, les boules By (z,7) pour la norme

[Ylloo := lglie%%lyil, y=(yi,...,yn) ERY

sont des pavés de RV,

Corollaire 4.4. Soient \ et i deuz mesures de Radon sur RY qui coincident sur les pavés ouverts.
Alors X\ = p.

Démonstration. Soit £ la famille des pavés ouverts dans RY. Clairement & est stable par inter-
section finie. Montrons que la tribu .7 engendrée par &£ est la tribu Borélienne sur RV. En effet,
on a tout d’abord l'inclusion .7 C B(R¥Y). Pour montrer I’autre inclusion, on considére un ouvert
U C RY et le sous ensemble dénombrable de £

Fu :={(Buo(a,r) CU: acUNQY et r€ Q) }

de boules (pour la norme || ||, ) de centre rationnel et de rayon rationnel, incluses dans U. Si x € U
et R > 0 tel que By (7, R) C U, alors il existe a € UNQY tel que ||z —al|o < R/4. De plus, il existe
r € Qf tel que R/4 <r < R/2, ce qui implique que x € By (a,r) et By (a,7) C Boo(z,R) C U.
On a donc montré que

U= |J B

BeFy

et donc que U € 7. Comme la tribu Borélienne est engendrée par les ouverts, on en déduit 'autre
inclusion B(RY) C 7.

Pour tout n € N, et tout B € B(RY), on pose
M (B) :==ABN] —n,n[N), wBN]—n,nN)=: pu,(B).
Comme )\ et u sont des mesures de Radon sur RV, on en déduit que ), et p, sont des mesures
Boréliennes finies sur RV, On définit
o = {A € BRY): Au(4) = pa(4)} © BRY).

Alors RY € €, car \,,(RY) = A(]—n,n[N) = pu(]—n,n[N) = p,(RY) puisque | —n,n[N € £. Ensuite
si A, B € €, sont tels que A C B, alors A, (B\A) = A\, (B) —An(A) = pin(B)—pin(A) = pn(B\A) ce
qui montre que B\ A € %,,. Enfin si { Ay }ren est une suite croissante de %, alors A, (Ax) = pn(Ag)
pour tout k € N, puis passage a la limite quand k — oo,

keN keN

ce qui montre que J, Ax € €,. On a donc établi que %), est une classe monotone. Comme par

hypothese %, contient &, alors %,, contient la classe monotone engendrée par £ qui, en vertu du

théoreme de la classe monotone, coincide avec la tribu engendrée par &, i.e. la tribu Borélienne.

On a donc établi que €, = B(RY), i.e. \,,(B) = u,(B) pour tout Borélien B C RV, ou encore
AXBN] —n,n[N) = w(BN] —n,n[N).

Par passage a la limite quand n — oo, il vient A(B) = u(B). O



5 La mesure de Lebesgue

L’objet de ce chapitre est de montrer le résultat suivant.

Théoréme 5.1. Il existe une unique mesure de Radon LN (qui s’appelle la mesure de Lebesgue)
dans RN satisfaisant

1 LN(0,1N) = 1;
2. Pour tout v € RN et tout B € BRY), LN (x + B) = LN (B).

5.1 On regle une fois pour toute la question de 1’unicité

Soient A et y deux mesures de Radon invariantes par translation telles que A([0, 1]V) = ([0, 1)) =
1. Montrons que A = pu.

Etape 1. Montrons tout d’abord que si a € R et i € {1,..., N}, alors A({z; = a}) = 0. Nous
supposons pour simplifier que i = 1 et @ = 0. Alors

AM{z1=0H)=A[{z1=0}n U [—n,n)V | = ILm A({z1 =0} N[-n,n"). (5.1)
n>1
On définit E,, := {1 = 0} N [-n,n]" et on observe que

[-n, 0] = U (yie1 + En) D U (yie1 + Ey),

y1€[—n,n] yre1€[—n,n]NQ

ol les ensembles Boréliens {y1e1 + Ey}y, e[—n,njng sont disjoints deux a deux. Comme A est finie
sur les compacts, il vient en utilisant I'invariance par translation que

Z AMNE,) = Z Ayrer + E,) = A U (yre1+ Ep) | < /\([—n,n}N) < 00,

y1€[—n,n]NQ y1€[—n,n]NQ y1€[—n,n]NQ

ce qui n’est possible que si A(E,,) = 0 pour tout n € N. Par conséquent, en vertu de (5.1), on
obtient que A({x; = 0}) = 0. On montre de méme que pu({z; = 0}) =0.

k 1
n n
ke{0,....,n—1}N

ou les ensembles Boréliens dans I'union précédente sont deux a deux disjoints. Il vient alors que

Etape 2. Sin € N*  on a

1=2(0, %) = (0.1 =2 U <jj+[o;[>

k€{0,...,n—1}N

W kD) () D)

ke{0,...,n—1}N ke{0,...,n—1}N

d’ou A([0,1/n[Y) = n~". On montre de méme que p([0,1/n[) =n="N.

10



Etape 3. Montrons a présent que A et p coincident sur les pavés de cotés rationnels. Soit Q) :=

Hil[ai,bi] avec a; et b; € Q et a; < b; pour i € {1,...,N}. Alors il existe des entiers n € N, o

et B; € Z tels que a; = a;/n et b; = B;/n. Par conséquent,
Qg an qi
Q: <77"‘77> +H [Ovi:| )
n n ] n
i=1
avec ¢; = 3; — a; € N. En vertu de l'invariance par translation de A, on en déduit que
N “
AQ) = A [0, i[ .
Q) <[[1 ;

Par ailleurs,

(i) (UL ) (@ G bal))

ot K :={keNN:0<k <gq —1pourtout i€ {1,...,N}}. En utilisant de nouveau l'invariance
par translation de A, on obtient

(Ies]) =S (e il ) =S (el

1
= WCard( ) = an qu = H(bz al)
i=1 =1
N N

On obtient finalement que A(Q) = [[,Z; (b; — a;) et on montre de méme que u(Q) = [[;2;(bi —a;).

Etape 4. Montrons enfin que A et p coincident sur tous les pavés. Soit @ := H?Ll[ai, b;] avec a;
et b; € R avec a; < b; pour i € {1,...,N}. Il existe des suites (a}')n>1 et (b))n>1 C Q telles que
al N\ a; et b /b quand n — oo, quelque soit ¢ € {1,..., N}. Comme (Hi]\;l[a?I b?])nen est une

17

suite croissante de pavés fermés dont I'union est le pavé ouvert [[;”,]a;, b;[, on en déduit que

N N N
A (H[ai,bi]> A (H]ai,bi[> = lim A (H[a?,b?])

i=1 =1
N

= nlgrr;ol:[l(bi —aj)

N

= [[0:i—a)

= N N N
= lim u (HW%]) =p <H]ai,bz-[> =u (H[m%) :
=1 i=1 i=1

D’apres le théoreme de la classe monotone montre finalement que A(B) = u(B) pour tout B €
B(RY).
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5.2 Construction par mesure extérieure

Cette approche de nature purement géométrique consiste a voir la mesure de Lebesgue comme
une généralisation naturelle celle de volume. Il convient donc d’étudier au préalable la notion de
volume pour la classe élémentaires d’ensembles que sont les pavés.

Définition 5.2. Le volume d’un pavé ouvert ou fermé P = Hf\;l(ai, b;) est donné par

N

1P| =[] —ap).

i=1
On montre aisément que ’application volume est sous-additive sur la classe des pavés.

Lemme 5.3. Soient P, Pi,..., P, des pavés tels que
m

pclJr.
i=1

Alors .
P <> IR
i=1

Nous pouvons & présent introduire la mesure (extérieure) de Lebesgue. Pour tout A C RV, on
pose

o0 o0
LY (A) := inf {Z |Qi|: AC U Qi, Q; cubes ouverts} .

i=0 i=0
Il est immédiat de vérifier que £V est une mesure extérieure. De plus comme tous les cubes Q;
peuvent étre subdivisés en une union finie disjointe de plus petits cubes de cOtés arbitrairement
petits, on en déduit que la propriété (3.3) est vérifiée. Ceci montre que (la restriction & B(RY) de)
LY notée LV, est une mesure Borélienne. Comme elle est de plus finie sur les compacts, £V est
une mesure de Radon.

Le volume d’un cube étant invariant par translation, on en déduit que £V est invariant par

translation. Il s’agit de montrer que £V ([0,1]V) = 1. En remarquant que [0, 1]V C Q. :=]—¢, 14V
pour tout € > 0, on en déduit par définition que

£V (0,1]V) < |Q-| = (1 +2¢)",

puis, par passage & la limite quand € — 0, £V ([0, 1]V) < 1.

Pour montrer la deuxieéme inégalité, on considére un recouvrement dénombrable de [0, 1]V par
des cubes ouverts {Q; }ien. Par compacité, on peut en extraire un sous-recouvrement fini : il existe
un entier m € N tel que

[chG@.

1=0

D’apres le Lemme 5.2, on en déduit que
m oo
L=,V <D Qi <D lQil.
i=0 i=0

Par passage a l'infimum parmi tous les recouvements de [0, 1]V par des cubes ouverts, on en déduit
que 1 < £N([0,1]V).
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6 Points de Lebesgue

Dans la suite, nous allons considérer des familles F de boules ouvertes qui recouvrent un ensemble
ACRN.

Théoréme 6.1 (Recouvrement de Vitali). Soit A C RY un ensemble Borélien et F un recou-
vrement de A. Pour tout o < LN (A), il existe des boules By, ..., By, € F deuz a deuz disjointes

telles que
m

> LN(B) >3 V.

i=1

Démonstration. D’apres la Proposition 1.4, il existe un compact K C A tel que £V (K) > a.
Puisque F est un recouvrement ouvert du compact K, il existe un sous-recouvrement fini, i.e., des
boules By, ...,B, € F telles que K C |J_, B;. Soit By € {Bi,...,B,} la boule de > plus grand

rayon, By € {317 ...,B, } la boule de plus grand rayon disjointe de Bl, Bs € {Bl, ...,B, } la boule
de plus grand rayon d15301nte de By U Bsy. On continue cette procédure un nombre ﬁn1 m de fois
avec m < n. Si B; ¢ {B1,..., By}, alors par construction, il existe 1 < j < m tel que B;NB; # 0.

Par ailleurs, si j est le plus petlt tel indice, on a forcément que dlam(Bl) < diam(B;) et donc, en
notant Bj = B(xj,7;), on a B; C B(x;,3r;). Par conséquent, K C (Jj_, B(x;,3r;) et

a< LN(K Z xj,3rj)):3NZ£N(B])

ce qui conclut la preuve du résultat. O

Corollaire 6.2 (“Presque-recouvrement” de Vitali). Soit U un ensemble ouvert de RN tel
que LN (U) < co. Pour tout § > 0, il existe une famille dénombrable {B;};en de boules ouvertes
deuz & deux disjointes telles que B; C U et diam(B;) < & pour tout i € N, et

v <U\UBZ-> =

€N
Démonstration. On pose

F1 := {boules ouvertes B C U, diam(B) < §}

ce qui définit un recouvrement de U. D’apres le Théoréeme de Recouvrement de Vitali, il existe
By, ..., By, € Fi deux a deux disjointes telles que

ZLZN ) > 37NN - o).
Par conséquent,
N (U\GBZ) =rN (U\G&) ZLN )< 1=3"N1-0)]N W) =60LN W),

ot I'on a posé 6 :=1—37"(1—6) €]0,1[. On définit I'ouvert Us := U \ U2, B; et

Fo = {B € F1: BCUs, dlam(B) < (5}
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Le méme argument que précédemment montre 'existence de boules By, 41, ..., Bm, € F2 deux a
deux disjointes telles que

LN (U\ GBZ) =N (U\ anBi> =N (Ug\ CJ Bi> <0LN(Uy) < 02LN(U).

i=mq+1
Notons que les boules By, ..., Bn,, Bm,+1,-- -, Bm, sont deux a deux disjointes. On montre ainsi
par récurrence que, pour tout k € N, il existe des boules ouvertes B, ..., B,,, € F deux a deux

disjointes telles que

£y (U\ Cj Bi> <okLN(U).

i=1
Le résultat suit par passage a la limite quand k — oo puisque 6 € ]0,1[ et LN (U) < oc. O
Soit f € LY(RY), on définit la fonction mazimale de Hardy-Littlewood par
M) o [ Wl
) :=SUp s y)| dy.
r>0 'CN(BT(‘T)) B, (z)

Lemme 6.3. La fonction M f est Borélienne sur RY.
Démonstration. On constate tout d’abord que la fonction

@) v g [ Wl

€, r ANTDR T y)lay

LN(Br(x)) J B, ()

est continue sur RV x ]0, +o0o[. En effet, on a d’abord que (z,7) — LY (B,.(x)) = wyr" est bien
continue sur R x ]0, +-0o[. Par ailleurs, si (2;,7;) — (z,7), on a que 1g,_(,)(y) = 15, (z)(y) pour
tout y € RV \ B, (x) avec LN (0B, (z)) = 0. Par convergence dominée, on en déduit alors que

[ ila= [ swla
Brj (z;)

B, (x)

On peut alors écrire que

1
Mf(z) = T?@Ii m /Br(m) |f(y)] dy,

ce qui permet de montrer que M f est un supremum dénombrable de fonctions continues. C’est en
particulier une fonction Borélienne. O

Proposition 6.4. Pour tout f € LY(RY) et tout t > 0

N
s> <2 [ Ifld

Démonstration. On considere 'ensemble Borélien A = {Mf > t}. Par définition de la fonction
maximale, pour tout x € A, il existe un r, > 0 tel que

1
ﬁN(Brz(m))/Brx(x) |f(y)|dy > t.
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La famille 7 = {B,,(x), z € A} forme un recouvrement A par des boules ouvertes. Le Théoréme
de recouvrement de Vitali montre alors que pour tout a < LV (A), il existe un nombre fini de
boules By,..., B, € F deux a deux disjointes telles que

> LN(Bi) >3 Va.
i=1

Par conséquent,

RPN EE S 3 NUUES S NG
ce qui conclut la preuve du résultat. O

Théoréme 6.5 (Différentiation de Lebesgue). Soit f € LY(RY). Alors pour LN -presque tout
z € RV,
1

i )y ) Sl =0

En particulier,
1

f(z) = }LY%WT(QC))/BT(@ f(y) dy.

Démonstration. Par densité de C.(R™) dans L'(RY), pour tout ¢ > 0 il existe une fonction g €

C.(RY) telle que
/ [f —gldy <e.
RN

Comme g est uniformément continue, on a pour tout z € RY,

1

i /B o) gl dy =0

Par conséquent,

) 1
lim sup

r0 LN(By(z)) /BT(I) |f(y) — f(z)|dy

< i sup (M [ 0 —swldv s g [ o) gy + o) - f(:v)|>
< M(f — g)(a) +Ig(a) — ()]

Il vient alors par la Proposition 6.4 et I'inégalité de Markov,

LN ({ZERN: lirgljgpm/Br(m)lf(y)—f(x)Idy>t}>

< LNEM(f—g) > t/20) + LY (I f — gl > t/2})

2.3N 2 2e(3N +1
<— / If—gldy+;/ If—g\dy§¥.
RN RN
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En faisant tendre € — 0, on obtient que pour tout t > 0,

. 1
N ({mERN: hr:lj(glpﬁN(Br(SC))/[;T($)|f(y)_f(x)|dy>t}> =0,

puis, par passage a la limite quand ¢ — 0,

1
LN z e RY : limsu 7/
({ 0" LV (B,(@)) Ja, )

1f(y) = f(z)| dy > 0}) =0,

ce qui montre effectivement le résultat voulu.
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